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内 容 简 介 


这 是 一 本 程序 员 面 试 宝典 ! 书 中 对 IT 名 企 代码 面试 各 类 题目 的 最 优 解 进 
行 了 总 结 ， 并 提供 了 相关 代码 实现 。 针 对 当前 程序 员 面 试 缺乏 权威 题目 
汇总 这 一 痛 点 ， 本 书 选 取 将 近 200 道 真实 出 现 过 的 经 典 代码 面试 题 ， 帮 助 
广大 程序 员 的 面试 准备 做 到 万 无 一 失 。“ 刷 ” 完 本 书后 ， 你 束 是 “ 题 王 ”! 


本 书 采用 题目 + 解答 的 方式 组 织 内 容 ， 并 把 面试 题 类 型 相近 或 者 解法 相近 

的 题目 尽量 放 在 一 起 ， 读 者 在 学 习 本 书 时 很 容易 看 出 面试 题解 法 之 间 的 

联系 ， 使 知识 的 学 习 避 免 雁 片 化 。 书 中 将 所 有 的 面试 题 从 难 到 易 依次 分 

为 “将 、 校 、 尉 、 士 ?四 个 档次 ， 方 便 读 者 有 针对 性 地 选择 “ 刷 ” 题 。 本 书 所 

收录 的 所 有 面试 题 都 给 出 了 最 优 解 讲解 和 代码 实现 ， 并 且 提 供 了 一 些 普 

ne Me alee eae are neem eee 
| 


本 书 中 的 题目 全 面 且 经 典 ， 更 重要 的 是 ， 书 中 收 示 了 大 量 独家 题目 和 最 
优 解 分 机 ， 这 些 内 容 源 和 目 笔 者 多 年 来 " 死 伪 目 己 ” 的 深入 思考 。 


码 农 们 ， 你 们 做 好 准备 在 IT 名 企 的 面试 中 脱颖而出 、 一 举 成 名 了 吗 ? 这 
本 书 束 是 你 应 该 拥有 的 “ 神 兵 利器 *”。 当然 ， 对 需要 提升 算法 和 数据 结构 
等 方面 能 力 的 程序 员 而 言 ， 本 书 的 价值 也 是 显而易见 的 。 

未 经 许可 ， 不 得 以 任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 之 部 分 或 全 部 内 容 。 


版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 。 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


程序 员 代 码 面 试 指南 : 名 企 算法 与 数据 结构 题 日 最 优 解 / 左 程 云 著 . 一 
北京 : 电子 工业 出 版 社 ，2015.9 


ISBN 978-7-121-27011-6 


|. OFF... I. OF... II. @@ 程 序 设计 - 工 程 技术 人 员 - 资 格 考试 -自学 参 
FØR IV. ©TP311.1 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数 据 核 字 (2015) 第 198018 号 


策划 编辑 : + Å 

责任 编辑 ， 李 利 健 

印 il: 三 河 市 双 峰 印刷 装订 有 限 公 司 
RV: 三 河 市 双 峰 印刷 装订 有 限 公司 
出 版 发 行 ， 电子 工业 出 版 社 

北京 市 海淀 区 万 寿 路 173 信 箱 ”邮编 ，100036 
开 ”本 : 787x980 1/16 

EH aK: 33.25 


字 数 : 658.9 千 字 
版 IK: 2015 年 9 月 第 1 版 


印 IK: 2015 年 9 月 第 1 次 印刷 


定 价 : 79.00 元 


凡 所 购买 电子 工业 出 版 社 图 书 有 缺损 问题 ， 请 辐 购 买书 店 调换 。 若 书店 
售 缺 ， 请 与 本 社 发 行 部 联系 ， 联 系 及 邮购 电话 : (010) 88254888 ° 


质量 投诉 请 发 邮件 至 zlts@phei.com.cn ， 盗 版 侵权 举报 请 发 邮件 至 
dbqq@phei.com.cn ° 


服务 热线 : (010) 88258888 ° 


献 给 左 军 和 谢 桂 兰 


特别 说 明 


1. 本 书 所 有 题目 的 代码 都 为 Java 实 现 ， 但 这 并 不 会 妨碍 其 他 语言 使 用 者 
的 阅读 。 这 是 因为 笔者 在 实现 每 一 道 题目 时 ， 都 尽 最 大 努力 回避 与 Java 语 
言 特性 相关 的 写法 出 现 ， 而 且 尽 量 遵循 大 多 数 编程 语言 共有 的 写法 习 
惯 。 所 以 ， 将 本 书 中 的 Java 实 现 改写 成 其 他 语言 的 实现 是 非常 容易 的 。 


2. 在 Java 中 ， 如 果 想 得 到 字符 串 str 第 i 个 位 置 的 字符 ， 需 用 如 下 方式 : 
charp = str.charAt (i) ; 
本 书 提供 的 函数 中 有 大 量 参数 为 字符 串 类 型 的 玉 数 ， 但 如 上 所 示 的 方式 


并 不 符合 大 多 数 读者 的 阅读 习惯 。 为 了 让 代码 更 加 易 读 ， 笔 者 都 在 这 样 
的 函数 中 把 字符 串 类 型 的 参数 转换 成 char 类 型 数组 的 变量 来 使 用 ， 例 如 


char[] charArr = strtoCharArray em 
此 时 得 到 字符 串 str 第 i 个 位 置 的 字符 ， 可 以 用 如 下 方式 : 
char p = charArr[i]; 


AAB, AU EET A EE fk GUN BE ENE, € 
者 并 没有 把 charArr 的 空间 计算 在 内 ， 这 是 因为 如 果 不 转换 成 char 数 组 ， 而 
是 选择 直接 使 用 原 参 数 sttr， 也 是 完全 可 以 的 ， 之 所 以 选择 转换 ， 仪 仅 是 
为 了 让 读者 更 容易 读 懂 代码， 是 否 进行 转换 对 算法 的 逻辑 没有 任何 影 
啊 ， 所 以 不 把 charArr 的 空间 算 作 必须 使 用 的 额外 空间 。 


另外 ， 本 书 涉 及 的 程序 源 代码 可 以 在 http://www.broadview.com.cn/27011 中 
下 载 。 
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2015 年 春季 ， 因 为 公司 业务 的 快速 发 展 ， 我 们 开始 寻 疯 优秀 的 笔试 面试 
算法 讲师 。 几 经 周折 ， 找 到 了 当时 在 举办 线 下 算法 分 至 的 程 去 ， 认 认真 
FET EA, SØRGE HL FU BRAA ° 


我 听 过 很 多 国内 顶尖 ACM 选 手 的 算法 分 享 ， 但 是 每 一 次 听 完 以 后 总 觉得 
我 和 那些 人 永远 隔 着 一 个 断裂 带 ， 算 法 对 我 来 说 遥 不 可 及 ， 而 程 云 讲解 
算法 的 时 候 总 能 从 最 小 的 切口 讲 起 ， 由 浅 入 深 ， 环 环 相 扣 ， 不 知 不 觉 引 
你 走 同 算法 的 核心 精 散 ， 那 种 醒 酮 灌顶 的 感觉 能 激发 大 家 学 习 算法 的 热 
情 ， 并 一 直 推 荐 我 们 前 进 。 


这 几 年 IT 技术 莲 勃 发 展 ， 日 新 月 异 ， 对 技术 人 才 的 需求 日 益 增 长 ， 程 序 
员 招 聘 市 场 也 如 火 如 茶 。 在 有 限 的 三 五 轮 面试 中 ， 国 外 流行 让 面试 者 编 
程 解决 某 些 数据 结构 和 算法 的 题目 ， 通 过 观察 面试 者 编码 的 熟练 程度 、 
思 著 的 速度 和 深度 来 衡量 面试 者 的 能 力 和 潜力 。 国 内 以 百度 、 阿 里 、 腾 
讯 为 首 的 互联 网 企业 也 都 逐步 开始 采用 算法 面试 来 利 选 人 才 。 


程 云 出 于 对 算法 的 热爱 ， 长 期 泡 在 careercup、leetcode 等 笔试 面试 网 站 
上 ， 编 码 解 决 各 种 最 新 的 笔试 面试 编程 题 ， 对 各 种 笔试 面试 编程 题 的 解 
题 技巧 了 如 指 掌 。 


算法 面试 普及 后 ， 传 统 的 数据 结构 和 算法 课本 讲 得 太 过 基础 ， 叉 远离 求 
职 需 求 ， 国 内 也 逐渐 出 现 迎 合 求职 需求 的 笔试 面试 工具 书 ， 这 些 书 籍 有 


些 过 于 应 试 ， 纯 粹 以 通过 面试 为 导 癌 ， 程 云 的 书 和 那些 书 相 比 ， 题 目 更 
前 沿 ， 讲 解 更 注重 思考 思路 和 代码 的 实践 技巧 ， 对 每 个 题目 都 深 控 最 优 
解 ， 同 时 根据 目 己 在 线 下 讲课 学 员 们 的 反馈 ， 对 每 个 编程 考题 的 解 题 反 
复 修改 ， 让 思路 更 清晰 。 


这 本 书 不 仅 可 以 作为 面试 代码 指南 ， 还 可 以 作为 学 生 诬 后 的 辅助 练 
习 ,“ 刷 ?” 题 5 年 ， 悉 数 总 结 都 沉 演 在 这 本 书 里 ， 相 信 读 者 跟着 他 的 引导 从 
头 到 尾 逐 一 攻克 一 定 会 有 所 收获 。 


HEF 
牛 客 网 CEO 


推荐 序 2 


初次 遇见 程 云 是 在 2014 年 8 月 ， 当 时 我 在 上 一 家 公司 工作 刚好 满 4 年 ， 也 
征 在 那 时 我 开始 想 换个 环境 ， 导 找 新 机 会 ， 吏 试 着 投了 一 家 公司 ， 结 采 
第 一 次 面试 遇 到 算法 题 就 被 淘汰 了 。 后 来 义 面试 过 其 他 一 些 国 内 互联 网 
公司 ， 也 总 是 卡 在 算法 上 。 其 实 ， 之 前 我 曾经 目 己 在 家 抱 着 《算法 导 
论 》* 嘲 > 了 几 章 ， 花 了 1 个 月 的 业余 时 间 看 了 前 5 章 ， 后 面 就 没 再 继续 坚 
持 下 去 。 看 过 的 人 都 知道 ， 虽 然 很 有 用 ， 但 实在 很 难 “ 哨 ”。 


单调 地 看 书 很 村 燥 ， 于 是 想到 去 网 上 找 志 同道 合 的 人 一 起 研究， 束 开 
始 “ 和 逛 ? 算 法 论坛 。 很 巧 的 是 ， 在 某 个 论坛 的 算法 板块 看 到 一 个 帖子 ， 说 
是 在 周末 有 算法 交流 班 ， 当 时 我 立即 报名 ， 周 日 的 名 额 已 满 ， 我 是 很 笠 
BH AN EAR) o 

还 记得 第 一 次 交流 是 在 程 云 租 的 房子 里 ， 小 小 的 客厅 里 放 了 一 张 沙 发 、 
两 排 椅 于 和 一 张 保 于 ， 桌 上 放 着 笔记 本 电脑 和 一 台大 电视 ,前面 还 挂 着 
日 板 。 第 一 次 算法 交流 就 在 这 样 的 环境 里 开始 了 。 

程 云 讲 起 题 来 犹如 行云流水 ， 我 们 听 得 更 是 柄 畅 淋 演 ， 第 一 次 听 完 残 爱 
上 了 .…… 当 然 ， 我 说 的 是 他 的 讲述 。 


相信 大 家 都 有 过 这 样 的 经 历 ， 面 对 一 道 算法 题 ， 否 思 吴 想 了 半天 ， 还 是 
不 知道 坚 么 解 ， 感 觉 很 泪 来 。 如 果 这 时 突然 有 人 把 解 题 思路 和 方法 以 及 


代码 都 告诉 你 了 ， 是 不 是 感觉 龄 然 开 朋 ， 心 情 和 舒畅 了 ?7 这 样 的 情景 一 天 
出 现 一 次 就 可 以 让 人 感觉 很 开心 ， 而 如 采 一 天 连续 出 现 二 十 次 ， 那 将 会 
是 什么 感觉 ? 一 个 字 : R! 


程 云 把 每 一 道 题 都 讲解 得 清晰 透彻 ， 有 的 题目 难以 理解 、 思 路 诡异 ， 他 
忠 会 不 大 其 烦 地 反复 讲解 ， 用 形象 的 方式 展现 复 洒 的 逻辑 ， 直 到 大 家 都 
听 懂 为止。 给 人 的 感觉 可 以 说 是 融 潮 达 起 ， 一 波 义 一 波 。 


后 来 进行 第 二 次 交流 时 ， 我 带 来 最 好 的 朋友 一 起 参加 。 之 后 的 交流 中 ， 
我 和 朋友 都 轰 不 犹豫 地 报名 参加 。 交 流 的 内 容 涉及 经 典 算 法 的 高 难度 题 
Å 也 有 一 些小 巧 玲珑 的 技巧 题 。 难 题 难 得 让 人 叹服 ， 巧 题 巧 得 让 人 玩 
HR o 


STÆR ERK Bl LAA BB ARR, RIK REP TD) 2 JE 
云 讲述 的 题目 是 他 5 年 “ 刷 * 题 的 经 验 积累 而 成 的 ， 其 实 只 要 掌握 题目 的 解 
题 思路 和 思想 ， 就 足以 应 付 国 内 互联 网 公司 程序 员 职 位 的 算法 面试 题 。 
不 过 ， 要 想 去 国外 的 大 公司 ， 比 如 Google、Facebook 之 类 的 ， 还 是 要 人 研究 
得 透彻 一 些 才 行 。 


另外 ， 除 应 付 面试 之 外 ， 还 有 很 重要 的 一 点 ， 甚 至 是 更 重要 的 一 点 ， 台 
征 本 书 可 以 帮 我 们 打开 思路 ， 因 为 很 多 算法 题 的 解法 是 需要 逆 辐 思维 
的 ， 和 需要 跳出 原 有 的 固定 思维 模式 ， 当 思维 模式 被 打开 之 后 ， 你 会 发 现 
a REDE IE 因为 角度 变 了 。 不 过 这 只 能 目 


体会 


后 来 才 知 道 ， 程 云 举 办 算法 交流 是 为 写 书 做 准备 。 用 他 的 话说 : “会 做 题 
不 算 什么 ， 比 我 “ 刷 ” 题 多 的 人 我 也 能 找 出 一 大 堆 ， 但 能 给 入 讲 明 白 束 不 
容易 了 。” 于 是 我 后 来 义 变 成 了 程 云 在 写 这 本 书 期 间 的 试 读者 。 

在 此 书 还 未 上 市 之 前 ， 束 能 听 到 作者 面对面 地 逐一 讲解 每 一 道 题 ， 真 是 
非常 难得 且 宝 贵 的 经 历 。 

如 果 你 和 我 一 样 ， 对 数据 结构 有 个 大 概 的 了 解 ， 很 想 快 速 掌握 算法 题 的 
解法 技巧 ， 那 么 这 本 书 一 定 适合 你 ! 


视 每 一 位 勤奋 努力 的 程序 员 痢 能 拿 到 目 己 满意 的 职位 ! 


HER 
一 个 程序 员 


目 序 


我 能 出 书 挺 意外 的 。 


在 6 年 前 的 某 一 天 ， 虽 然 我 早 就 知道 想 进 入 那些 大 公司 要 靠 “ 刷 ”代码 面试 
题 来 练习 编写 代码 的 能 力 。 可 是 这 一 天 却 不 止 如 此 ， 我 突然 有 了 心情 去 
看 代码 面试 题 长 什么 样子 ， 于 是 收集 了 代码 面试 的 题目 ， 越 深入 ， 我 越 
有 一 种 您 民 的 感觉 ， 因 为 感觉 目 己 什么 都 不 太 在 行 ， 对 一 个 归并 排序 

(Merge sort) 写 出 完整 的 代码 都 感觉 挺 费 劲 的 ， 面 对 这 个 冯 : 诺 伊 曼 发 明 
的 排序 算法 ， 我 真有 底气 说 自己 古 计算 机 专业 的 学 生 吗 ? 这 种 打击 并 没 
有 持续 太 久 ， 因 为 爱 要 小 聪明 的 人 总 会 特别 目 信 。 我 决定 开始 认真 面 
对 “ 刷 ” 题 这 件 事 ， 但 那 时 我 根本 不 知道 我 即将 面 对 什 么 ， 更 不 要 谈 有 写 


MAR 


我 把 课余 时 间 利 用 起 来 ， 心 想 : 不 就 是 “ 刷 ” 题 吗 ? 别人 能 写 出 来 ， 趾 也 
能 写 出 来 。 起 初 的 心态 是 我 不 服 ， 我 就 想 告 诉 自己 能 行 。 过 程 虞 心 是 肯 
定 的 ， 经 党 半夜 因为 看 到 一 个 复杂 度 特别 低 的 算法 目 己 真 的 不 能 理解 而 
诅 起 地 睡 不 着 觉 。 当 时 觉得 找 不 到 什么 资料 能 彻 确 让 我 明白 ， 书 上 讲 得 
太 粗 浅 ， 网 上 的 太 散 乱 ， 代 码 写 得 看 不 懂 。 起 初 我 * 刷 ?” 题 的 时 候 无 数 次 
地 想 放 弃 ， 因 为 觉得 这 些 都 是 什么 玩意 儿 ! 我 为 什么 放 着 好 好 的 日 子 不 
可 是 我 义 不 甘心 ， 虽然 我 不 懂 很 多 解法 ， 但 是 它们 
大 Jí 意思 i 


我 将 能 买 到 的 所 有 相关 书籍 上 的 所 有 题目 全 都 研究 了 一 遍 ， 不 管 是 中 文 
的 还 是 英文 的 ， 我 都 硬 着 头皮 “ 哨 ”。 写 完 每 道 题 后 ， 我 都 和 书 上 的 方法 
进行 反复 对 比 。“ 噶 完了 五 六 本 书 之 后 ， 距 离 我 刚 开 始 “ 刷 ” 题 已 经 过 去 16 
个 月 了 。 写 书 ? 别 去 了 ， 才 刚 看 完 。 


“年 办 人 总 会 找 借口 说 这 个 东西 不 是 我 感 兴趣 的 ， 所 以 我 做 不 好 是 应 该 
的 。 但 他 们 没有 注意 的 是 ， 你 面 对 的 事情 中 感 兴趣 的 事情 总 是 少数 ， 这 
号 使 得 大 多 数 时 候 你 做 事情 的 态度 总 是 很 懈 尽 、 很 消极 ， 这 使 你 变 成 了 
一 个 懈 仿 的 人 。 当 你 真正 面 对 目 己 感 兴趣 的 东西 时 ， 你 发 现 你 已 经 揭 不 
紧 拳 头 了 。” 时 常 想 起 本 科 时 的 毕业 设计 指导 老师 一 一 高 鹏 义 老 师 说 的 这 
句 话 。 说 得 对 ! 对 一 个 东西 ， 如 果 你 没有 透彻 研究 过 ， 不 要 轻易 说 它 不 
精彩 。 这 不 是 博爱 ， 而 是 对 目 己 认真 。 


“ 刷 ” 题 代码 达到 4 万 行 的 时 候 ， 我 基本 上 成 了 国内 外 所 有 热门 “ 刷 ” 题 网 站 
的 日 党 用户 ， 此 时 我 确认 了 一 件 事情 ， 今 天 的 代码 面试 指导 真 的 处 在 一 
个 很 初级 的 阶段 ， 这 种 不 健全 是 全 方面 的 。 


例如 : 


e 经 常 看 到 一 篇 文章 前 后 的 语 境 是 割裂 的 ， 作 者 经 常 根 据 之 前 的 一 
个 优 民 解 法 提出 更 好 的 优化 方式 ， 但 整 篇 文章 都 不 提 之 前 的 解法 是 
什么 。 这 殉 导 致 初学 者 根本 无 法 看 懂 ; 


e 几乎 所 有 的 书籍 都 忽略 例子 市 来 的 引导 作用 ， 甚 至 还 有 不 少 书 籍 
在 阐述 一 个 解法 的 时 候 只 写 伪 人 代码， 这 就 使 得 读者 在 看 懂 意 思 和 自 
己 真正 能 写 出 代码 之 间 其 实 还 有 很 多 的 路 要 走 ; 


e 代码 面试 题目 的 特点 十 “多 ”、“ 杂 ”、“ 难 ”从 着 手 开 始 学 习 到 最 
终 达到 自己 想 要 的 效果 之 间 ， 自 己 对 自己 的 评估 根本 无 从 谈 起 。“ 慢 
慢 练 吧 ， 学 海 无 涯 ?成 为 主要 的 心态 ， 这 就 难免 会 产生 怀疑 的 情绪 ; 


e 看 见 一 道 新 的 面试 题 时 还 是 会 无 从 下 手 ， 因 为 之 前 的 学 习 无 法 做 
到 举一反三 ， 对 目 己 做 过 的 题目 缺乏 总 结 和 归纳 。 


难道 * 刷 ? 题 真 的 只 适合 聪明 人 玩 ? 我 不 这 么 看 ， 既 然 大 多 数 内 容 处 在 有 
行商 梭 的 地 步 ， 那 我 就 去 学 习 原 论文 吧 。 


当时 一 个 人 在 国外 ， 记 得 在 初冬 的 一 个 下 午 ,“ 刷 ” 题 已 经 两 年 之 信 ， 快 
只 晚饭 的 时 候 ， 我 突然 想起 目 己 瑟 了 吃 午 饭 ， 就 促 出 家 门 去 苋 食 。 站 在 7- 
111] 前 的 广场 上 ， 我 拿 着 1.5 美 元 的 热狗 和 75 美 分 的 咖啡 ， 微 瘟 的 阳光 撤 
在 眼睛 里 ， 远 远 地 望 着 即将 消失 的 一 天 。 我 俘 下 来 ， 把 咖啡 放 在 斑驳 的 
石头 台子 上 ， 手 里 的 热狗 挺 好 看 ， 香 肠 和 洋葱 都 挺 狐 鲜 ， 清 冷 的 空气 吹 
过 来 ， 却 让 我 的 心绪 更 乱 。 旧 金山 的 天 空 五 彩 斑 痔 ， 让 床 泊 者 头晕 目 
胺 。 器 得 跟 个 网 似 的 我 除了 想 家 ,哪里 敢 想 目 己 会 出 书 昵 ? 


当 我 意识 到 在 网 上 很 难 搜 到 新 鲜 的 题目 时 ， 我 已 经 换 了 两 家 公司 ， 反 复 
实现 了 600 多 道 题目 ， 写 了 差不多 10 万 行 代 码 。 原 来 只 是 为 了 找 份 工 作 
而 “ 刷 ” 题 这 一 初 心 早 整 忘 了 ， 变 成 了 兴趣 并 坚持 了 这 么 久 ， 我 目 己 也 感 
到 意外 。 更 奇怪 的 是 ， 我 已 经 完全 乐 在 其 中 ， 同 时 交流 欲望 越 来 越 强 ， 
时 常 和 同事 们 展开 这 方面 的 讨论 。 发 现 很 多 书 上 的 解法 不 是 最 优 ， 很 多 
题目 其 实 和 同事 们 讨论 的 做 法 更 好 ， 发 现 高 手 特别 多 ， 但 好 像 都 懒得 动 
BE o 


有 一 天 ， 我 看 到 自己 写 的 题目 ， 想 到 自己 那些 抓 心 挠 肝 的 日 子 ， 突 然 觉 
我 已 经 离 不 开 这 种 感觉 了 ， 如 果 这 不 是 真爱 ， 那 什么 才 
是 呢 ? 


这 不 是 一 个 励志 的 故事 ， 是 一 个 爱 “ 刷 ?” 题 的 人 决定 把 很 多 最 优 解 讲 出 
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第 1 章 


栈 和 队列 
设计 一 个 有 getMin 功 能 的 栈 


【题目 】 


实现 一 个 特殊 的 栈 ， 在 实现 栈 的 基本 功能 的 基础 上 ， 再 实现 返回 栈 中 最 
小 元 素 的 操作 。 


[ÆR] 
1.pop、push、getMin 操 作 的 时 间 复 杂 度 都 是 DO (1)。 
2. 设计 的 栈 类 型 可 以 使 用 现成 的 栈 结构 。 
DERE] 
E JO 
【解答 】 
在 设计 上 我 们 使 用 两 个 栈 ， 一 个 栈 用 来 保存 当前 栈 中 的 元 素 ， 其 功能 和 
一 个 正常 的 栈 没有 区 别 ， 这 个 栈 记 为 stackData; 另 一 个 栈 用 于 保存 每 一 
步 的 最 小 值 ， 这 个 栈 记 为 stackMin。 具 体 的 实现 方式 有 两 种 。 
第 一 种 设计 方案 如 下 。 
© 压 入 数据 规则 


假设 当前 数据 为 ewNum， 先 将 其 压 入 stackData。 然 后 判断 stackMin 是 否 


Yor: 


e 如 果 为 空 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin ° 
e 如果 不 为 空 ， 则 比较 newNum 和 stackMin 的 栈 顶 元 素 中 哪 一 个 更 


IN: 


e 如 果 newNum 更 小 或 两 者 相等 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin; 


e 如 果 stackMin 中 栈 顶 元 素 小 ， 则 stackMin 不 压 入 任何 内 容 。 


举例 : 依次 压 入 3、4、5、1、2、1 的 过 程 中 ，stockData 和 stackMin 的 变化 
如 图 1-1 所 示 。 


同步 压 入 


同步 压 入 


同步 压 入 


stackData stack Min 


o 弹出 数据 规则 


先 在 stackData 中 弹出 栈 顶 元 素 ， 记 为 value。 然 后 比较 当前 stackMin 的 栈 顶 
元 素 和 value 哪 一 个 更 小 。 


通过 上 文 提 到 的 压 入 规则 可 知 ，stackMin 中 存在 的 元 素 是 从 栈 底 到 栈 顶 逐 
渐变 小 的 ，stackMin 栈 顶 的 元 素 既 是 stackMin 栈 的 最 小 值 ， 也 是 当前 
stackData 栈 的 最 小 值 。 所 以 不 会 出 现 value 比 stackMin 的 栈 顶 元 素 更 小 的 情 
况 ，value 只 可 能 大 于 或 等 于 stackMin 的 栈 顶 元 素 。 


当 value 等 于 stackMin 的 栈 顶 元 素 时 ，stackMin 弹 出 栈 顶 元 素 ， 当 value 大 于 
stackMin 的 栈 顶 元 素 时 ，stackMin 不 弹出 栈 顶 元 素 ;， 返 回 value ° 


很 明显 可 以 看 出 ， 压 入 与 弹出 规则 是 对 应 的 。 


。 查询 当前 栈 中 的 最 小 值 操作 


由 上 文 的 压 入 数据 规则 和 弹出 数据 规则 可 知 ，stackMin 始 终 记 录 着 
stackData 中 的 最 小 值 ， 所 以 ，stackMin 的 栈 顶 元 素 始终 是 当前 stackData 中 
的 最 小 值 。 


方案 一 的 代码 实现 如 MyStack1 类 所 示 : 


public class MyStack1 { 
private Stack<Integer> stackData; 


private Stack<Integer> stackMin; 


public MyStack1() { 
this.stackData = new Stack<Integer>(); 


this.stackMin = new Stack<Integer>(); 


public void push(int newNum) { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 
this.stackMin.push(newNum) ; 
} else if (newNum <= this.getmin()) { 
this.stackMin.push(newNum) ; 


} 


this.stackData.push(newNum) ; 


public int pop() I 


if (this.stackData.isEmpty()) { 


throw new RuntimeException("Your 
stack is empty."); 


) 

int value = this.stackData.pop(); 

if (value == this.getmin()) ( 
this.stackMin.pop(); 


) 


return value; 


public int getmin() { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 


throw new RuntimeException("Your 
stack is empty."); 


) 


return this.stackMin.peek(); 


第 二 种 设计 方案 如 下 。 
。 压 入 数据 规则 


假设 当前 数据 为 ewNum， 先 将 其 压 入 stackData°。 然后 判断 stackMin 是 否 


如 果 为 空 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin;， 如 果 不 为 空 ， 则 比较 newNum 和 
stackMin 的 栈 顶 元 素 中 哪 一 个 更 小 : 


如 果 newNum 更 小 或 两 者 相等 ， 则 newNum 也 压 入 stackMin; 如 果 stackMin 
中 栈 顶 元 素 小 ， 则 把 stackMin 的 栈 顶 元 素 重 复 压 入 stackMin， 即 在 栈 顶 元 
ACREA MSIL? 


举例 : 依次 压 入 3、4、5、1、2、1 的 过 程 中 ，stockData 和 stackMin 的 变化 
如 图 1-2 所 示 。 


同步 压 入 


stackData stackMin 


o 弹出 数据 规则 
在 stackData 中 弹出 数据 ， 弹 出 的 数据 记 为 value; 弹出 stackMin 中 的 栈 顶 ; 


返回 value ° 

很 明显 可 以 看 出 ， 压 入 与 弹出 规则 是 对 应 的 。 

。 查询 当前 栈 中 的 最 小 值 操作 

由 上 文 的 压 入 数据 规则 和 弹出 数据 规则 可 知 ，stackMin 始 终 记 录 着 


stackData 中 的 最 小 值 ， 所 以 stackMin 的 栈 顶 元 素 始终 是 当前 stackData 中 的 
最 小 值 


方案 二 的 代码 实现 如 MyStack2 类 所 示 : 


public class MyStack2 { 
private Stack<Integer> stackData; 


private Stack<Integer> stackMin; 


public MyStack2() { 
this.stackData = new Stack<Integer>(); 


this.stackMin = new Stack<Integer>(); 


public void push(int newNum) { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 
this.stackMin.push(newNum) ; 
} else if (newNum < this.getmin()) { 
this.stackMin.push(newNum); 


} else { 


int newMin = this.stackMin.peek( 


); 


this.stackMin.push(newMin); 


} 


this.stackData.push(newNum); 


public int pop() { 
if (this.stackData.isEmpty()) { 


throw new RuntimeException("Your 
stack is empty."); 


} 
this.stackMin.pop(); 


return this.stackData.pop(); 


public int getmin() { 
if (this.stackMin.isEmpty()) { 


throw new RuntimeException("Your 
stack is empty."); 


} 


return this.stackMin.peek(); 


[AF] 


方案 一 和 方案 二 其 实 都 是 用 stackMin 栈 保存 着 stackData 每 一 步 的 最 小 值 。 
共同 点 是 所 有 操作 的 时 间 复 杂 度 都 为 O (1)、 空 间 复 杂 度 都 为 O (n )。 区 别 
是 : 方案 一 中 stackMin 压 入 时 稍 省 空间 ， 但 是 弹出 操作 稍 费 时 间 ; 方案 二 
中 stackMin 压 入 时 稍 费 空间 ， 但 是 弹出 操作 稍 省 时 间 。 


由 两 个 栈 组 成 的 队列 


【题目 】 


pr EN ses 用 两 个 栈 实现 队列 ， 支 持 队 列 的 基本 操作 (add > poll > 
peek) ° 


【难度 】 
Rt sku 
【解答 】 


栈 的 特点 是 先进 后 出 ， 而 队列 的 特点 是 先进 先 出 。 我 们 用 两 个 栈 正好 能 
把 顺序 反 过 来 实现 类 似 队列 的 操作 。 


具体 实现 上 是 一 个 栈 作 为 压 入 栈 ， 在 压 入 数据 时 只 往 这 个 栈 中 压 入 ， 记 
为 stackPush; 另 一 个 栈 只 作为 弹出 栈 ， 在 弹出 数据 时 只 从 这 个 栈 弹 出 ， 
记 为 stackPop。 


为 数据 压 入 栈 的 时 候 ， 顺 序 是 先进 后 出 的 。 那 么 只 要 把 stackPush 的 数 
据 再 压 入 stackPop 中 ， 顺 序 葡 变 回 来 了 。 例 如 ， 将 1 一 5 依次 压 入 
stackPush， 那 么 从 stackPush 的 栈 顶 到 栈 底 为 5 一 1， 此 时 依次 再 将 5 一 1 倒 
入 stackPop， 那 么 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 底 束 变 成 了 1~5。 再 从 stackPop 弹 
出 时 ， 顺 序 残 像 队 列 一 样 ， 如 图 1-3 所 示 。 


|-5 KUT, Tie 1~5 将 依次 弹出 


stackPush stackPop 


听 起 来 虽然 简单 ， 实 际 上 必须 做 到 以 下 两 点 。 


1. 如 果 stackPush 要 往 stackPop 中 压 入 数据 ， 那 么 必须 一 次 性 把 stackPush 
中 的 数据 全 部 压 入 。 


2. 如果 stackPop 不 为 空 ，stackPush 绝 对 不 能 同 stackPop 中 压 入 数据 。 
违反 了 以 上 两 点 都 会 发 生 错误 。 


违反 1 的 情况 举例 : 1 一 5 依次 压 入 stackPush，stackPush 的 栈 顶 到 栈 底 为 5 
~1, MstackPush/# AstackPophY, AS#I4H: A T stackPop, stackPushié 
剩 下 1、2、3 没 有 压 入 。 此 时 如 有 果 用 户 想 进行 弹出 操作 ， 那 么 4 将 最 先 弹 
出 ， 与 预想 的 队列 顺序 束 不 一 致 。 


违反 2 的 情况 举例 : 1~5 依 次 压 入 stackPush，stackPush 将 所 有 的 数据 讨 入 
了 stackPop， 此 时 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 抵 丈 变 成 了 1~5。 此 时 又 有 6 一 10 
依次 压 入 stackPush，stackPop 不 为 空 ，stackPush 不 能 回 其 中 压 入 数据 。 如 
果 违 反 2 压 入 了 stackPop， 从 stackPop 的 栈 顶 到 栈 底 就 变 成 了 6 一 10、1 一 
Nr 6 将 最 先 弹出 ， 与 预想 的 队列 顺 
¥ PLAN ° 


ee 了 压 入 数据 的 注意 事项 。 那 么 这 个 压 入 数据 的 操作 在 何 时 发 生 
NE‘ 


这 个 选择 的 时 机 可 以 有 很 多 ， 调 用 add、poll 和 peek 三 种 方法 中 的 任何 
种 时 发 生 “ 压 ”入 数据 的 行为 都 是 可 以 的 。 只 要 满足 如 上 提 到 的 两 点 ， 束 
不 会 出 错 。 

本 书 的 实现 是 在 调用 poll 和 peek 方 法 时 进行 压 入 数据 的 过 程 。 

具体 实现 请 参看 如 下 的 TwoStacksQueue 类 : 


public class TwoStacksQueue { 
public Stack<Integer> stackPush; 


public Stack<Integer> stackPop; 


public TwoStacksQueue() { 
stackPush = new Stack<Integer>(); 


stackPop = new Stack<Integer>(); 


public void add(int pushInt) { 


stackPush.push(pushInt); 


public int poll() { 


if (stackPop.empty() && stackPush.empty( 
)) I 


throw new RuntimeException("Queu 
e is empty! "); 


} else if (stackPop.empty()) I 
while (! stackPush.empty()) I 


stackPop.push(stackPush. 


pop()); 
) 
) 
return stackPop.pop(); 
) 
public int peek() I 
ae if (stackPop.empty() && stackPush.empty( 


throw new RuntimeException("Queu 
e is empty! "); 


) else if (stackPop.empty()) i 
while (! stackPush.empty()) { 


stackPop.push(stackPush. 


如 何 仅 用 递归 函数 和 栈 操 作 逆 序 一 个 栈 
【题目 】 


一 个 栈 依 次 压 入 1、2、3、4、5， 那 么 从 栈 顶 到 栈 底 分 别 为 5、4、3、2、 
1。 «A NER SER e 2737475, Høle ET 
元 素 的 逆序 ， 但 是 只 能 用 递归 函数 来 实现 ， 不 能 用 其 他 数据 结构 。 
【难度 】 
Rt 交友 次 六 
【解答 】 
本 题 考查 栈 的 操作 和 递归 函数 的 设计 ， 我 们 需要 设计 出 两 个 递归 函数 。 
IR: 将 栈 stack 的 栈 底 元 素 返 回 并 移 除 。 
具体 过 程 就 是 如 下 代码 中 的 getAndRemoveLastElement 方 法 。 


public static int getAndRemoveLastElement(Stack<Integer> 
stack) { 


int result = stack.pop(); 

if (stack.isEmpty()) I 
return result; 

} else { 


int last = getAndRemoveLastElement (stack 


); 
stack.push(result ); 


return last; 


DA RS \`2、1， 这 个 函数 的 具体 过 程 如 图 1-4 
ZR ° 


图 1-4 


BIR: 逆序 一 个 栈 ， 束 是 题目 要 求实 现 的 方法 ， 具 体 过 程 吏 是 如 


下 代码 中 的 reverse 方 法 。 该 方法 使 用 了 上 面 提 到 的 
getAndRemoveLastElement 方 法 。 


public static void reverse(Stack<Integer> stack) { 
if (stack.isEmpty()) { 
return; 
) 
int i = getAndRemoveLastElement(stack); 


reverse(stack); 


stack.push(i); 


} 


er «21, reverse KA HØSTET A 1-5 
不 。 


将 i=1l, 重新 压 入 


将 2, 重新 压 入 


getAndRemoveLastElement 方 法 在 图 中 简单 表示 为 get 方 法 ， 表 示 移 除 并 返 


回 当前 栈 确 元 素 。 
猫 狗 队 列 


【题目 】 
宠物 、 狗 和 猫 的 类 如 下 : 


public class Pet { 


private String type; 
public Pet(String type) { 


this.type = type; 


public String getPetType() { 


return this.type; 


) 


public class Dog extends Pet { 


public Dog() I 


super ("dog"); 


public class Cat extends Pet { 


public Cat() < 


super("cat"); 


} 


实现 一 种 狗 猫 队列 的 结构 ， 要 求 如 下 : 
e 用 户 可 以 调用 add 方 法 将 cat 类 或 dog 类 的 实例 放 入 队列 中 ; 


e 用 户 可 以 调用 pollAll 方 法 ， 将 队列 中 所 有 的 实例 按照 进 队 列 的 先 
后 顺序 依次 弹出 ; 


e 用 户 可 以 调用 pollDog 方 法 ， 将 队列 中 dog 类 的 实例 按照 进 队 列 的 
先后 顺序 依次 弹出 ; 


e 用 户 可 以 调用 pollcat 方 法 ， 将 队列 中 cat 类 的 实例 按照 进 队 列 的 先 
后 顺序 依次 弹出 ; 


1 用 户 可 以 调用 isEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 还 有 dog 或 cat 的 实 
列 ; 


e 用 户 可 以 调用 isDogEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 有 dog 类 的 实 


例 
e 用 户 可 以 调用 isCatEmpty 方 法 ， 检 查 队 列 中 是 否 有 cat 类 的 实例 。 
【难度 】 
I HR 
【解答 】 
本 题 考查 实现 特殊 数据 结构 的 能 力 以 及 针对 特殊 功能 的 算法 设计 能 


本 题 为 开放 类 型 的 面试 题 ， 希 望 读者 能 有 自己 的 实现 ， 在 这 里 列 出 几 种 
常见 的 设计 错误 


o cat 队列 只 放 cat 实 例 ，dog 队 列 只 放 dog 实 例 ， 再 用 一 个 总 队列 放 
所 有 的 实例 。 


错误 原因 : cat、dog 以 及 总 队列 的 更 新 问题 。 


e 用 哈 锅 表 ，key 表 示 一 个 cat 实 例 或 dog 实 例 ，value 表 示 这 个 实例 进 
队列 的 次 序 。 


错误 原因 : 不 能 支持 一 个 实例 多 次 进 队 列 的 功能 需求 ， 因 为 哈 
锅 表 的 key 只 能 对 应 一 个 value 值 。 


e 将 用 户 原 有 的 cat 或 dog 类 改写 ， 加 一 个 计数 项 来 表示 某 一 个 实例 
进 队 列 的 时 间 。 


错误 原因 : 不 能 擅自 改变 用 户 的 类 结构 。 


本 题 实 现 将 不 同 的 实例 盖 上 时 间 惟 的 方法 ， 但 是 又 不 能 改变 用 户 本 刁 的 
类 ， 所 以 定义 一 个 新 的 类 ， 有 具体 实现 请 参看 如 下 的 PetEnterQueue 类 。 


public class PetEnterQueue { 
private Pet pet; 


private long count; 


public PetEnterQueue(Pet pet, long count) { 
this.pet = pet; 


this.count = count; 


public Pet getPet() { 


return this.pet; 


public long getCount() { 


return this.count; 


public String getEnterPetType() { 


return this.pet.getPetType(); 


} 


PetEnterQueue 类 在 构造 时 ， pet 是 用 户 原 有 的 实例 ，count 束 是 这 个 实例 的 
ETER 。 


我 们 实现 的 队列 其 实 是 PetEnterQueue 类 的 实例 。 大 体 说 来 ， 首 先 有 一 个 
不 断 素 加 的 数据 项 ， 用 来 表示 实例 进 队列 的 时 间 ; 同时 有 两 个 队列 ， 一 
个 是 只 放 dog 类 实例 的 队列 dogQ， 另 一 个 是 只 放 cat 类 实例 的 队列 catQ - 


EMANE, W REME dog, Wwa EAR, Æ A MA 
PetEnterQueue 类 的 实例 ， 然 后 放 入 dogQ; WRC MÆat, ar LAE) 
惟 ， 生 成 对 应 的 PetEnterQueue 类 的 实例 ， 然 后 放 入 catQ。 有 具体 过 程 请 参 
看 如 下 DogCatQueue 类 的 add 方 法 。 


只 想 弹 出 dog 类 的 实例 时 ， 从 dogQ 里 不 断 弹出 即 可 ， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 
DogCatQueue 类 的 pollDog 方 法 。 


只 想 弹 出 cat 类 的 实例 时 ， 从 catQ 里 不 断 弹 出 即 可 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 
DogCatQueue 类 的 pollCat 方 法 。 


想 按 实际 顺序 弹出 实例 时 ， 因 为 dogQ 的 队列 头 表示 所 有 dog 实 例 中 最 早 进 
队列 的 实例 ， 同 时 catQ 的 队列 头 表 示 所 有 的 cat 实 例 中 最 早 进 队 列 的 实 
例 。 则 比较 这 两 个 队列 头 的 时 间 戳 ， 谁 更 早 ， 就 弹出 谁 。 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 DogCatQueue 类 的 pollAll 方 法 。 


DogCatQueue 类 的 整体 代码 如 下 : 


public class DogCatQueue { 
private Queue<PetEnterQueue> dogQ; 
private Queue<PetEnterQueue> catQ; 


private long count; 


public DogCatQueue() ( 


this.dogQ = new LinkedList<PetEnterQueue 


>(); 


this.catQ = new LinkedList<PetEnterQueue 


>(); 


this.count = 0; 


public void add(Pet pet) { 
if (pet.getPetType().equals("dog")) { 


this.dogQ.add(new PetEnterQueue( 
pet, this.count++)); 


} else if (pet.getPetType().equals("cat" 
)) I 


this.catQ.add(new PetEnterQueue( 
pet, this.count++)); 


} else { 


throw new RuntimeException("err, 
not dog or cat"); 


public Pet pollAll() { 


if (! this.dogQ.isEmpty() && ! this.catQ 
.isEmpty()) I 


if(this.dogQ.peek().getCount() 
< this.catQ.peek().Get 


Count()) I 
return this.dogQ.poll(). 
getPet(); 
) else { 
return this.catQ.poll(). 
getPet(); 
) 


} else if (! this.dogQ.isEmpty()) { 


return this.dogQ.poll().getPet() 


} else if (! this.catQ.isEmpty()) I 


return this.catQ.poll().getPet() 
} else I 


throw new RuntimeException("err, 
queue is empty! "); 


public Dog pollDog() I 


if (! this.isDogQueueEmpty()) I 


return (Dog) this.dogQ.poll().ge 
tPet(); 


} else { 


throw new RuntimeException("Dog 
queue is empty! "); 


public Cat pollCat() { 
if (! this.isCatQueueEmpty()) { 


return (Cat) this.catQ.poll().ge 
tPet(); 


} else 


throw new RuntimeException("Cat 
queue is empty! "); 


public boolean isEmpty() { 


return this.dogQ.isEmpty() && this.catQ. 
isEmpty(); 


public boolean isDogQueueEmpty() { 


return this.dogQ.isEmpty(); 


public boolean isCatQueueEmpty() { 


return this.catQ.isEmpty(); 


} 


用 一 个 栈 实现 男 一 个 栈 的 排序 


【题目 】 

一 个 栈 中 元 素 的 类 型 为 整 型 ， 现 在 想 将 该 栈 从 顶 到 发 按 从 大 到 小 的 顺序 
排序 ， 只 许 申请 一 个 栈 。 除 此 之 外 ， 可 以 申请 新 的 变量 ， 但 不 能 申请 额 
外 的 数据 结构 。 如 何 完成 排序 ? 

DERE] 

E Yn 

【解答 】 


将 要 排序 的 栈 记 为 stack， 申 请 的 辅助 栈 记 为 help。 在 stack 上 执行 pop 操 
作 ， 弹 出 的 元 素 记 为 cur。 


e ”如 果 cur 小 于 或 等 于 help 的 栈 顶 元 素 ， 则 将 cur 直 接 压 入 help; 


e 如 果 cur 大 于 help 的 栈 顶 元 素 ， 则 将 heljp 的 元 素 逐 一 弹出 ， 逐 一 压 
入 stack， 直 到 cur 小 于 或 等 于 help 的 栈 顶 元 素 ， 再 将 cur 压 入 help。 


一 直 执行 以 上 操作 ， 直 到 stack 中 的 全 部 元 素 都 压 入 到 help。 最 后 将 help 中 
的 所 有 元 素 逐 一 压 入 stack， 即 完成 排序 。 


public static void sortStackByStack(Stack<Integer> stack 


Stack<Integer> help = new Stack<Integer>(); 
while (! stack.isEmpty()) { 


int cur = stack.pop(); 


cur) { 


} 


while (! help.isEmpty() && help.peek() > 


stack.push(help.pop()); 


} 
help.push(cur); 


while (! help.isEmpty()) I 


stack.push(help.pop()); 


用 栈 来 求解 汉 诺 塔 问题 


【题目 】 


汉 诺 塔 问题 比较 经 典 ， 这 里 修改 一 下 游戏 规则 ， 现在 限制 不 能 从 最 左 侧 
的 塔 直接 移动 到 最 右 侧 ， 也 不 能 从 最 右 侧 直接 移动 到 最 左 侧 ， 而 十 必须 


数 


经 过 中 间 。 求 当 塔 有 NN 层 的 时 候 ， 打 印 最 优 移动 过 程 和 最 优 移动 总 步 


a SB BON MEAN, 
H: 


Move 


Move 


Move 


Move 


Move 


Move 


1 


1 


2 


1 


1 


2 


from 
from 
from 
from 
from 


from 


最 上 层 的 塔 记 为 1， 最 下 层 的 塔 记 为 2， 则 打 


left to mid 
mid to right 
left to mid 
right to mid 
mid to left 


mid to right 


Move 1 from left to mid 
Move 1 from mid to right 


It will move 8 steps. 


注意; 关于 汉 诡 塔 游戏 的 更 多 讨论 ， 将 在 本 书 递归 与 动态 规划 的 章节 中 
RS o 


[ER] 
用 以 下 两 种 方法 解决 。 

e 方法 一 : 递归 的 方法 ; 

e 方法 二 : 非 递归 的 方法 ， 用 本 来 模拟 汉 诺 塔 的 三 个 塔 。 
DER] 
BE ti 

【解答 】 
方法 一 : 递归 的 方法 。 
首先 ， 如 果 只 剩 最 上 层 的 塔 需 要 移动 ， 则 有 如 下 人 处理 : 
1. 如 果 希 望 从 “ 左 ” 移 到 “中 *， 打 印 “Move 1 from left to mid” ° 
2. 如 果 希 望 从 “中 ” 移 到 “ 左 ”， 打 Ej“Move 1 from mid to left” ° 
3. 如 果 希 望 从 “中 ” 移 到 “ 右 ”*”， 打 ER“Move 1 from mid to right” ° 
4. 如 果 和 希望 从 “ 右 ” 移 到 “中 ”， 打 印 *Move 1 from right to mid”。 


5. WRAN A” Kal A”, FE “Move 1 from left to mid” 和 “Move 1 
from mid to right” ° 


6. 如 果 硕 望 从 “ 右 ” 移 到 “ 左 >， 打 印 *Move 1 from right to mid” HM "Move 1 
from mid to left” ° 


以 上 过 程 束 是 递归 的 终止 条 件 ， 也 殉 是 只 剩 上 层 塔 时 的 打印 过 程 。 
接 下 来 ， 我 们 分 析 剩 下 多 层 塔 的 情况 。 

MANN BR, ME EAR MAKAN ， 则 有 如 下 判断 : 

1. WRR RAIN RERET”, PAREREA H”, MEZNE 。 
1) 将 1~N -1 层 塔 先 全 部 从 “ 左 ?” 移 到 “ 右 ”， 明 显 交 给 递归 过 程 。 

2) 将 第 N 层 塔 从 “ 左 ” 移 到 “中 ”。 

3) 再 将 1~N -1 层 塔 全 部 从 “ 右 ” 移 到 “中 ”明显 交 给 递归 过 程 。 


2. WREÆR RON 层 塔 从 * 中 ” 移 到 “* 左 ”>， 从 “中 ” 移 到 “ 右 ”， 从 “ 右 ” 移 
到 “中 ”， 过 程 与 情况 1 同 理 ， 一 样 是 分 解 为 三 步 ， 在 此 不 再 详 述 。 


3. WRR FIIN ERREA”, SEE”, MEANE ° 
FINN -1 层 塔 完全 部 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 *"， 明 显 交 给 递归 过 程 。 
将 第 N 层 塔 从 “ 左 ” 移 到 “中 >” 


1) 
) À 
3) HIN -1 层 塔 全 部 从 “ 右 ” 移 到 “ 左 *"， 明 显 交 给 递归 过 程 。 
) 
) 最 


2 


将 第 N 层 塔 从 “中 ” 移 到 “ 右 ”。 
5) 最 后 将 1~~N -1 层 塔 全 部 从 “ 左 ” 移 到 “ 右 *"， 明 显 交 给 递归 过 程 。 


4. MRR RIN 层 塔 都 在 “ 右 *"， 项 望 全 部 移 到 “ 左 ”"， 过 程 与 情况 3 同 理 ， 
一 样 是 分 解 为 五 步 ， 在 此 不 再 详 述 。 


以 上 递归 过 程 经 过 逻辑 化 简 之 后 的 代码 请 参看 如 下 代码 中 的 
hanoiProblem1 方 法 。 


4 


public int hanoiProblemi(int num, String left, String mi 


String right) { 


if (num < 1) I 


return 0; 


} 


return process(num, left, mid, right, left, righ 
t); 


public int process(int num, String left, String mid, Str 
ing right, 


String from, String to) { 
if (num == 1) I 
if (from.equals(mid) || to.equals(mid)) 
System.out.println( "Move 1 from 
" + from + " to " + to); 
return 1; 
} else { 


System.out.println("Move 1 from 
" + from + " to " + mid); 


System.out.println("Move 1 from 
" + mid + " to " + to); 


return 2; 


} 
if (from.equals(mid) || to.equals(mid)) { 


String another = (from.equals(left) || t 
o.equals(left)) ? right 


left; 


int parti = process(num - 1, left, mid, 
right, from, another); 


int part2 = 1; 


System.out.println("Move " + num + " fro 
m " + from + " to " + to); 


int part3 = process(num - 1, left, mid, 
right, another, to); 


return parti + part2 + part3; 
} else { 


int parti = process(num - 1, left, mid, 
right, from, to); 


int part2 = 1; 


System.out.println("Move " + num + " fro 
m " + from + " to " + mid); 


int part3 = process(num - 1, left, mid, 
right, to, from); 


int part4 = 1; 


System.out.println("Move " + num + " fro 
m " + mid + " to " + to); 


int part5 = process(num - 1, left, mid, 
right, from, to); 


return parti + part2 + part3 + part4 + p 
art5; 


方法 二 : 非 递 归 的 方法 一 一 用 栈 来 模拟 整个 过 程 。 


修改 后 的 汉族 塔 问题 不 能 让 任何 塔 从 * 左 ?直接 移动 到 * 右 ”， 也 不 能 
从 “ 右 ” 直 接 移 动 到 “ 左 *"， 而 是 要 经 过 中 间 。 也 就 是 说 ， 实 际 动 作 只 有 4 
Ne Fe? Bl] <r “中 ”到 “ 左 ” “中 ”用 |“ 右 ” < “ 右 ” 到 “中 ” å 


现在 我 们 把 左 、 中 、 右 三 个 地 点 抽象 成 栈 ， 依 次 记 为 LS、MS 和 RS。 最 初 

所 有 的 塔 都 在 LS 上 “。 那 么 如 上 4 个 动作 就 可 以 看 作 是 : 某 一 个 栈 (from) 

en 然后 压 入 到 另 一 个 栈 里 (to) ， 作 为 这 一 个 栈 (to) 的 
页 。 


例如 ， 如 果 是 7 层 塔 ， 在 最 初时 所 有 的 塔 都 在 LS 上 ，LS 从 栈 顶 到 栈 抵 束 依 
次 是 1~~7， 如 果 现 在 发 生 了 “ 左 ” 到 “中 ”的 动作 ， 这 个 动作 对 应 的 操作 是 
LS 栈 将 栈 顶 元 素 1 弹出 ， 然 后 1 压 入 到 MS 栈 中 ， 成 为 MS 的 栈 顶 。 其 他 的 
操作 同 理 。 

一 个 动作 能 发 生 的 先决 条 件 是 不 违反 小 压 大 的 原则 。 


from 栈 弹出 的 元 素 num 如 果 想 压 入 到 to 栈 中 ， 那 么 num 的 值 必须 小 于 当前 
to 栈 的 栈 顶 。 


还 有 一 个 原则 不 是 很 明显 ， 但 也 是 非常 重要 的 ， 叫 相 邻 不 可 逆 原 则 ， 解 


释 如 下 : 

1. 我 们 把 四 个 动作 依次 定义 为 : L->M、M->L、M->R 和 R->M > 

2. 很 明显 ，L->M 和 M->L 过 程 互 为 逆 过 程 ，M->R 和 R->M 互 为 逆 过 程 。 
3. 在 修改 后 的 汉 详 塔 游戏 中 ， 如 果 想 走出 最 少 步 数 ， 那 么 任何 两 个 相 邻 
的 动作 都 不 是 互 为 逆 过 程 的 。 举 个 例子 : 如 果 上 一 步 的 动作 是 L->M， 那 
么 这 一 步 绝 不 可 能 是 M->L， 直 观 地 解释 为 : 你 上 一 步 把 一 个 栈 顶 数 
从 “ 左 ” 移 动 到 “中 ， 这 一 步 为 什么 又 要 移 回 去 呢 ? 这 必然 不 是 取得 最 小 步 
数 的 走 法 。 同 理 ，M->R 动 作 和 R->M 动 作 也 不 可 能 相 邻 发 生 。 


有 了 小 压 大 和 相 邻 不 可 逆 原 则 后 ， 可 以 推导 出 两 个 十 分 有 用 的 结论 一 一 
非 递归 的 方法 核心 结论 : 


1. 游戏 的 第 一 个 动作 一 定 是 L->M， 这 是 显而易见 的 。 


2. 在 走出 最 少 步 数 过 程 中 的 任何 时 刻 ， 四 个 动作 中 只 有 一 个 动作 不 违反 
小 压 大 和 相 邻 不 可 逆 原 则 ， 另 外 三 个 动作 一 定 都 会 违反 。 


对 于 结论 2， 现 在 进行 简单 的 证 明 。 


动作 已 经 确定 是 L->M， 则 以 后 的 每 一 步 都 会 有 前 一 步 
SEX o 


假设 前 一 步 的 动作 是 L->ML 

1. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 的 动作 不 会 重复 发 生 。 

2. 根据 相 令 不可逆 原 则 ，M->L 的 动作 也 不 该 发 生 。 

3. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 和 R->M 只 会 有 一 个 达标 。 

假设 前 一 步 的 动作 是 M->L: 

1. 根据 小 压 大 原则 ，M->L 的 动作 不 会 重复 发 生 。 

2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，L->M 的 动作 也 不 该 发 生 。 

3. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 和 R->M 只 会 有 一 个 达标 。 

假设 前 一 步 的 动作 是 M->R: 

1. 根据 小 压 大 原则 ，M->R 的 动作 不 会 重复 发 生 。 

2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，R->M 的 动作 也 不 该 发 生 。 

3. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 和 M->L 只 会 有 一 个 达标 。 

假设 前 一 步 的 动作 是 R->M: 

1. 根据 小 压 大 原则 ，R->M 的 动作 不 会 重复 发 生 。 

2. 根据 相 邻 不 可 逆 原 则 ，M->R 的 动作 也 不 该 发 生 。 

3. 根据 小 压 大 原则 ，L->M 和 M->L 只 会 有 一 个 达标 。 

综 上 所 述 ， 每 一 步 只 会 有 一 个 动作 达标 。 那 么 只 要 每 走 一 步 都 根据 这 两 
个 原则 考查 所 有 的 动作 就 可 以 ， 哪 个 动作 达标 就 走 哪 个 动作 ， 反 正 每 次 
都 只 有 一 个 动作 满足 要 求 ， 按 顺序 走 下 来 即 可 。 

非 递 归 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 hanoiProblem2 方 法 。 


public enum Action { 


oL, 


oM, 


oM, 


oR, 


Action 


Action 


Action 


Action 


No, LToM, MToL, MTOR, RTOM 


public int hanoiProblem2(int num, String left, String mi 
d, String right) { 


.LToM, 


.MTOL, 


.MTOR, 


.RToM, 


Stack<Integer> 1S = new Stack<Integer>(); 

Stack<Integer> mS = new Stack<Integer>(); 

Stack<Integer> rs = new Stack<Integer>(); 

1S.push(Integer .MAX_VALUE) ; 

mS.push( Integer .MAX_VALUE) ; 

rS.push(Integer .MAX_VALUE) ; 

for (int i = num; i > 0; i--) I 
1S.push(i); 

) 

Action[] record = ( Action.No }; 

int step = 0; 

while (rS.size() ! = num + 1) { 


step += fStackTotStack(record, Action.MT 


1s, mS, 
left, mid); 
step += fStackTotStack(record, Action.LT 
mS, 1S, 
mid, left); 
step += fStackTotStack(record, Action.RT 
mS, rs, 
mid, right); 
step += fStackTotStack(record, Action.MT 
rs, mS, 


right, mid); 
) 


return step; 


public static int fStackTotStack(Action[] record, Action 
preNoAct, 


Action nowAct, Stack<Integer> fStack, St 
ack<Integer> tStack, 


String from, String to) { 


if (record[0] ! = preNoAct && fStack.peek() < tS 
tack.peek()) I 


tStack.push(fStack.pop()); 


System.out.println("Move " + tStack.peek 
() + " from " + from + " 


to " + to); 
record[0] = nowAct; 


return 1; 


return 0; 


生成 窗口 最 大 值 数 组 


【题目 】 


有 一 个 整 型 数组 arr 和 一 个 大 小 为 w 的 窗口 从 数组 的 最 左边 滑 到 最 右边 ， 
窗口 每 次 向 右边 消 一 个 位 置 。 


例如 ， 数 组 为 [4，3，5，4，3，3，6，7]， 窗 口 大 小 为 3 时 : 


[4 3 5] 4 3 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 [3 5 4]3 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 3[5 4 3] 3 6 7 窗口 中 最 大 值 为 5 
4 3 5[4 3 3]6 7 窗口 中 最 大 值 为 4 
4 3 5 4[3 3 6]7 窗口 中 最 大 值 为 6 
4 3 5 4 3[3 6 7] 窗口 中 最 大 值 为 7 


如 果 数 组 长 度 为 n ， 窗 口 大 小 为 w ， 则 一 共产 生 n -w +1 个 窗口 的 最 大 值 。 
请 实现 一 个 函数 。 
e 输入 : 整 型 数组 arr， 窗 口 大 小 为 w 。 


e 输出 : 一 个 长 度 为 n -w +1 的 数组 res ，res[i] 表 示 每 一 种 窗口 状态 
下 的 最 大 值 。 


以 本 题 为 例 ， 结 来 应 该 返回 {5，5，5,，4,，6,，7}。 
DER] 
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如 采 数 组 长 度 为 N ， 窗 口 大 小 为 w ， 如 果 做 出 时 间 复杂 度 O (N xw ) 的 解法 
是 不 能 让 面试 官 满意 的 ， 本 题 要 求 面试 者 想 出 时 间 复 杂 度 O (N ) 的 实现 。 


本 题 的 关键 在 于 利用 双 端 队列 来 实现 窗口 最 大 值 的 更 新 。 首 先生 成 双 端 
队列 qmax，qmax 中 存放 数组 arr 中 的 下 标 。 


假设 裔 历 到 arr[i] ，gqmax 的 放 入 规则 为 : 
1. 如 果 qmax 为 空 ， 直 接 把 下 标 i 放 进 qmax， 放 入 过 程 结 束 。 


2. 如果 qmax 不 为 空 ， 取 出 当前 qmax 队 尾 存放 的 下 标 ， 假 设 为 j 。 
1) 如 果 arr[j]>ar[ 订 ， 直 接 把 下 标 i 放 进 qmax 的 队 尾 ， 放 入 过 程 结束 。 
2) 如 果 arr[j]j<=arr[i， 把 j 从 qmax 中 弹出 ， 继 续 qmax 的 放 入 规则 。 
假设 遍历 到 arr[i，qmax 的 弹出 规则 为 : 


如 果 qmax 队 头 的 下 标 等 于 -w， 说 明 当 前 qmax 队 头 的 下 标 已 过 期 ， 弹 出 当 
前 对 头 的 下 标 即 可 。 


根据 如 上 的 放 入 和 弹出 规则 ，gqmax 便 成 了 一 个 维护 窗口 为 w 的 子 数组 的 
最 大 值 更 新 的 结构 。 下 面 举例 说 明 题 目 给 出 的 例子 。 


1. 开始 时 qmax 为 空 ，qmax={]} 
2. 遍历 到 arr[0]==4， 将 下 标 0 放 入 qmax,，qmax={0}。 


3. 人 授 历 到 arr[1]==3， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 0， 又 有 arr[0]>ar[1]， 所 以 
将 下 标 1 放 入 qmax 的 尾部 ，qmax={0，1}。 


4. 遍历 到 arr[2]==5， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 1， 又 有 arr[1]<=arr[2]， 所 以 
将 下 标 1 从 qmax 的 尾部 弹出 ，qmax 变 为 {0}。 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 0， 
又 有 arr[0]<=arr[2]， 所 以 将 下 标 0 从 qmax 尾 部 弹出 ，qmax 变 为 {}。 将 下 标 
2 放 入 qmax，qmax={2}。 此 时 已 经 遍历 到 下 标 2 的 人 位置， 窗口 ar[0..2] 出 
当前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 所 以 窗口 arr[0..2] 的 最 大 值 为 arr[2] (BI 
5 o 


5. ik 7) Bllarr[3]==4, = Ri qmax MP Æ FRA, 又 有 arr[2]>arr[3]， 所 以 

将 下 标 3 放 入 qmax 尾 部 ，qmax={2， 3} ° 窗口 ar[1..3] 出 现 ， 当 前 qmax 队 

1 这 个 下 标 还 没有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[1..3] 的 最 大 值 为 arr[2] 
5) 。 


6. 遍历 到 arr[4]==3， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 3， 又 有 arr[3]>arr[4]， 所 以 
将 下 标 4 放 入 qmax 尾 部 ，qmax={2，3，4}。 窗 口 ar[2..4] 出 现 ， 当 前 qmax 
ns 这 个 下 标 还 没有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[2..4] 的 最 大 值 为 
arr[2] (BH5) œ 


7. 电 历 到 arr[5]==3， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 4， 又 有 arr[4]<=arr[5]， 所 以 
将 下 标 4 从 qmax 的 尾部 弹出 ，qmax 变 为 {2，3}。 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 


3， 又 有 arr[3]>arr[5]， 所 以 将 下 标 5 放 入 qdmax 尾 部 ，qmax={2，3，5}。 窜 
口 arr[3..5] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 2， 这 个 下 标 已 经 过 期 ， 所 以 从 
qdmax 的 头 部 弹出 ，qmax 变 为 {3，5}。 当 前 qgmax 队 头 的 下 标 为 3， 这 个 下 
标 没 有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[3..5] 的 最 大 值 为 arr[3] (EP4) e 


8. 遍历 到 arr[6]==6， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 5， 又 有 arr[5]<=arr[6]， 所 以 
将 下 标 5 从 gmax 的 尾部 弹出 ，qmax 变 为 {3}。 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 3， 
又 有 arr[3]<=arr[6]， 所 以 将 下 标 3 从 qmax 的 尾部 弹出 ，qmax 变 为 {}。 将 下 
标 6 放 入 qmax，qmax={6}。 窗 口 ar[4..6] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 
6， 这 个 下 标 没 有 过 期 ， 所 以 窗口 arr[4..6] 的 最 大 值 为 arr[6] ( 即 6) 


9. 通 历 到 arr[7]==7， 当 前 qmax 的 队 尾 下 标 为 6， 又 有 arr[6]<=arr[7]， 所 以 
将 下 标 6 从 gmax 的 尾部 弹出 ，gqmax 变 为 {}。 将 下 标 7 放 入 qmax，qmax= 
{7}。 窗口 arr[5..7] 出 现 ， 当 前 qmax 队 头 的 下 标 为 7， 这 个 下 标 没 有 过 期 ， 
所 以 窗口 arr[5..7] 的 最 大 值 为 arr[7] (817) ° 


10. 依次 出 现 的 窗口 最 大 值 为 [5，5，5，4，6，7]， 在 遍历 过 程 中 收集 起 
来 ， 最 后 返回 即 可 。 


上 述 过 程 中 ， 每 个 下 标 值 最 多 进 qmax 一 次 ， 出 gmax 一 次 。 所 以 裔 历 的 过 
程 中 进出 双 端 队列 的 操作 是 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 整 体 的 时 间 复 杂 度 也 为 
O(N)。 具 体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 getMaxWindow 方 法 。 


public int[] getMaxWindow(int[] arr, int w) { 
if (arr == null || w< 1 || arr.length < w) { 
return null; 


} 


LinkedList<Integer> qmax = new LinkedList<Intege 
r>(); 


int[] res = new int[arr.length - w + 1]; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


while (! qmax.isEmpty() && arr[qmax.peek 


Last()] <= arr[i]) I 


qmax.pollLast(); 

) 

qmax.addLast(i); 

if (qmax.peekFirst() == i - w) { 
qmax.pollFirst(); 

} 

if (i >=w - 1) { 


res[index++] = arr[qmax.peekFirs 


t()]; 
} 
} 
return res: 
} 
构造 数组 的 MaxTree 
【题目 】 


RE MSO AR: 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 


public Node right; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


一 个 数组 的 MaxTree 定 义 如 下 。 
e 数组 必须 没有 重复 元 素 。 
e MaxTree 是 一 棵 二 义 树 ， 数 组 的 每 一 个 值 对 应 一 个 二 叉 树 节点 。 


e 包括 MaxTree 树 在 内 且 在 其 中 的 每 一 棵 子 树 上 ， 值 最 大 的 节点 都 
是 树 的 头 。 


给 定 一 个 没有 重复 元 素 的 数组 arr， 写 出 生成 这 个 数组 的 MaxTree 的 函数 ， 
要 求 如 果 数 组 长 度 为 N ， 则 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )、 额 外 空间 复 洒 度 为 O (N 
) o 


ERE] 
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下 面 举例 说 明 如 何在 满足 时 间 和 空间 复杂 度 的 要 求 下 生成 MaxTree ? 


arr = (3, 4, 5, 1, 2) 


3 的 左边 第 一 个 比 3 大 的 数 : 无 3 的 右边 第 一 个 比 3 大 的 数 : 4 
4 的 左边 第 一 个 比 4 大 的 数 : 无 4 的 右边 第 一 个 比 4 大 的 数 : 5 
5 的 左边 第 一 个 比 5 大 的 数 : 无 5 的 右边 第 一 个 比 5 大 的 数 : 无 
1 的 左边 第 一 个 比 1 大 的 数 : 5 1 的 右边 第 一 个 比 1 大 的 数 ，2 
2 的 左边 第 一 个 比 2 大 的 数 : 5 2 的 右边 第 一 个 比 2 大 的 数 : 无 


以 下 列 原则 来 建立 这 棵 树 : 


e 每 一 个 数 的 父 节点 是 它 左 边 第 一 个 比 它 大 的 数 和 它 右边 第 一 个 比 
它 大 的 数 中 ， 较 小 的 那个 。 


e 如 采 一 个 数 左 边 没 有 比 它 大 的 数 ， 右 边 也 没有 。 也 束 是 说 ， 这 个 
数 是 整个 数组 的 最 大 值 ， 那 么 这 个 数 是 MaxTree 的 头 证 点 。 


那么 3，4，5，1，2 的 MaxTree 如 下 : 


/ / 


为 什么 通过 这 个 方法 能 够 正确 地 生成 MaxTree 呢 ?我 们 需要 给 出 证 明 ， 证 
明 分 为 如 下 两 步 。 


1. 通过 这 个 方法 ， 所 有 的 数 能 生成 一 棵 树 ， 这 柠 树 可 能 不 是 二 义 树 ， 但 
肯定 是 一 棵 树 ， 而 不 是 多 棵 树 (和 森林) ° 


我 们 知道 ， 在 数组 中 的 所 有 数 都 不 同 ， 而 一 个 较 小 的 数 肯定 会 以 一 个 比 
目 己 大 的 数 作 为 父 节 点 ， 那 么 最 终 所 有 的 数 向 上 找 都 会 找到 数组 中 的 最 
大 值 ， 所 以 它们 会 有 一 个 共同 的 头 。 证 明 完毕 。 


2. 通过 这 个 方法 ， 所 有 的 数 最 多 都 只 有 两 个 孩子 。 也 就 是 说 ， 这 棵 树 可 
以 用 二 又 树 表 示 ， 而 不 需要 多 又 树 。 

要 想 证 明 这 个 问题 ， 只 需 证 明 任 何 一 个 数 在 单独 一 侧 ， 孩 子 数量 都 不 可 
能 超过 1 个 即 可 。 


假设 a 这 个 数 在 单独 一 有 不 妨 设 在 右 侧 。 假 设 这 两 个 孩子 一 


个 是 kL 5 —VÆK2, 


ma. K1L.K2.. 
因为 a 是 kl1 和 k2 的 父 ， 所 以 a>k1，a>k2。 根 据 题 意 ，k1 和 k2 不 相等 ， 所 以 
k1 和 和 k2 可 以 分 } 出 大 小 ， 先 假设 k1 是 较 小 的 ，k2 是 较 大 的 : 
那么 k1 可 能 会 以 k2 为 父 节 点 ， 而 绝对 不 会 以 a 为 父 节 点 ， 因 为 根据 我 们 的 
方法 ， 每 一 个 数 的 父 厄 点 是 它 左边 第 一 个 比 它 大 的 数 和 它 右 边 第 一 个 比 
它 大 的 数 中 较 小 的 那个 ， 又 有 a>k2。 
再 假设 k2 是 较 小 的 ，k1 是 较 大 的 : 


那么 k2 可 能 会 以 k1 为 父 节 点 ， 也 绝对 不 会 以 a 为 父 节 点 ， 因 为 根据 我 们 的 
方法 ，k1 才 可 能 是 k2 左 边 第 一 个 过 到 的 比 k2 大 的 数 ， 而 绝对 不 会 轮 到 a 。 


总 之 ，k1 和 k2 肯 定 有 一 个 不 是 a 的 孩子 。 


所 以 ， 任 何 一 个 数 的 单独 一 侧 ， 其 孩子 数量 都 不 可 能 超过 1 个 ， 最 多 》 AB 
有 1 个 。 进 而 我 们 知道 ， 任 何 一 个 数 最 多 会 有 2 个 孩子 ， 而 不 会 有 更 


证 明 完毕 。 


以 上 证 明了 该 方法 是 有 效 的 ， 那 么 如 何 尽 可 能 快 地 找到 每 一 个 数 左右 两 
边 第 一 个 比 它 大 的 数 呢 ? 利 用 栈 。 


找 每 个 数 左 边 第 一 个 比 它 大 的 数 ， 从 左 到 右 裔 历 每 个 数 ， 栈 中 保持 递减 
序列 ， 新 来 的 数 不 集 地 利用 Pop 出 栈 顶 ， 直 到 栈 顶 比 新 数 大 或 没有 数 。 


以 [3，1，2] 为 例 ， 首 先 3 入 栈 ， 接 下 来 1 比 3 小 ， 无 须 pop 出 3，1 入 栈 ， 并 
且 确 定 了 1 往 左 第 一 个 比 它 大 的 数 为 3。 接 下 来 2 比 1 大 ，1 出 栈 ，2 比 3 小 ， 
2 入 栈 ， 并 且 确 定 了 2 往 左 第 一 个 比 它 大 的 数 为 3。 

用 同样 的 方法 可 以 求 得 每 个 数 往 右 第 一 个 比 它 大 的 数 。 

具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxTree 方 法 。 


ARS 


public Node getMaxTree(int[] arr) { 
Node[] nArr = new Node[arr.length]; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
nArr[i] = new Node(arr[i]); 
} 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>( ); 


HashMap<Node, Node> 1BigMap = new HashMap<Node, Node> 
(); 


HashMap<Node, Node> rBigMap = new HashMap<Node, Node> 
(); 


for (int i = 0; i ! = nArr.length; i++) { 
Node curNode = nArr[i]; 


while ((! stack.isEmpty()) && stack.peek().val 
ue < curNode.value) { 


popStackSetMap(stack, 1BigMap); 


} 


stack.push(curNode); 
) 
while (! stack.isEmpty()) I 
popStackSetMap(stack, 1BigMap); 
) 
for (int i = nArr.length - 1; i! = -1; i--) I 
Node curNode = nArr[i]; 


while ((! stack.isEmpty()) && stack.peek().val 
ue < curNode.value) { 


popStackSetMap(stack, rBigMap); 


} 


stack.push(curNode); 
) 
while (! stack.isEmpty()) { 
popStackSetMap(stack, rBigMap); 
) 
Node head = null; 
for (int i = 0; i ! = nArr.length; i++) { 
Node curNode = nArr[i]; 
Node left = 1BigMap.get(curNode); 
Node right = rBigMap.get(curNode); 
if (left == null && right == null) { 
head = curNode; 
} else if (left == null) { 
if (right.left == null) { 
right.left = curNode; 
) else I 
right.right = curNode; 
) 
} else if (right == null) I 
if (left.left == null) { 
left.left = curNode; 
) else I 


left.right = curNode; 


} else { 


Node parent = left.value < right.value 
? left : right; 


if (parent.left == null) { 
parent.left = curNode; 
} else { 


parent.right = curNode; 


} 


return head; 


public void popStackSetMap(Stack<Node> stack, HashMap<Node 
, Node> map) { 


Node popNode = stack.pop(); 

if (stack.isEmpty()) { 
map.put(popNode, null); 

) else { 


map.put(popNode, stack.peek()); 
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【题目 】 


给 定 一 个 整 型 矩阵 map， 其 中 的 值 只 有 0 和 1 两 种 ， 求 其 中 全 是 1 的 所 有 和 珑 
形 区 域 中 ， 最 大 的 矩形 区 域 为 1 的 数量 。 


例如 : 


1 1 1 0 


其 中 ， 最 大 的 矩形 区 域 有 3 个 1， 所 以 返回 3。 


其 中 ， 最 大 的 矩形 区 域 有 6 个 1， 所 以 返回 6。 
【难度 】 

B kr 

【解答 】 


如 果 和 矩阵 的 大 小 为 O(N xM )， 本 题 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N xM) ° 
法 的 具体 过 程 为 : 


1. 矩阵 的 行 数 为 N ， 以 每 一 行 做 切割 ， 统 计 以 当前 行 作为 底 的 情况 下 ， 
每 个 位 置 往 上 的 1 的 数量 。 使 用 高 度数 组 height 来 表示 。 


例如 : 


以 第 1 行 做 切割 后 ，height={1，0，1，1}，height[j] 表 示 目 前 的 底 上 (第 1 
行 ) , 位 置 往 上 (Oj 位 置 ) 有 多 少 连续 的 1。 


以 第 2 行 做 切割 后 ，height={2，1，2，2}， 注 意 到 从 第 一 行 到 第 二 行 ， 
height 数组 的 更 新 是 十 分 方便 的 ， 即 heightrj] = maplilljl==0 ? 0 : 
height[j]+1 ° 


以 第 3 行 做 切割 后 ，height={3，2，3，0} 。 

2. 对 于 每 一 次 切割 ， 都 利用 更 新 后 的 height 数 组 来 求 出 以 每 一 行为 底 的 
情况 下 ， 最 大 的 矩形 是 什么 。 那 么 这 么 多 次 切割 中 ， 最 大 的 那个 矩形 就 
是 我 们 要 的 。 

整个 过 程 就 是 如 下 代码 中 的 maxRecSize 方 法 。 步 骤 2 的 实现 是 如 下 代码 中 
的 maxRecFromBottom 方 法 。 


下 面 重点 介绍 一 下 步骤 2 如 何 快速 地 实现 ， 这 也 是 这 道 题 最 重要 的 部 分 ， 
， 那 么 求解 步骤 2 的 过 程 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 
NO (M) ° 


对 于 height 数 组 ， 读 者 可 以 理解 为 一 个 直方 图 ， 比 如 {3，2，3，0}， 其 实 
就 是 如 图 1-6 所 示 的 直方 图 。 


3 3 


该 虚线 区 域 面积 为 6 


也 惑 是 说 ， 步 骤 2 的 实质 是 在 一 个 大 的 直方 多 中 求 最 大 矩形 的 面积 。 如 采 
我 们 能 够 求 出 以 每 一 根 柱子 扩展 出 去 的 最 大 和 矩形， 那么 其 中 最 大 的 抢 形 
MÆ EIRA > FEAN: 


o 第 1 根 高 度 为 3 的 柱子 同 左 无 法 扩展 ， 它 的 右边 是 2， 比 3 小 ， 所 以 
向 右 也 无 法 扩展 ， 则 以 第 1 根 柱子 为 高 度 的 矩形 面积 就 是 3*1==3; 

e 第 2 根 高 度 为 2 的 柱子 向 左 可 以 扩 1 个 距离 ， 因 为 它 的 左边 是 3， 比 
2 大 ;右边 的 柱子 也 十 3， 所 以 同 右 也 可 以 扩 1 个 距离 ， 则 以 第 2 根 柱 
子 为 高 度 的 矩形 面积 整 古 2*3==6; 


e 第 3 根 高 度 为 3 的 柱子 向 左 没 法 扩展 ， 疝 右 也 没 法 扩展 ， 则 以 第 3 
根 柱子 为 高 度 的 矩形 面积 束 是 3*1==3; 


e 第 4 根 高 度 为 0 的 柱子 向 左 没 法 扩展 ， 疝 右 也 没 法 扩展 ， 则 以 第 4 
根 柱子 为 高 度 的 矩形 面积 束 是 0*1==0; 


所 以 ， 当前 直方 图 中 最 大 的 矩形 面积 束 是 6， 也 就 古 图 1-6 中 虚线 框 住 的 部 
Ay o 


考查 每 一 根 柱子 最 大 能 扩 多 大 ， 这 个 行为 的 实质 就 是 找到 柱子 左边 刚 比 
它 小 的 柱子 位 置 在 哪里 ， 以 及 右边 刚 比 它 小 的 柱子 位 置 在 哪里 。 这 个 过 
程 怎么 计算 最 快 呢 ? 用 栈 。 


为 了 方便 表述 ， 我 们 以 height={3，4，5，4，3，6} 为 例 说 明 如 何 根据 
height 数 组 来 其 中 的 最 大 和 矩形。 具体 过 程 如 下 : 


1. 生成 一 个 栈 ， 记 为 stack， 从 左 到 右 裔 历 height 数 组 ， 每 裔 历 一 个 位 
置 ， 都 会 把 位 置 压 进 stack 中 。 


2. 遍历 到 height 的 0 位 置 ，height[0]=3， 此 时 stack 为 空 ， 直 接 将 位 置 0 压 入 
栈 中 ， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {0}。 


3. 遍历 到 height 的 1 位 置 ，height[1]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 值 为 
height[0]=3， 又 有 height[1]>height[0]， 那 么 将 位 置 1 直接 压 入 stack。 这 一 
步 体 现 了 遍历 过 程 中 的 一 个 关键 逻辑 ， 只 有 当前 i 位 置 的 值 height[i] 大 于 当 
前 栈 顶 位 置 所 代表 的 值 (height[stack.peek0O])， 则 位置 才 可 以 压 入 stack 。 


所 以 可 以 知道 ，stack 中 从 栈 顶 到 栈 底 的 位 置 所 代表 的 值 是 依次 递减 ， 并 
且 无 重复 值 ， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {L，0}。 


4. 遍历 到 height 的 2 位 置 ，height[2]=5， 与 步 又 3 的 情况 完全 一 样 ， 所 以 直 
接 将 位 置 2 压 入 stack， 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 {2，1，0}。 


5. 遍历 到 height 的 3 位 置 ，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 2， 值 为 
height[2]=5， 又 有 height[3]<height[2]。 此 时 又 出 现 了 一 个 遇 历 过 程 中 的 关 
键 逻辑 ， 即 如 果 当 前 i 位 置 的 值 height[i] 小 于 或 等 于 当前 栈 顶 位 置 所 代表 
的 值 (height[stack.peekQO]))， 则 把 栈 中 存 的 位 置 不 断 弹 出 ， 直 到 某 一 个 栈 顶 
所 代表 的 值 小 于 height[i， 再 把 位 置 ; 讨 入 ， 并 在 这 期 间 做 如 下 处 理 : 


1) 假设 当前 弹出 的 栈 顶 位 置 记 为 位 置 } ， 弹 出 栈 顶 之 后 ， 新 的 栈 顶 记 为 k 
> 然后 我 们 开始 考虑 位 置 ) 的 柱子 向 右 和 向 左 最 远 能 扩 到 哪里 。 


2) 对 位 置 的 柱子 来 说 ， 向 右 最 远 能 扩 到 哪里 呢 ? 


如 果 height[j]>height[i] ， 那 么 i -1 位 置 就 是 癌 右 能 扩 到 的 最 远 位 置 。 因 为 j 
之 所 以 被 弹出 ， 就 是 因为 遇 到 了 第 一 个 比 位 置 ) 值 小 的 位 置 。 


如 果 height[j]==height[ij， 那 么 i -1 位 置 不 一 定 是 向 右 能 扩 到 的 最 远 位 置 ， 
只 是 起 码 能 扩 到 的 位 置 。 那 怎么 办 呢 ? 


可 以 肯定 的 是 ， 在 这 种 情况 下 ，i 位 置 的 柱子 向 左 必然 也 可 以 扩 到 j 位 
E o Eme, j 位 置 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 和 i 位置 的 柱子 扩 出 来 的 
最 大 矩形 是 同一 个 。 


所 以 ， 此 时 可 以 不 再 计算 位置 的 柱子 能 扩 出 来 的 最 大 矩形， 因为 位 置 i 
肯定 要 压 入 到 栈 中 ， 那 整 等 位 置 i 弹出 的 时 候 再 说 。 
3) 对 位 置 的 柱子 来 说 ， 向 左 最 远 能 扩 到 哪里 呢 ? 


肯定 是 k +1 位 置 。 首 先 ，height[k+1..j-1] 之 间 不 可 能 有 小 于 或 等 于 height[k] 
的 值 ， 否 则 k 位 置 早 从 栈 里 弹出 了 。 


然后 因为 在 栈 里 k MAM 位 置 原本 是 相 邻 的 ， 并 且 从 栈 顶 到 栈 底 的 位 置 
所 代表 的 值 是 依次 递减 并 且 无 重复 值 ， 所 以 在 height[k+1..j-1] 之 间 不 可 能 
有 大 于 或 等 于 height[k]， 同 时 又 小 于 或 等 于 height[j] 的 ， 因 为 如 果 有 这 样 
的 值 ，k Ay 在 栈 中 就 不 可 能 相 邻 © 


所 以 ，height[k+1..j-1] 之 间 的 值 必 然 是 既 大 于 height[k]， 又 大 于 height[j] 
的 ， 所 以 j 位 置 的 柱子 同 左 最 远 可 以 扩 到 k +1 位 置 。 


4) REPI, j 位 置 的 柱子 能 扩 出 来 的 最 大 矩形 为 (i-k-1)*height[j] ° 
以 例子 来 说 明 : 


@ i==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 2， 值 为 height[2]=5， 故 
height[3]<=height[2] ， 所 以 位 置 2 被 弹出 (j==2) ， 当 前 栈 顶 变 为 1 
(k==1) 。 位 置 2 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 移 形 面积 为 (3-1-1)*5==5。 


@ i==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 1， 值 为 height[1]=4， 故 
height[3]<=height[1] ， 所 以 位 置 1 被 弹出 (j==1) ， 当 前 栈 顶 变 为 1 
(k==0) 。 位 置 1 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 为 (3-0-1)*4==8， 这 个 值 
〈 偏 小 ) ， 但 在 位 置 3 被 弹出 的 时 候 是 能 够 重新 正确 计算 
得 到 的 - 


@ i==3，height[3]=4， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 值 为 height[0]=3， 这 时 
height[3]<=height[2]， 所 以 位 置 0 不 弹出 。 


(4) 将 位 置 3 压 入 stack，stack 从 栈 顶 到 栈 压 为 {3，0}。 
6. 包 历 到 height 的 4 位 置 ，height[4]=3。 与 步 又 5 的 情况 类 似 ， 以 下 是 弹出 


过 程 : 


1) i==4，height[4]=3， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 3， 值 为 height[3]=4， 故 
height[4]<=height[3] ， 所 以 位 置 3 被 弹出 (j==3) ， 当 前 栈 顶 变 为 0 
(k==0) 。 位 置 3 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 为 (4-0-1)*4==12。 这 个 最 
大 面积 也 是 位 置 1 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 ， 在 位 置 1 被 弹出 时 ， 这 
个 矩形 其 实 没有 找到 ， 但 在 位 置 3 这 里 找到 了 。 


2) i==4，height[4]=3， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 0， 值 为 height[0]=3， 故 
height[4]<=height[0]， 所 以 位 置 0 被 弹出 (j==0) ， 当 前 没有 了 栈 顶 元 素 ， 
此 时 可 以 认为 k==-1。 位 置 0 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 矩形 面积 为 (4- 
(-1)-1)*3==12， 这 个 值 实际 上 是 不 对 的 ( 偏 小 ) ， 但 在 位 置 4 被 弹出 时 是 
能 够 重新 正确 计算 得 到 的 。 


3) 栈 已 经 为 室 ， 所 以 将 位 置 4 压 入 stack， 此 时 从 栈 顶 到 栈 底 为 {4}。 


7. 遍历 到 height 的 5 位 置 ，height[5]=6， 和 情况 和 步 又 3 类 似 ， 直 接 压 入 位 置 
5， 此 时 从 栈 顶 到 栈 瓜 为 {5，4}。 


8. 遍历 结束 后 ，stack 中 仍 有 位 置 没 有 经 历 扩 的 过 程 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 
{5，4}。 此 时 因为 height 数 组 再 往 右 不 能 扩 出 去 ， 所 以 认为 
re 的 值 极 小 ， 然 后 开始 弹出 留 在 栈 中 的 位 


1) i==6，height[6] 极 小 ， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 5， 值 为 height[5]=6， 故 
height[6]<=height[5] ， 所 以 位 置 6 被 弹出 (j==6) ， 当 前 栈 顶 变 为 4 
(k==4) 。 位 置 5 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 甜 形 面 积 为 (6-4-1)*6==6 。 


2) i==6，height[6] 极 小 ， 此 时 stack 的 栈 顶 为 位 置 4， 值 为 height[4]=3， 故 
height[6]<=height[4]， 所 以 位 置 4 被 弹出 (j==4) ， 栈 空 了 ， 此 时 可 以 认为 
k==-1。 位 置 4 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 窍 形 面积 为 (6-(-1)-1)*3==18。 这 个 最 
大 面积 也 是 位 置 0 的 柱子 扩 出 来 的 最 大 和 矩形 面积 ， 在 位 置 0 被 弹出 的 时 
候 ， 这 个 矩形 其 实 没 有 找到 ， 但 在 位 置 4 这 里 找到 了 。 


3) 栈 已 经 空 了 ， 过 程 结束 。 


9. 整个 过 程 结束 ， 所 有 找到 的 最 大 矩形 面积 中 18 是 最 大 的 ， 所 以 返回 
18 ° 


研究 以 上 9 个 步 又 时 我 们 发 现 ， 任 何 一 个 位 置 都 仅仅 进出 栈 1 次 ， 所 以 时 
[i] 32 AR BEANO (M) > 既然 每 做 一 次 切割 处 理 的 时 间 复 杂 度 为 O (M )， 一 共 
做 N 次 ， 则 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (N xM) © 


全 部 过 程 参看 如 下 代码 中 的 maxRecSize 方 法 。9 个 步骤 的 详细 过 程 参看 代 
人 码 中 的 maxRecFromBottom 方 法 ° 


public int maxRecSize(int[][] map) < 


if (map == null || map.length == © || map[0].len 
gth == 0) 4 


return 0; 
} 
int maxArea = 0; 
int[] height = new int[map[0].length]; 


for (int i = 0; i < map.length; i++) { 


for (int j = ©; j < map[0].length; j++) 
height[j] = map[i] 
[j] == 0 ? 0: height[j] + 1; 
} 


maxArea = Math.max(maxRecFromBottom(heig 
ht), maxArea); 


} 


return maxArea; 


public int maxRecFromBottom(int[] height) { 
if (height == null || height.length == 0) { 
return 0; 
} 
int maxArea = 0; 
Stack<Integer> stack = new Stack<Integer>(); 
for (int i = 0; i < height.length; i++) { 


while (! stack.isEmpty() && height[i] <= 
height[stack.peek()]) { 


int j = stack.pop(); 


int k = stack.isEmpty() ? -1 : s 
tack.peek(); 


int curArea = (i - k - 1) * heig 
ht[j]; 


maxArea = Math.max(maxArea, curA 
rea); 


stack.push(i); 

} 

while (! stack.isEmpty()) { 
int j = stack.pop(); 


int k = stack.isEmpty() ? -1 : stack.pee 
k(); 


int curArea = (height.length - k - 1) * 
height[j]; 


maxArea = Math.max(maxArea, curArea); 
} 


return maxArea; 


最 大 值 减 去 最 小 值 小 于 或 等 于 num 的 子 
数组 数量 
[题目 】 
给 定数 组 arr 和 整数 num， 共 返回 有 多 少 个 子 数 组 满足 如 下 情况 : 
max(arr[i..j]) - min(arr[i..j]) <= num 


max(arr[i..j]) ÆR FÅ arli. j] TRY KE, minGarli.j) KRF AE 
arr[i..j] 中 的 最 小 值 。 


【要 求 】 
如 果 数 组 长 度 为 N ， 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N ) 的 解法 。 
【难度 】 


M kor 


【解答 】 


首先 介绍 普通 的 解法 ， 找 到 arr 的 所 有 子 数 组 ， 一 共有 O(N’?) 个 ， 然 后 对 
BA FRE ORT 找到 其 中 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 这 个 过 程 时 间 复 杂 度 
HO (N). 然后 看 看 这 个 于 数组 是 否 满足 条 件 。 统 计 所 有 满足 的 子 数 组 数 
ER 通 解法 容易 实现 ,但 是 时 间 复 杂 度 为 O(N，)， 本 书 不 再 详 
> 最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 O (N 在 阅读 
E 分 析 过 程 之 前 ， 请 读者 先 阅读 本 章 “ 生 成 窗口 最 大 值 数 组 问题 ， 
本 题 所 使 用 到 的 双 端 队列 结构 与 解决 “生成 窗口 最 大 值 数组 ”问题 中 的 双 
端 队 列 结构 含义 基本 一 致 。 


生成 两 个 双 端 队列 qmax 和 qmin。 当 子 数 组 为 arr[i..j] 时 ，qmax 维 护 了 窗口 
子 数组 arr[i..j] 的 最 大 值 更 新 的 结构 ，qmin 维 护 了 窗口 子 数组 arr[i..j] 的 最 小 
值 更 新 的 结构 。 当 子 数组 arr[i.j] 向 右 扩 一 个 位 置 变 成 arr[i..j+1] 时 ，qmax 
和 qmin 结 构 可 以 在 0 (1) 的 时 间 内 更 新 ， 并 且 可 以 在 0 (1) 的 时 间 内 得 到 
arr[i..j+1] 的 最 大 值 和 最 小 值 。 当 子 数 组 arr[i.j] 问 左 缩 一 个 位 置 变 成 
arr[i+1..j] 时 ，qmax 和 qmin 结 构 依 然 可 以 在 0 (1) 的 时 间 内 更 新 ， 并 且 在 O 
(1) 的 时 间 内 得 到 arr[i+1..j] 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


通过 分 析 题 目 满 足 的 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 两 个 结 t 


e 如 有 果子 数组 arli..j] 满 足 条 件 ， 即 max(arr[i..j])-min(arr[i..j]) 
<=num, #P/A arrli. 中 中 的 每 一 个 子 数组 ， 即 arr[k..H(i<=k<=1<=j) 都 满 
足 条 件 。 我 们 以 子 数组 arr[i.j-1] 为 例 说 明 ，am[i.j-1] 最 大 值 只 可 能 小 
于 或 等 于 arr[i..j] 的 最 大 值 ，arr[i..j-1] 最 小 值 只 可 能 大 于 或 等 于 arr[i..j] 
的 最 小 值 ， 所 以 arr[i.j-1] 必 然 满足 条 件 。 同 理 ，arr[i..j] 中 的 每 一 个 子 
数组 都 满足 条 件 。 


e 如 果子 数组 arr[i..j] 不 满足 条 件 ， 那 么 所 有 包含 arr[i..j] 的 子 数组 ， 
garr[k..](k<=i<=j<=]) 都 不 满足 条 件 。 证 明 过 程 同 第 一 个 结论 。 


根据 双 喘 队列 qrmax 和 qmin 的 结构 性 质 以 及 如 上 两 个 结论 ， 设 计 整 个 过 
HP: 


1. 生成 两 个 双 端 队列 qmax 和 qmin， 含 义 如 上 文 所 说 。 生 成 两 个 整 型 变量 
i 和 j， 表 示 子 数组 的 范围 ， 即 arr[i..j]。 生 成 整 型 变量 res， 表 示 所 有 满足 条 
件 的 子 数组 数量 。 


令 j 不 断 向 右 移动 (++) ， 表 示 arr[i.j] 一 直 向 右 扩 大 ， 并 不 断 更 新 
qmax 和 qmin 结 构 ， 保 证 qmax 和 qmin 始 终 维 持 动态 窗口 最 大 值 和 最 小 值 的 


更 狐 结 构 。 一 旦 出 现 arr[i..j] 不 满足 条 件 的 情况 ，j 癌 右 扩 的 过 程 停止 ， 此 
时 arr[i..j-1] > arr[i..j-2] 、arr[i..j-3]、 arr[i.. 订 一定 都 是 满足 条 件 的 。 也 就 
是 说 ， 所 有 必须 以 arr[ 让 作为 第 一 个 元 素 的 子 数组 ， 满 足 条 件 的 数量 为 j -i 


个 。 于 是 令 res+=j-i。 


3.， 当 进行 完 步 又 2， 令 i 同 右 移动 一 个 位 置 ， 并 对 qmax 和 qmin 做 出 相应 的 
更 新 ，qdmax 和 dmin 从 原来 的 arr[i.j] 窗 口 变 成 arr[i+1.j] 窗 口 的 最 大 值 和 最 
小 值 的 更 新 结构 。 然 后 重复 步骤 2， 也 惑 是 求 所 有 必须 以 arr[i+1] 作 为 第 一 
个 元 素 的 子 数 组 中 ， 满 足 条 件 的 数量 有 多 少 个 。 


4. 根据 步骤 2 和 步 双 3， 依次 求 出 以 ar[0]、arr[1]、...、axr[N-1] 作 为 第 一 
个 元 素 的 子 数组 中 满足 条 件 的 数量 分 别 有 多 少 个 ， 累 加 起 来 的 数量 就 是 
最 终 的 结果 。 

上 有 述 过 程 中 ， 所 有 的 下 标 值 最 多 进 qmax 和 qdqmin 一 次 ， 出 dmax 和 qmin 一 
å o {i 和 j 的 值 也 不 断 增加 ， 并 且 从 来 不 减 小 。 所 以 整个 过 程 的 时 间 复 杂 度 
HO (N) ° 


最 优 解 全 部 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 getNum 方 法 。 


public int getNum(int[] arr, int num) { 


if (arr == null || arr.length == 0) I 


return 0; 
) 
LinkedList<Integer> qmin = new LinkedList<Intege 
r>(); 
LinkedList<Integer> qmax = new LinkedList<Intege 
r>(); 


int i = 0; 

int j = 0; 

int res = 0; 

while (i < arr.length) { 


while (j < arr.length) 


~ 


while (! qmin.isEmpty() && arr[q 
min.peekLast()] >= arr[j]) I 


qmin.pollLast(); 
) 
qmin.addLast(j); 


while (! qmax.isEmpty() && arr[q 
max.peekLast()] <= arr[j]) I 


qmax.pollLast(); 
) 
qmax.addLast(j); 


if (arr[qmax.getFirst()] - arr[q 
min.getFirst()] > num) { 


break; 


j++ 

} 

if (qmin.peekFirst() == i) { 
qmin.pollFirst(); 

} 

if (qmax.peekFirst() == i) { 
qmax.pollFirst(); 

} 

res += j - i; 

i++; 


} 


return res; 


第 2 章 
链表 问题 
打印 两 个 有 序 链表 的 公共 部 分 


【题目 】 

给 定 两 个 有 序 链 表 的 头 指针 head1 和 head2， 打 印 两 个 链表 的 公共 部 分 。 
【难度 】 

I Hi 
【解答 】 


ee 因为 是 有 序 链表 ， 所 以 从 两 个 链表 的 头 开 始 进行 如 下 判 


e 如果 head1 的 值 小 于 head2， 则 head1 往 下 移动 。 
e 如 果 head2 的 值 小 于 head1， 则 head2 往 下 移动 ° 


e 如 果 headl 的 值 与 head2 的 值 相等 ， 则 打印 这 个 值 ， 然 后 head1 与 
head2 都 往 下 移动 。 


e head1 或 head2 有 任何 一 个 移动 到 null， 整 个 过 程 停止 。 
具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 printCommonPart 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printCommonPart(Node head1, Node head2) { 
System.out.print("Common Part: "); 
while (head1 ! = null && head2 ! = null) { 
if (headi.value < head2.value) { 
head1 = head1.next; 
} else if (head1.value > head2.value) { 
head2 = head2.next; 
} else { 


System.out.print(head1.value + " 


"); 
head1 = head1.next; 


head2 = head2.next; 


FE GRE eA HE Fe TR 除 倒数 第 天 个 节 


PAR») 


【题目 】 


FY BYTE, — DAT LIER ÆR PARRER PIK, BA-TV] 
以 删除 双 链 表 中 倒数 第 K 个 市 点 。 


【要 求 】 
如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 达 到 0O (1) © 
DER] 
E kxxw 
CFE] 
Nr 


先 来 看 看 单 链表 如 何 调 整 。 如 果 链 表 为 空 或 者 K 值 小 于 1， FE 
EN 直接 返回 即 可 。 除 此 之 外 ， 让 链表 从 头 开始 走 到 尾 ， 
移动 一 步 ， 就 让 K 的 值 减 1 。 

链表 ，1->2->3，K = 4， 链 表 根 本 不 存在 倒数 第 4 个 节点 。 

走 到 的 节点 : 1->2->3 

KK 变化 为 : 321 

链表 : 1->2->3，K = 3， 链 表 倒 数 第 3 个 世 点 是 1 点 。 

走 到 的 节点 : 1->2->3 

KK 变化 为 : 210 

链表 ，1->2->3，K = 2， 链 表 倒 数 第 2 个 节点 是 2 太 点 。 

走 到 的 节点 : 1 -> 2 ->3 

K 变化 为 : 10-1 

由 以 上 三 种 情况 可 知 ， 让 链表 从 头 开 始 走 到 尾 ， 每 移动 一 步 ， 就 让 天 få 


城 1， 当 链表 走 到 结尾 时 ， 如 有 果 开 值 大 于 0， 说 明 不 用 调整 链表 ， 因 为 链 
表 根 本 没有 倒数 第 K 个 节点 ， 此 时 将 原 链表 直接 返回 即 可 ， 如 有 果 K 值 等 于 


0， 说 明 链 表 倒 数 第 K 个 厄 点 就 是 头 方 点， 此 时 直接 返回 head.next， 也 就 
是 原 链 表 的 第 二 个 万 点， 让 第 二 个 和 点 作为 链表 的 头 返 回 即 可 ， 相 当 于 
删除 关节 点 ， 接 下 来 ， 说 明 一 下 如 果 K 值 小 于 0， 该 如 何 处 理 。 


先 明确 一 点 ， 如 林 要 删除 链表 的 头 节 点 之 后 的 茶 个 节点 ， 实 际 上 需要 找 
到 要 删除 节点 的 前 一 个 节点 ， 比 如 : 1->2->3， 如 果 想 删除 节点 2， 则 需要 
找到 节点 1， 然 后 把 节点 1 连 到 和 节点 3 上 (1-73) ， 以 此 来 达到 删除 节点 2 
的 目的 。 

MRK 值 小 于 0， 如 何 找 到 要 删除 太 点 的 前 一 个 节点 呢 ? 方法 如 下 : 

1. 重新 从 头 节 点 开始 走 ， 每 移动 一 步 ， 束 让 天 的 值 加 1。 


2. 当天 等 于 0 时 ， 移 动 停止 ， 移 动 到 的 节点 驶 是 要 删除 万 点 的 前 一 个 季 
点 o 


这 样 做 是 非常 好 理解 的 ， 因 为 如 果 链 表 长 度 为 N， 要 删除 倒数 第 K 个 节 
态 ， 很 明显 ， 倒 数 第 K TT RAT NT Rte EN -K 个 方 点 。 在 第 一 
次 衣 历 后 ，K 的 值 变 为 K-N。 第 二 次 裔 历时 ，K 的 值 不 断 加 1， 加 到 0 避 ® 
停止 过 历 ， 第 二 次 裔 历 当 然 会 停 到 第 N -K 个 市 点 的 位 置 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeLastKthNode 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node removeLastKthNode(Node head, int lastKth) { 


if (head == null || lastkth < 1) { 


return head; 


) 

Node cur = head; 

while (cur ! = null) I 
lastKth--; 


cur = cur.next; 
) 
if (lastkth == 0) { 
head = head.next; 
) 
if (lastKth < 0) { 
cur = head; 
while (++lastKth ! = 0) { 
cur = cur.next; 


} 


cur.next = cur.next.next; 


} 


return head; 


对 于 双 链 表 的 调整 ， 几乎 与 单 链 表 的 处 理 方 式 一 样 ， 注 意 last 指 针 的 重 连 
即 可 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeLastKthNode 方 法 。 


public class DoubleNode { 


public int value; 


public DoubleNode last; 
public DoubleNode next; 
public DoubleNode(int data) { 


this.value = data; 


public DoubleNode removeLastKthNode(DoubleNode head, int 
lastkth) { 


if (head == null || lastkth < 1) { 


return head; 


) 

DoubleNode cur = head; 

while (cur ! = null) I 
lastKth--; 


cur = cur.next; 
) 
if (lastkth == 0) ( 
head = head.next; 
head.last = null; 
} 
if (lastkth < 0) { 
cur = head; 
while (++lastkth ! = 0) { 


cur = cur.next; 


DoubleNode newNext = cur.next.next; 
cur.next = newNext; 
if (newNext ! = null) { 


newNext.last = cur; 


HIER SERRE TEIT AM a/b ES TA 


【题目 】 
给 定 链表 的 头 节 点 head， 实 现 删除 链表 的 中 间 克 点 的 函数 。 
例如 : 
不 删除 任何 万 点; 
1->2, MØT AL: 
1->2->3, META; 
1->2->3->4, MØT 2; 
1->2->3->4->5， 删 除 节 点 3; 
进 阶 : 
给 定 链表 的 头 节 点 head、 整 数 a 和 b， 实 现 删除 位 于 ab 处 节点 的 函数 。 
例如 : 


BER. 1->2->3->4->5， 假 设 ab 的 值 为 r。 


如 果 r 等 于 0， 不 删除 任何 节点 ; 

如 果 r 在 区 间 (0，1/5] 上 ， 删 除 节点 1; 

如 果 r 在 区 间 (15，2/5] 上 ， 删 除 节点 2; 

如 果 r 在 区 间 (2/5，3/5] 上 ， 删 除 节点 3; 

如 果 r 在 区 间 (3/5，4/5] 上 ， 删 除 节点 4; 

如 果 r 在 区 间 (4/5，1] 上 ， 删 除 节点 5; 

如 果 r 大 于 1， 不 删除 任何 节点 。 

DERE] 

ET Ko 

【解答 】 

先 来 分 析 原 问题 ， 如 果 链 表 为 空 或 者 长 度 为 1， 不 需要 调整 ， 则 直接 返 
回 ， 如 果 链 表 的 长 度 为 2， 将 头 世 点 删除 即 可 ;， 当 链 表 长 度 到 达 3， 应 该 
删除 第 2 个 节点 ， 当 链表 长 度 为 4， 应 该 删除 第 2 个 节点 ， 当 链表 长 度 为 
5， 应 该 删除 第 3 个 市 点 .….... 也 就 是 链表 长 度 每 增加 2(3，5，7...)， 要 删除 
的 万 点 束 后 移 一 个 和 点 。 删 除 节 点 的 问题 在 之 前 的 题目 中 我 们 已 经 讨论 
过 ， 如 果 要 删除 一 个 节点 ， 则 需要 找到 竺 删除 节点 的 前 一 个 节点 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeMidNode 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node removeMidNode(Node head) { 

if (head == null || head.next == null) { 
return head; 

) 

if (head.next.next == null) { 
return head.next; 

) 

Node pre = head; 

Node cur = head.next.next; 


while (cur.next ! = null && cur.next.next ! = nu 
11) < 


pre = pre.next; 

cur = cur.next.next; 
) 
pre.next = pre.next.next; 


return head; 


接 下 来 讨论 进 阶 问题 ， 首 先 需 要 解决 的 问题 是 ， 如 何 根据 链表 的 长 度 n ， 
以 及 a 与 b 的 值 决定 该 删除 的 节点 是 哪 一 个 市 点 呢 ? 根据 如 下 方法 : 


先 计算 double r = ((double) (a * n)) / ((double) b) 的 值 ， 然 后 r 同 上 取 整 之 后 
的 整数 值 代表 该 删除 的 节点 是 第 几 个 节点 。 


下 面 举 几 个 例子 来 验证 一 下 : 
如 果 链 表 长 度 为 7，a=5，b=7 。 


r= (7*5)/7 = 5.0， 向 上 取 整 后 为 5， 所 以 应 该 删除 第 5 个 节点 。 

如 果 链 表 长 度 为 7，a=5，b=6。 

r = (7*5)/6 = 5.8333...， 向 上 取 整 后 为 6， 所 以 应 该 删除 第 6 个 节点 。 
如 果 链 表 长 度 为 7，a=1，b=6。 

r = (7*1)/6 = 1.1666...， 问 上 取 整 后 为 2， 所 以 应 该 删除 第 2 个 万 点 。 


知道 该 删除 第 几 个 节点 之 后 ， 接 下 来 找到 需要 删除 节点 的 前 一 个 节点 即 
可 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeByRatio 方 法 。 


public Node removeByRatio(Node head, int a, int b) { 
if (a<il||a>b)f 
return head; 
) 
int n = 0; 
Node cur = head; 
while (cur ! = null) I 
n++; 


cur = cur.next; 


} 


n = (int) Math.ceil(((double) (a * n)) / (double 
) b); 


if (n == 1) { 

head = head.next; 
) 
if (n> 1) { 


cur = head; 


while (--n ! = 1) I 


cur = cur.next; 


} 
cur.next = cur.next.next; 
} 
return head: 
} 
反 转 单 同 和 双 癌 链表 
[题目 】 
分 别 实现 反 转 单 向 链表 和 反 转 双向 链表 的 画 数 。 
【要求 】 


如 果 链 表 长 度 为 N， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 要 求 为 0 
(1) ° 


【难度 】 

+ Hi 

【解答 】 

本 题 比 较 简单 ， 读 者 做 到 代码 一 次 成 型 ， 运 行 不 出 错 即 可 。 
反 转 单 向 链表 的 画 数 如 下 ， 画 数 返 回 反 转 之 后 链表 新 的 头 节点 ; 


public class Node { 
public int value; 


public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node reverseList(Node head) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (head ! = null) { 
next = head.next; 
head.next = pre; 
pre = head; 
head = next; 


} 


return pre; 


反 转 双 辐 链表 的 函数 如 下 ， 画 数 返 回 反 转 之 后 链表 新 的 头 世 点 : 


public DoubleNode { 
public int value; 
public DoubleNode last; 
public DoubleNode next; 
public DoubleNode(int data) { 


this.value = data; 


public DoubleNode reverseList(DoubleNode head) { 
DoubleNode pre = null; 
DoubleNode next = null; 
while (head ! = null) { 
next = head.next; 
head.next = pre; 
head.last = next; 
pre = head; 
head = next; 


} 


return pre; 


DRAP Å HER 


【题目 】 


给 定 一 个 单 回 链表 的 头 节点 head， 以 及 两 个 整数 from 和 to ， 在 单 向 链表 上 
把 第 from 个 节点 到 第 to 个 节点 这 一 部 分 进行 反 转 。 


例如 : 
1->2->3->4->5->null, from=2, to=4 


调整 结果 为 : 1->4->3->2->5->null 


再 如 : 

1->2->3->null, from=1, to=3 
调整 结果 为 : 3->2->1->null 
[ÆR] 


På 如 采 链 表 长 度 为 N， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 要 求 
AO (1) ° 


2. 如果 不 满足 1<=from<=to<=N， 则 不 用 调整 。 
DER] 

E Xxx 
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本 题 有 可 能 存在 换 头 的 问题 ， 比 如 题目 的 第 二 个 例子 ， 所 以 函数 应 该 返 
回调 整 后 的 新 头 和 节点， 整个 处 理 过 程 如 下 : 


1. 先 判断 是 否 满足 1<=from<=to<=N， 如 果 不 满足 ， 则 直接 返回 原来 的 头 
TAGS 


2. 找到 第 from-1 个 节点 fPre 和 第 to+1 个 节点 tPos。fpPre 即 是 要 反 转 部 分 的 
前 一 个 下 点 ，tPos 是 反 转 部 分 的 后 一 个 节点 。 把 反 转 的 部 分 先 反 转 ， 然 后 
正确 地 连接 fPre 和 tPos。 


例如 : 1->2->3->4->null， 假 设 fPre 为 节点 1，tPos 为 节点 4， 要 反 转 部 分 为 
2->3。 先 反 转 成 3->2， 然 后 fPre 连 向 节点 3， 节 点 2 连 向 tpos， 就 变 成 了 1- 
>3->2->4->null ° 


3. 如 果 fpre 为 nuall， 说 明 反 转 部 分 是 包含 头 节 点 的 ， 则 返回 新 的 头 节点 ， 
也 就 是 没 反 转 之 前 反 转 部 分 的 最 后 一 个 节点 ， 也 是 反 转 之 后 反 转 部 分 的 
第 一 个 节点 ;如 果 fPre 不 为 null， 则 返回 旧 的 头 节点 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reversePart 方 法 。 


public Node reversePart(Node head, int from, int to) { 
int len = 0; 
Node nodei = head; 
Node fPre = null; 


Node tPos = null; 


while (nodei ! = null) I 
len++; 
fPre = len == from - 1 ? node1 : fPre; 
tPos = len == to + 1 ? node1 : tPos; 


node1 = node1.next; 


} 

if (from > to || from < 1 || to > len) { 
return head; 

} 

node1 = fPre == null ? head : fPre.next; 


Node node2 = node1.next; 

node1.next = tPos; 

Node next = null; 

while (node2 ! = tPos) { 
next = node2.next; 
node2.next = node1; 
node1 = node2; 


node2 = next; 


} 
if (fPre ! = null) { 


fPre.next = node1; 
return head; 


} 


return node1; 


环形 单 链表 的 约瑟夫 问题 


【题目 】 


据说 著名 犹太 历史 学 家 Josephus 有 过 以 下 故事 : 在 罗马 人 占领 乔 塔 由 特 
后 ，39 个 犹太 人 与 Josephus 及 他 的 朋友 又 到 一 个 洞 中 ，39 个 犹太 人 决定 宁 
愿 死 也 不 要 被 敌人 抓 到 ， 于 是 决定 了 一 个 目 杀 方式 ，41 个 人 排 成 一 个 圆 
轿 ， 由 第 1 个 人 开始 报 数 ， 报 数 到 3 的 人 就 自杀 ， 然 后 再 由 下 一 个 人 重新 
报 1， 报 数 到 3 的 人 再 自杀 ， 这 样 依 次 下 去 ， 直 到 剩 下 最 后 一 个 人 时 ， 那 
个 人 可 以 目 由 选择 自己 的 命运 。 这 就 是 著名 的 约瑟夫 问题 。 现 在 请 用 单 
回环 形 链表 描述 该 结构 并 呈现 整个 自杀 过 程 。 

输入 : 一 个 环形 单 癌 链表 的 头 节 点 head 和 报 数 的 值 m。 


KE: 最 后 生存 下 来 的 节点 ， 且 这 个 节点 和 目 己 组 成 环形 单 站 链表 ， 其 他 
Tu APG ° 


JERN 


如 采 链 表 市 点 数 为 N， 想 在 时 间 复 杂 度 为 O(N ) 时 完成 原 问 题 的 要 求 ， 该 
EAT? 


【难度 】 

原 问题 : E krr 
进 阶 : BE kr 
【解答 】 


先 来 看 看 普通 解法 是 如 何 实现 的 ， 其 实 非常 答 单 ， 方 法 如 下 : 


1. 如 有 果 链 表 为 空 或 者 链表 节点 数 为 1， 或 者 m 的 值 小 于 1， 则 不 用 调整 就 
直接 返回 。 


2. 在 环形 链表 中 裔 历 每 个 市 点 ， 不 断 转圈 ， 不 断 让 每 个 节点 报 数 。 
3， 当 报 数 到 达 m 时 ， 残 删除 当前 报 数 的 廊 点 。 


4. 删除 节点 后 ， 别 起 了 还 要 把 剩 下 的 节点 继续 连 成 环 状 ， 继 续 转 圈 报 
数 ， 继 续 删 除 。 


5. 不 停 地 删除 ， 直 到 环形 链表 中 只 剩 一 个 节点 ， 过 程 结 


普通 的 解法 瓯 像 题目 描述 的 过 程 一 样 ， 具 体 实 现 请 参看 如 下 代码 中 的 
josephusKill1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node josephuskilli(Node head, int m) { 


if (head == null || head.next == head || m < 1) 


return head; 


) 


Node last = head; 


while (last.next ! = head) { 


last = last.next; 


) 
int count = 0; 
while (head ! = last) { 
if (++count == m) { 


last.next = head.next; 
count = 0; 
} else { 


last = last.next; 


} 


head = last.next; 


} 


return head; 


普通 的 解法 在 实现 上 不 难 ， 就 是 考查 面试 者 基本 的 代码 实现 技巧 ， 做 到 
不 出 错 即 可 。 很 明显 的 是 ， 每 删除 挥 一 个 市 点 ， 都 需要 裔 历 m 次 ， 一 共 
需要 删除 的 和 点数 为 nn-1， 所 以 普通 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O (n xm )， 这 明 
显 是 不 符合 进 阶 要 求 的 。 

下 面 介 绍 进 阶 的 解法 。 原 问题 之 所 以 花费 的 时 间 多 ， 是 因为 我 们 一 开始 
不 知道 到 底 哪 一 个 节点 最 后 会 活 下 来 。 所 以 依靠 不 断 地 删除 来 淘汰 和 
点 ， 当 只 剩 下 一 个 和 点 的 时 候 ， 才 知道 是 这 个 节点 。 如 果 不 通过 一 直 删 
除 方式 ， 有 没有 办 法 直接 确定 最 后 活 下 来 的 和 点 是 哪 一 个 呢 ? 这 就 是 进 
阶 解法 的 实质 。 

举 个 例子 ， 环 形 链 表 为 ，1->2->3->4->5->1， 这 个 链表 节点 数 为 n =5，m 
=3 o 


通过 不 断 删 除 的 方式 ， 最 后 节点 4 会 活 下 来 。 但 我 们 可 以 不 用 一 直 删 除 的 
方式 ， 而 是 用 进 阶 的 方法 ， 根 据 n 与 mm 的 值 ， 直 接 算出 是 第 4 个 节点 最 终 
会 活 下 来 ， 接 下 来 找到 和 点 4 即 可 。 


那 到 底 怎 么 直接 算出 来 呢 ? 首 和 完 ， 如 果 环 形 链表 市 点 数 为 n ， 我 们 做 如 下 
定义 : 从 这 个 环形 链表 的 头 节 点 开始 编号 ， 头 市 点 编号 为 1， 尖 市 感 的 下 
STAR Ty. ess 最 后 一 个 下 点 编号 为 mn。 然后 考虑 如 下 问题 : 


最 后 只 和 狮 下 一 个 节点 ， 这 个 焉 存 节 点 在 只 由 自己 组 成 的 环 中 编号 为 1， 记 
为 Num(1) = 1; 


在 由 两 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 幸存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 编号 是 
Num(2); 


在 由 i -1 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 幸存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 编号 是 
Num(i-1); 


在 由 i 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 幸存 节点 的 编号 是 多 少 呢 ? 假设 编号 是 
Num(i); 


在 由 mn 个 节点 组 成 的 环 中 ， 这 个 笠 存 节点 的 编号 是 多 少 昵 ? 假设 编号 十 
Num(n) ° 


我 们 已 经 知道 Num(1) = 1， 如 果 再 确定 Num(i-1) 和 Num(i) 到 底 是 什么 关 
就 可 以 通过 递归 过 程 求 出 Num(n)。Num(i-1) 和 Num(i) 的 关系 分 析 如 


1. 假设 现在 圈 中 一 共有 i 个 市 点 ， 从 头 市 点 开始 报 数 ， 报 1 的 古 编 号 1 的 
oe RAR 假设 报 A 的 是 编号 B 的 节点 ， 则 A 和 B 的 对 应 
EAU o 


+1 1 


+2 2 


+1 1 


+2 2 


举 个 例子 ， 环 形 链表 有 3 个 节点 ， 报 1 的 是 编号 1， 报 2 的 是 编号 2， 报 3 的 
是 编号 3， 报 4 的 是 编号 1， 报 5 的 是 编号 2， 报 6 的 是 编号 3， 报 7 的 是 编号 
1， 报 8 的 是 编号 2， 报 9 的 是 编号 3， 报 10 的 是 编号 1..….. 


如 上 A 和 B 的 关系 用 数学 表达 式 来 表示 可 以 写成 : B=(A-1)%i+1。 这 个 表 
达 式 不 一 定 是 唯一 的 ， 读 者 只 要 能 写 出 准确 概括 A 和 B 关 系 的 式 子 就 可 
以 。 总 之 ， 要 找到 报 数 (A) 和 编号 节点 (B) 之 间 的 关系 。 


2. 如 采编 号 为 s 的 万 点 被 删除 ， 环 的 节点 数目 然 从 变 成 了 i-1°。 那么 原来 
在 大 小 为 i 的 环 中 ， 每 个 市 点 的 编号 会 发 生 什么 变化 呢 ? 变 化 如 下 : 


环 大 小 为 i 的 每 个 节点 编号 删 掉 编 号 s 的 节点 后 ， 环 大 小 为 1-1 的 每 个 节点 编 


号 
S-2 工 
-2 
s-1 1 
-1 
S 一 《无 编号 是 因为 被 删 掉 了 ) 
s+1 1 
s+2 2 


新 的 环 只 有 i -1 个 节点 ， 因 为 有 一 个 节点 已 经 删 掉 。 编 号 为 s 的 节点 往 后 ， 
编号 为 s+1、s+2、s+3 的 证 点 束 变 成 了 新 环 中 的 编号 为 1、2、3 的 节点 ; 编 
号 为 的 节操 的 前 一 个 节 上 后， 也 束 是 编号 s-1 的 节操 ， 束 成 了 新 环 中 的 最 后 
一 个 节点 ， 也 就 是 编号 为 i -1 的 广 感 。 


假设 环 大 小 为 ;的 节点 编号 记 为 old， 环 大 小 为 -1 的 每 个 节点 编号 记 为 
new， 则 old 与 new 关 系 的 数学 表达 式 为 : old=(Cnew+s-1)%i+1。 表 达 式 同样 
不 止 一 种 ， 写 出 一 种 满足 的 即 可 。 


3. 因为 每 次 都 是 报 数 到 m 的 节点 被 杀 ， 所 以 根据 步骤 1 的 表达 式 B=(A- 
1)%i+1, A=m ° 被 杀 的 节点 编号 为 (m-1)%i+1， 有 即 s=(m-1)%i+1， 带 入 到 
步 又 2 的 表达 式 old=(new+s-1)%i+1 中 ， 经 过 化 简 为 old=(new+m-1)%i+1。 
至 此 ， 我 们 终于 得 到 了 Num(i-1)—new 和 Num(i) 一 old 的 关系 ， 且 这 个 关系 
只 和 m 与 i 的 值 有 关 。 


整个 进 阶 解法 的 过 程 总 结 大 

WARE, SEERA TI ed An ， 时 间 复 杂 度 为 O(N )。 
2. 根据 mn 和 m 的 值 ， 还 有 上 文 分 析 的 Num(i-1) 和 Num(i) 的 关系 ， 递 归 求 
生存 和 点 的 编号 ;这 一 步 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getLive 方 法 ， 
getLive 方 法 为 单 决 策 的 递归 函数 ， 且 递归 为 W 层 ， 所 以 时 间 复 杂 上 度 为 O 
(N)° 
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4. 整个 过 程 结 束 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 
进 阶 解法 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 josephusKill2 方 法 。 


public Node josephuskill2(Node head, int m) { 


if (head == null || head.next == head || m < 1) 


return head; 
) 
Node cur = head.next; 
int tmp = 1; // tmp -> list size 
while (cur ! = head) { 


tmp++; 


cur = cur.next; 


) 
tmp = getLive(tmp, m); // tmp - 
> service node position 
while (--tmp ! = 0) I 


head = head.next; 


} 
head.next = head; 


return head; 


public int getLive(int i, int m) { 


if (i == 1) I 


return 1; 
) 
return (getLive(i - 1, m) +m - 1) % i + 1; 
) 
判断 一 个 链表 是 否 为 回 文 结构 


【题目 】 
给 定 一 个 链表 的 头 节点 head， 请 判断 该 链表 是 否 为 回 文 结构 。 
例如 : 
1->2->1， 返 回 true。 


1->2->2->1, ;XFtrue ° 


15->6->15, ;X true ° 
1->2->3， 返 回 false ° 
进 阶 : 
如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N )， 额 外 空间 复杂 度 达 到 O (1) © 
【难度 】 

普通 解法 I kkk 

进 阶 解法 BT kit 

【解答 】 

方法 一 是 最 容易 实现 的 方法 ， 利 用 栈 结构 即 可 。 从 左 到 右 裔 历 链表 ， 遍 
历 的 过 程 中 把 每 个 市 点 依次 压 入 栈 中 。 因 为 栈 是 先进 后 出 的 ， 所 以 在 裔 
历 完成 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 的 节点 值 出 现 顺 序 会 与 原 链表 从 左 到 右 的 值 出 
现 顺序 反 过 来 。 那 么 ， 如 果 一 个 链表 是 回 文 结 构 ， 逆 序 之 后 ， 值 出 现 的 
次 序 还 是 一 样 的 ， 如 果 不 是 回 文 结构 ， 顺 序 就 肯定 对 不 上 。 

例如 : 


链表 1->2->3->4， 从 左 到 右 依次 压 栈 之 后 ， 从 栈 顶 到 栈 克 的 节操 值 顺序 为 
4，3，2，1。 两 者 顺序 对 不 上 ， 所 以 这 个 链表 不 是 回 文 结构 。 


链表 1->2->2->1， 从 左 到 右 依 次 压 栈 之 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 的 节点 值 顺序 为 
1，2，2，1。 两 者 顺序 一 样 ， 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 


方法 一 需要 一 个 额外 的 栈 结构 ， 并 且 需 要 把 所 有 的 节点 都 讨 入 栈 中 ， 所 
以 这 个 额外 的 栈 结构 需要 O CN) 的 空间 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
isPalindrome1 Wik ° 


public class Node { 


public int value; 


public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean isPalindromei(Node head) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
Node cur = head; 
while (cur ! = null) { 
stack.push(cur); 


cur = cur.next; 


) 
while (head ! = null) { 
if (head.value ! = stack.pop().value) { 
return false; 
) 
head = head.next; 
) 


return true; 


INNES: 


方法 二 对 方法 一 进行 了 优化 ， 虽 然 也 是 利用 栈 结构 ， 但 其 实 并 不 需要 将 
所 有 的 证 点 都 压 入 栈 中 ， 只 用 压 入 一 半 的 节点 即 可 。 首 先 假设 链表 的 长 
BEAN, WARN ÆR, BIN AT RIER, JAN /2 的 节点 叫 作 右 


半 区 。 如 果 N 是 奇数 ， 忽 略 处 于 最 中 间 的 节点 ， 还 是 前 N /2 的 节点 叫 作 左 
半 区 ， 后 N /2 的 节点 叫 作 右 半 区 。 


例如 : 
链表 1->2->2->1， 左 半 区 为 : 1，2; 右 半 区 为 : 2, 1° 
链表 1->2->3->2->1， 左 半 区 为 : 1，2; 右 半 区 为 : 2, 1。 


方法 二 束 古 把 整个 链表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 ， 压 入 完成 后 ， 再 检查 栈 顶 
到 栈 底 值 出 现 的 顺序 是 否 和 链表 左 半 部 分 的 值 相对 应 。 


例如 : 


链表 1->2->2->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 1，2。 链 
表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 


链表 1->2->3->2->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 底 为 1， 
2。 链 表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 是 回 文 结构 。 


链表 1->2->3->3->1， 链 表 的 右 半 部 分 压 入 栈 中 后 ， 从 栈 顶 到 栈 属 为 1， 
3。 链 表 的 左 半 部 分 也 是 1，2。 所 以 这 个 链表 不 是 回 文 结构 。 


方法 二 可 以 直观 地 理解 为 将 链表 的 右 半 部 分 “ 折 过 去 ”， 然 后 让 它 和 左 半 
部 分 比较 ， 如 图 2-1 所 示 。 


i | 
右 半 区 逆序 PV | ! 
- His ， 
图 2-1 


方法 二 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome2 方 法 。 


11) { 


public boolean isPalindrome2(Node head) { 
if (head == null || head.next == null) { 
return true; 
) 
Node right = head.next; 


Node cur = head; 


while (cur.next ! = null && cur.next.next ! = nu 
right = right.next; 
cur = cur.next.next; 
) 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
while (right ! = null) I 
stack.push(right); 
right = right.next; 
) 
while (! stack.isEmpty()) { 
if (head.value ! = stack.pop().value) { 


return false; 


) 


head = head.next; 


) 


return true; 


TA: 

方法 三 不 需要 栈 和 其 他 数据 结构 ， 只 用 有 限 几 个 变量 ， 其 额外 空间 复杂 
度 为 O (1)， 就 可 以 在 时 间 复 洒 度 为 O(N ) 内 完成 所 有 的 过 程 ， 也 就 是 满足 
进 阶 的 要 求 。 具 体 过 程 如 下 : 


BC HE APRA, BREAK RR, Sata ial 


例如 : 


链表 1->2->3->2->1， 通 过 这 一 步 将 其 调整 之 后 的 结构 如 图 2-2 所 示 。 


null 


3 e FIA 


ZN 


2 2 


] ] 
left start right start 


图 2-2 


链表 1->2->3->3->2->1， 将 其 调整 之 后 的 结构 如 图 2-3 所 示 。 


] ] 
left start right start 
图 2-3 


我 们 将 左 半 区 的 第 一 个 节点 〈 也 就 是 原 链表 的 头 节点 ) 记 为 leftStart， 右 
半 区 反 转 之 后 最 右边 的 节点 〈 也 就 是 原 链表 的 最 后 一 个 节点 ) 记 为 
rightStart ? 


2.leftStart 和 rightStart 同 时 癌 中 间 点 移动 ， 移 动 每 一 步 都 比较 leftStart 和 
rightStart 广 点 的 值 ， 看 是 否 一 样 。 如 果 都 一 样 ， 说 明 链 表 为 回 文 结构 ， 否 
则 不 是 回 文 结构 。 


renere 在 返回 前 都 应 该 把 链表 恢复 成 原来 
9 样子 。 


4 链表 恢复 成 原来 的 结构 之 后 ， 返 回 检查 结 采 。 


粗 看 起 来 ， 虽 然 方法 三 的 整个 过 程 也 没有 多 少 难 度 ， 但 要 想 用 有 限 几 个 
变量 完成 以 上 所 有 的 操作 ， 在 实现 上 还 是 比较 考查 代码 实现 能 力 的 。 方 
法 三 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome3 方 法 ， 该 方法 只 申请 了 


三 个 Node 类 型 的 变量 。 


public boolean isPalindrome3(Node head) { 


if (head == null || head.next == null) { 


return true; 
) 
Node ni = head; 
Node n2 = head; 


while (n2.next ! = null && n2.next.next ! = null 


) { // 查找 中 间 节 反 


ni = ni.next; // n1 -> 中 部 


n2 


n2.next.next; // n2 -> 结尾 


n2 = ni.next; // n2 -> 右 部 分 第 一 个 节点 


ni.next = null; // mid.next -> null 
Node n3 = null; 


while (n2 ! = null) { // 4¥KRR 


n3 = n2.next; // n3 -> 保存 下 一 个 节点 


n2.next = nl; // 下 一 个 反 转 节点 


> 
mey 
Il 


n2; // ni 移动 


n3; // n2 移动 


5 
N 
Il 


n3 = n1; // nå -> 保存 最 后 一 个 节点 


n2 = head; // n2 -> 左边 第 一 个 节点 


boolean res = true; 


while (ni ! = null && n2 ! = null) { // 检查 回 文 


if (n1.value ! = n2.value) { 
res = false; 


break; 


ni = ni.next; // 从 左 到 中 部 


n2 = n2.next; // 从 右 到 中 部 


ni = n3.next; 


n3.next = null; 


while (n1 ! = null) { // 恢复 列表 
n2 = ni.next; 
ni.next = n3; 
n3 = ni; 
ni = n2; 
) 


return res; 
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相等 、 右 边 大 的 形式 

【题目 】 

给 定 一 个 单 同 链表 的 头 节 点 head， 广 点 的 值 类 型 是 整 型 ， 再 给 定 一 个 整 

数 pivot。 实 现 一 个 调整 链表 的 函数 ， 将 链表 调整 为 左 部 分 都 是 值 小 于 

pivot 的 节点 ， 中 间 部 分 都 是 值 等 于 pivot 的 节点 ， 右 部 分 都 是 值 大 于 pivot 

的 节点 。 除 这 个 要 求 外 ， 对 调整 后 的 节点 顺序 没有 更 多 的 要 求 。 

例如 : 链表 9->0->4->5->1，pivot=3。 


调整 后 链表 可 以 是 1->0->4->9->5， 也 可 以 是 0->1->9->5->4。 总 之 ， 满 足 
左 部 分 都 是 小 于 3 的 节点 ， 中 间 部 分 都 是 等 于 3 的 节点 (本 例 中 这 个 部 分 


HE) ， 右 部 分 都 是 大 于 3 的 节点 即 可 。 对 某 部 分 内 部 的 节点 顺序 不 做 要 


在 原 问 题 的 要 求 之 上 再 增加 如 下 两 个 要 求 。 


在 左 、 中 、 右 三 个 部 分 的 内 部 也 做 顺序 要 求 ， 要 求 每 部 分 里 的 市 
点 从 左 到 右 的 顺序 与 原 链 表 中 节 SAH IC Ia KP BE ° 


例如 : 链表 9->0->4->5->1， pivot=3 * 调整 后 的 链表 是 0->1->9->4->5。 在 
满足 原 问题 要 求 的 同时 ， 左 部 分 节点 从 左 到 右 为 0、1 。 在 原 链 表 中 也 是 
先 出 现 0， 后 出 现 1， 中 间 部 分 在 本 例 中 为 空 ， 不 再 讨论 ; 右 部 分 节点 从 
左 到 右 为 9、4、5。 在 原 链表 中 也 是 先 出 现 9， 然 后 出 现 4， 最 后 出 现 5 。 


e 如果 链表 长 度 为 NV， 时 间 复 杂 度 请 达到 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 
请 达到 O (1)。 


【难度 】 

Rt ”妇女 六 六 

【解答 】 

普通 解法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N )， 就 是 把 链表 
中 的 所 有 市 点 放 入 一 个 额外 的 数组 中 ， 然 后 统一 调整 位 置 的 办 法 。 具 体 
过 程 如 下 : 

1. 先 遇 历 一 过 链表 ， 为 了 得 到 链表 的 长 度 ， 假 设 长 度 为 N 。 

2. 生成 长 度 为 N 的 Node 类 型 的 数组 nodeArr， 然 后 裔 历 一 次 链表 ， 将 证 
点 依次 放 进 nodeArr 中 。 本 书 在 这 里 不 用 LinkedList 或 ArrayList 等 Java 提 供 
的 结构 ， 因 为 一 个 纯粹 的 数组 结构 比较 利于 步骤 3 的 调整 。 


3. 在 nodeAr 中 把 小 于 pivot 的 方 点 放 在 左边 ， 把 相等 的 放 中 间 ， 把 大 于 
的 放 在 右边 。 也 就 是 改进 了 快速 排序 中 partition 的 调整 过 程 ， 即 如 下 代码 
中 的 arrPartition 方 法 。 实 现 的 具体 解释 请 参看 本 书 “ 数 组 类 似 partition 的 调 
整 > 问 题 ， 这 里 不 再 详 述 。 


4. 经 过 步骤 3 的 调整 后 ，nodeArr 是 满足 题目 要 求 的 节点 有 顺序， 只 要 把 
nodeArr 中 的 节点 依次 重 连 起 来 即 可 ， 整 个 过 程 结 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 listPartition1 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node listPartition1(Node head, int pivot) { 
if (head == null) { 
return head; 
) 
Node cur = head; 
int i = 0; 
while (cur ! = null) I 
i++; 


cur = cur.next; 


Jå 


Node[] nodeArr = new Node[ i]; 

i= 0; 

cur = head; 

for (i = 0; i ! = nodeArr.length; i++) { 
nodeArr[i] = cur; 
cur = cur.next; 

} 

arrPartition(nodeArr, pivot); 

for (i = 1; i ! = nodeArr.length; i++) { 
nodeArr[i - 1].next = nodeArr[i]; 

} 

nodeArr[i - 1].next = null; 


return nodeArr[0]; 


public void arrPartition(Node[] nodeArr, int pivot) { 
int small = -1; 
int big = nodeArr.length; 
int index = 0; 
while (index ! = big) { 
if (nodeArr[index].value < pivot) { 
swap(nodeArr, ++small, index++); 


} else if (nodeArr[index].value == pivot 


index++; 


} else { 


swap(nodeArr, --big, index); 


public void swap(Node[] nodeArr, int a, int b) { 
Node tmp = nodeArr[a]; 
nodeArr[a] = nodeArr[b]; 


nodeArr[b] = tmp; 


下 面 来 看 看 增加 要 求 之 后 的 进 阶 和 解法 。 对 每 部 分 都 增加 了 市 点 顺序 要 
求 ， 同 时 时 间 复 杂 上 度 仍 然 为 O(N )， 和 额外 空间 复杂 上 度 为 0 (1)。 既 然 额外 空 
[al 32 ARE 790 (1), 说 明 实 现时 只 能 使 用 有 限 的 几 个 变量 来 完成 所 有 的 调 


进 阶 解法 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 将 原 链表 中 的 所 有 市 点 依次 划分 进 三 个 链表 ， 三 个 链表 分 别 为 small 代 
表 左 部 分 ，equal 代 表 中 间 部 分 ，big 代 表 右 部 分 。 


例如 ， 链 表 7->9->1->8->5->2->5，pivot=5。 在 划分 之 后 ，small ` equal ` 
big 分 别 为 : 


small:1->2->null 

equal:5->5->null 

big:7->9->8->null 

2. 将 small、equal 和 和 big 三 个 链表 重新 串 起 来 即 可 。 
3. 整个 过 程 需要 特别 注意 对 null 节 点 的 判断 和 处 理 。 


解法 还 是 主要 考查 面试 考 利 用 有 限 几 个 变量 调整 链表 的 代码 实现 和 
全 部 进 阶 解法 请 参看 如 下 代码 中 的 listPartition2 方 法 。 


public static Node listPartition2(Node head, int pivot) 


~ 


Node sH = null; // 小 的 头 
Node sT = null; // WE 
Node eH = null; // 相等 的 头 
Node eT = null; // 相等 的 尾 
Node bH = null; // 大 的 头 


Node bT = null; // AWE 


Node next = null; // 保存 下 一 个 节点 
// 所 有 的 节点 分 进 三 个 链表 中 
while (head ! = null) { 


next = head.next; 
head.next = null; 
if (head.value < pivot) { 


if (sH == null) { 


SH = head; 
ST = head; 
} else { 
ST.next = head; 
= head; 
) 


} else if (head.value == pivot) { 


if (eH == nul1) { 


eH = head; 
eT = head; 
} else { 
eT.next = 
eT = head; 
) 
} else { 


if (bH == null) { 


bH = head; 
bT = head; 
} else { 
bT.next = 
bT = head; 
) 
) 
head = next; 
} 
// 小 的 和 相等 的 重新 连接 
if (sT ! = null) { 
sT.next = eH; 
eT = eq == null ? ST : eT; 
) 


11 所 有 的 重新 连接 
if (eT ! = null) I 


head; 


head; 


eT.next = bH; 


复制 售 有 随机 指针 节 扩 的 链表 


【题目 】 
一 种 特殊 的 链表 节点 类 描述 如 下 : 


public class Node { 


public int value; 


public Node next; 


public Node rand; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


Node 类 中 的 value 是 节点 值 ，next 指 针 和 正常 单 链表 中 next 指 针 的 意义 一 
样 ， 都 指向 下 一 个 节点 ，rand 指 针 是 Node 类 中 新 增 的 指针 ， 这 个 指针 可 
能 指 辐 链 表 中 的 任意 一 个 节点 ， 也 可 能 指向 null。 


给 定 一 个 由 Node 贡 点 类 型 组 成 的 无 环 单 链 表 的 头 世 点 head， 请 实现 一 个 
函数 完成 这 个 链表 中 所 有 结构 的 复制 ， 并 返回 复制 的 新 链表 的 头 节 点 。 
例如 : 链表 1->2->3->null， 假 设 1 的 rand 指 针 指 向 3，2 的 rand 指 针 指 向 
null，3 的 rand 指 针 指 癌 1°。 复制 后 的 链表 应 该 也 是 这 种 结构 ， 比 如 ，1”- 
>2'->3'->null ，1' 的 rand 指 针 指 疝 3'"，2' 的 rand 指 针 指 | 向 null，3' 的 rand 指 针 
指向 1 ， 最 后 返回 1'。 


进 阶 ， 不 使 用 额外 的 数据 结构 ， 只 用 有 限 几 个 变量 ， 且 在 时 间 复杂 度 为 0 
(N ) 内 完成 原 问 题 要 实现 的 函数 。 


【难度 】 
ht kro 
CFE] 


首先 介绍 普通 解法 ， 普 通 解 法 可 以 做 到 时 间 复 洒 度 为 O(N )， 和 额外 空间 复 
杂 度 为 O(N )， 需 要 使 用 到 哈 希 表 (HashMap) 结构 。 具 体 过 程 如 下 : 
1. 首先 从 左 到 右 遍 历 链 表 ， 对 每 个 下 点 都 复制 生成 相应 的 副本 世 点 ， 然 


后 将 对 应 关系 放 入 哈 希 表 map 中 。 例 如 ， 链 表 1->2->3->null， 表 历 1、2、 
3 时 依次 生成 1、2'、3'， 最 后 将 对 应 关系 放 入 map 中 : 


key value 意义 
1 1 ”表示 节点 1 复制 了 市 点 1 
2 2 RAIDE ST TR 
3 3' ”表示 市 点 3 复制 了 节点 3 


步 又 1 完成 后 ， 原 链表 没有 任何 变化 ， 每 一 个 副本 市 点 的 next 和 rand 指 针 
都 指向 null ° 


Le BER, fm DRE — NEA À next irand 
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例如 : 原 链表 1->2->3->nul， 假 设 1 的 rand 指 针 指 癌 3，2 的 rand 指 针 指 辐 
nul，3 的 rand 指 针 指 向 1。 通 历 到 节点 1 时 ， 可 以 从 map 中 得 到 和 点 1 的 副 
本 节点 1 ， 节 点 1 的 next 指 同 太 点 2， 所 以 从 map 中 得 到 廊 点 2 的 副本 节点 


2'， 然 后 令 1'.next=2'"， 副 本 节点 1 的 next 指 针 就 设置 好 了 。 同 时 节点 1 的 
rand 指 同 节 后 3， 所 以 从 map 中 得 到 市 点 3 的 副本 节 扣 3 ， 然 后 令 
1'.rand=3'， 副 本 节点 1' 的 rand 指 针 也 设置 好 了 。 以 这 文 种 方式 可 以 设置 每 一 
个 副本 节点 的 next 与 rand 指 针 。 


3. HIT VEN ADR IEIENRT - 

险 布 圾 增删 改 查 的 操作 时 间 复 杂 度 都 是 O (D)， 普 通 方法 一 共 只 遇 历 链表 
丙 遇 ， 上 所 以 普通 解法 的 时 间 复杂 度 为 O N), KWEH TIE ARRAT IR 
市 点 与 副本 市 点 的 对 应 关系 ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (N e 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 copyListWithRand1 方 法 。 


public Node copyListWithRandi(Node head) { 


HashMap<Node, Node> map = new HashMap<Node, Node 


>(); 

Node cur = head; 

while (cur ! = null) I 
map.put(cur, new Node(cur.value)); 
cur = cur.next; 

) 

cur = head; 

while (cur ! = null) I 
map.get(cur).next = map.get(cur.next); 
map.get(cur).rand = map.get(cur.rand); 
cur = cur.next; 

) 


return map.get(head); 


接 下 来 介绍 进 阶 解法 ， 进 阶 解 法 不 使 用 哈 希 表 来 保存 对 应 关系 ， 而 只 用 
有 RA LAE tae 的 功能 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 首先 从 左 到 右 涡 历 链表 ， 对 每 个 节点 cur 都 复制 生成 相应 的 副本 节点 
copy， 然 后 把 copy 放 在 cur 和 下 一 个 要 裔 历 广 点 的 中 间 。 


lin: 原 链表 1->2->3->null， 在 步骤 1 中 完成 后 ， 原 链表 变 成 1->1'->2->2'- 


>3->3'->null ° 


2. ee ON 在 遍历 时 设置 每 一 个 副本 世 点 的 rand 指 针 。 还 
举例 来 说 明 调 整 过 程 。 


例如 : 此 时 链表 为 1->1->2->2'->3->3'->null， 假 设 1 的 rand 指 针 指 向 3，2 的 

rand 指 针 指 向 null，3 的 rand 指 针 指 向 1。 遍历 到 节点 1 了 时， 节点 1 的 下 一 个 

节点 1.next 就 是 其 副本 节点 1 。1 的 rand 指 针 指 向 3， 所 以 1 的 rand 指 针 应 该 

指 癌 3。 如 何 找到 3' 呢 ? 因为 每 个 节点 的 副本 下 点 都 在 上 自己 的 后 一 个 ， 所 

以 此 时 通过 3.next 就 可 以 找到 3'， 令 1.next=3' 即 可 。 以 这 种 方式 可 以 设置 
每 一 个 副本 节点 的 rand 指 针 。 


3 A T Es e Z Birand KRAZE, 1 
IE EE 之 间 的 rand 关 系 也 被 正确 设置 了 ， 此 时 所 有 的 节点 与 副 
ÆT RTE 起 ， 将 其 分 离 出 来 即 可 。 


例如 : 此 时 链表 为 1->1'->2->2'->3->3'->null， 分 离 成 1->2->3->nul 和 1- 
>2'->3'->null 即 可 。 并 且 在 这 一 步 中 ， 每 个 节点 的 rand 指 针 不 用 做 任何 调 
整 ， 在 步骤 2 中 都 已 经 设置 好 。 

4， 将 1 节点 作为 结果 返回 即 可 。 


进 阶 解法 考查 的 依然 是 利用 有 限 几 个 变量 完成 链表 调整 的 代码 实现 能 
力 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 copyListWithRand2 方 法 。 


public Node copyListWithRand2(Node head) { 
if (head == null) < 


return null; 


Node cur = head; 


Node next = null; 


// 复制 并 链接 每 一 个 节点 
while (cur ! = null) I 
next = cur.next; 
cur.next = new Node(cur.value); 
cur.next.next = next; 
cur = next; 
) 
cur = head; 
Node curCopy = null; 
// 设置 复制 节点 的 rand 指 针 


while (cur ! = null) { 


next = cur.next.next; 
curCopy = cur.next; 


curCopy.rand = cur.rand ! = null ? cur.r 
and.next : null; 


cur = next; 
) 
Node res = head.next; 
cur = head; 
11 拆 分 
while (cur ! = null) I 
next = cur.next.next; 


curCopy = cur.next; 


cur.next = next; 


站 curCopy.next = next ! = null ? next.next 
: null; 
cur = next; 
) 
return res; 
) 
两 个 单 链表 生成 相 加 链表 

【题目 】 


假设 链表 中 每 一 个 节点 的 值 都 在 0~ 9 之 间 ， 那 么 链表 整体 就 可 以 代表 一 


个 整数 。 

例如 : 9->3->7， 可 以 代表 整数 937。 

HE EE 
IF o 


结 采 链表 


例如 : 链表 1 为 9->3->7， 链 表 2 为 6->3， 最 后 生成 新 的 结果 链表 为 1->0->0- 
>0 ° 


【难度 】 

E K 

【解答 】 

这 道 题 难度 较 低 ， 考 得 面试 者 基本 的 代码 实现 能 力 。 一 种 实现 方式 是 将 
两 个 链表 先 算 出 各 目 所 代表 的 整数 ， 然 后 求 出 两 个 整数 的 和 ， 最 后 将 这 
个 和 转换 成 链表 的 形式 ， 但 是 这 种 方法 有 一 个 很 大 的 问题 ， 链 表 的 长 度 
可 以 很 长 ， 可 以 表达 一 个 很 大 的 整数 ， 因 此 转 成 系统 中 的 int 类 型 时 可 能 
会 淤 出 ， 所 以 不 推荐 这 种 方法 。 

方法 一 : 利用 栈 结构 求解 。 


1. 将 两 个 链表 分 别 从 左 到 右 壳 历 ， 电 历 过 程 中 将 值 压 栈 ， 这 样 天 生成 了 
两 个 链表 市 点 值 的 逆序 栈 ， 分 别 表示 为 s1 和 s2。 


例如 : 链表 9->3->7，s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，3，9; 链表 6->3，s2 从 栈 顶 到 
栈 底 为 3，6。 


2. 将 sl1 和 s2 同 步 弹出 ， 这 样 整 相 当 于 两 个 链表 从 低位 到 高 位 依次 弹出 ， 
在 这 个 过 程 中 生成 相 加 链表 即 可 ， 同 时 需要 关注 每 一 步 是 否 有 进位 ， 用 


ca 表示 。 


例如 : sl 先 弹 出 7，s2 先 弹出 3， 这 一 步 相 加 结果 为 10， 产 生 了 进位 , + 
ca=1， 然 后 生成 一 个 和 点 值 为 0 的 新 节点 ， 记 为 newl; sl1 再 弹出 3，s2 再 弹 
出 6， 这 时 进位 为 ca=1， 所 以 这 一 步 相 加 结果 为 10， 继 续 产 生 进 位 ， 仍 令 
ca=1， 然 后 生成 一 个 市 点 值 为 0 的 新 节点 记 为 new2， 令 new2.next=new1l; 
s1 再 弹出 9，s2 为 空 ， 这 时 ca=1， 这 一 步 相 加 结果 为 10， 仍 令 ca=1， 然 后 
生成 一 个 节点 值 为 0 的 新 节点 ， 记 为 new3， 令 new3.next=new2。 这 一 步 也 
是 模拟 简单 的 从 低位 到 高 位 进位 相 加 的 过 程 。 


3. 当 S1 和 s2 都 为 裤 时 ， 还 要 关注 一 下 进位 信息 是 否 为 1， 如 打 为 1， 比 如 
步骤 2 中 的 例子 ， 表 示 还 要 生成 一 个 世 点 值 为 1 的 新 节点 ， 记 为 new4， 令 


new4.next=new3 ° 
4. 返回 新 生成 的 结果 链表 即 可 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 addLists1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node addLists1(Node head1，Node head2) { 
Stack<Integer> s1 = new Stack<Integer>(); 
Stack<Integer> s2 = new Stack<Integer>(); 
while (headi ! = null) { 
s1.push(head1.value); 


head1 = head1.next; 


) 

while (head2 ! = null) { 
s2.push(head2.value); 
head2 = head2.next; 

) 

int ca = 0; 

int ni = 0; 

int n2 = 0; 


int n = 0; 

Node node = null; 

Node pre = null; 

while (! s1.isEmpty() || ! s2.isEmpty()) I 


n1 


s1.isEmpty() ? © : s1.pop(); 


5 
N 
Il 


s2.isEmpty() ? 0 : s2.pop(); 
n = ni + n2 + ca; 

pre = node; 

node = new Node(n % 10); 
node.next = pre; 


ca = n / 10; 


) 
if (ca == 1) I 
pre = node; 
node = new Node(1); 


node.next = pre; 


) 


return node; 


} 


方法 二 : 利用 链表 的 逆序 求解 ， 可 以 省 掉 用 栈 的 空间 。 

1. 将 两 个 链表 逆序 ， 这 样 就 可 以 依次 得 到 从 低位 到 高 位 的 数字 。 

例如 : 链表 9->3->7， 逆 序 后 变 为 7->3->9; 链表 6->3， 逆 序 后 变 为 3->6。 
2. 同步 遍历 两 个 逆序 后 的 链表 ， 这 样 就 依次 得 到 两 个 链表 从 低位 到 高 位 
的 数字 ， 在 这 个 过 程 中 生成 相 加 链表 即 可 ， 同 时 需要 关注 每 一 步 是 否 有 
进位 ， 用 ca 表示 。 有 具体 过 程 与 方法 一 的 步骤 2 相同 。 


3. 当 两 个 链表 都 和 届 历 完成 后 ， 还 要 关注 进位 信息 是 否 为 1， 如 采 为 1， 还 
要 生成 一 个 市 点 值 为 1 的 新 广 点 。 


4. 将 两 个 逆序 的 链表 再 逆序 一 次 ， 即 调整 成 原来 的 样子 。 
5. 返回 新 生成 的 结 采 链表 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 addLists2 方 法 。 


public Node addLists2(Node head1，Node head2) { 
head1 = reverseList(head1); 
head2 = reverseList(head2); 


int ca = 0; 


int ni 


Il 
© 


int n2 


Il 
© 


int n = 0; 

Node c1 = head; 

Node c2 = head2; 

Node node = null; 

Node pre = null; 

while (c1 ! = null || c2 ! = null) { 


n1 = c1 ! 


null ? c1.value : 0; 
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null ? c2.value : 0; 
n = ni + n2 + ca; 

pre = node; 

node = new Node(n % 10); 
node.next = pre; 


ca =n / 10; 


c1 = c1 ! null ? ci.next : null; 


c2 = c2 I 


null ? c2.next : null; 
) 
if (ca == 1) { 
pre = node; 
node = new Node(1); 
node.next = pre; 
) 
reverseList(head1); 


reverseList(head2); 


return node; 
) 
public Node reverseList(Node head) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (head ! = null) { 
next = head.next; 
head.next = pre; 
pre = head; 


head = next; 


两 个 单 链表 相交 的 一 系列 问题 


【题目 】 


在 本 题 中 ， 单 链表 可 能 有 环 ， 也 可 能 无 环 。 给 定 两 个 单 链表 的 头 广 点 
head1 和 head2， 这 两 个 链表 可 月 相交 ， 也 可 能 不 相交 i 青 实 现 一 个 函数 ， 
如 果 两 个 链表 相交 ， 请 返回 相交 的 第 一 个 节点 ， 如 果 不 相交 ， 返 回 null 即 


可 。 


ÆR: 如 果 链 表 1 的 长 度 为 N ， 链 表 2 的 长 度 为 M ， 时 间 复 杂 度 请 达到 O 
(N+M), RhE RR ERA EIO (1) ° 


【难度 】 
将 dok 
【解答 】 


这 道 题 需要 分 析 的 情况 非常 多， 同时 因为 有 额外 空间 复杂 度 为 0 (1) 的 限 
制 ， 所 以 实现 起 来 也 比较 困难 。 


本 题 可 以 拆 分 成 三 个 子 问题 ， 每 个 问题 都 可 以 作为 一 道 独立 的 算法 题 ， 
具体 如 下 。 


问题 一 :如何 判断 一 个 链表 是 否 有 环 ， 如 果 有 ， 则 返回 第 一 个 进入 环 的 
节点 ， 没 有 则 返回 null ° 


问题 二 :如何 判 断 两 个 无 环 链表 是 否 相 交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 市 
点 ， 不 相交 则 返回 null 。 


问题 三 ， 如 何 判 断 两 个 有 环 链 表 是 否 相 交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 市 
点 ， 不 相交 则 返回 null 。 


ER: 如 果 一 个 链表 有 环 ， 另 外 一 个 链表 无 环 ， 它 们 是 不 可 能 相交 的 ， 
直接 返回 null。 


下 面 逐 一 分 析 每 个 问题 。 


问题 一 : 如何 判断 一 个 链表 是 否 有 环 ， 如 果 有 ， 则 返回 第 一 个 进入 环 的 
节点 ， 没 有 则 返回 null ° 


如 果 一 个 链表 没有 环 ， 那 么 遍历 链表 一 定 可 以 过 到 链表 的 终点 ， 如 末 链 
RAK, PAAR AILEY BR PAT o 如何 找到 第 一 个 入 环节 
me, Fu F: 


1. 设置 一 个 慢 指 针 slow 和 一 个 快 指 针 fast。 在 开始 时 ，slow 和 fast 都 指 癌 
链表 的 头 节 点 head。 然 后 Slow 每 次 移动 一 步 ，fast 每 次 移动 两 步 ， 在 链表 
中 遍历 起 来 。 


2. 如果 链表 无 环 ， 那 么 fast 指 针 在 移动 的 过 程 中 一 定 先 遇 到 终点 ， 一 且 
fast 到 达 终 点 ， 说 明 链 表 是 没有 环 的 ， 直 接 返 回 null， 表 示 该 链表 无 环 ， 
当然 也 没有 第 一 个 入 环 的 节点 。 


z 如 果 链 表 有 环 ， 那 么 fast 指 针 和 slow 指 针 一 定 会 在 环 中 的 某 个 位 置 相 
当 fast 和 slow 相 过 时 ，fast 指 针 重 新 回 到 head 的 位 置 ，slow 指 针 不 动 。 
ER fast 指 针 从 每 次 移动 两 步 改 为 每 次 移动 一 步 ，slow 指 针 依然 每 次 

移动 一 步 ， 然 后 继续 遇 历 。 


4.fast 指 针 和 slow 指 针 一 定 会 再 次 相遇 ， 并 且 在 第 一 个 入 环 的 节点 处 相 
遇 。 证 明 略 。 


注意 : 你 也 可 以 用 哈 希 表 完 成 问题 一 的 判断 ， 但 是 不 符合 题目 关于 空间 
复杂 度 的 有 要求。 


问题 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 getLoopNode 方 法 。 


public Node getLoopNode(Node head) { 


if (head == null || head.next == null || head.ne 
xt.next == null) { 


return null; 
) 
Node ni = head.next; // ni -> slow 
Node n2 = head.next.next; // n2 -> fast 
while (ni ! = n2) { 


if (n2.next == null || n2.next.next == n 
ull) { 


return null; 


n2 = n2.next.next; 

ni = n1.next; 
) 
n2 = head; // n2 -> walk again from head 
while (ni ! = n2) { 

ni = n1.next; 


n2 = n2.next; 


return n1; 


} 


RER T IA, FÅNE TA MER Ae TCA T° UR 
一 个 链表 有 环 ， 必 一 个 链表 无 环 ， 那 么 这 两 个 链表 是 无 论 如 何 也 不 可 能 
相 区 的 。 能 相交 的 情况 束 分 为 两 种 ， 一 种 是 两 个 链表 都 无 坏 ， 即 问题 
二 ; 男 一 种 是 两 个 链表 都 有 环 ， 即 问题 二 。 


问题 二 : 如 何 判 断 两 个 无 环 链表 是 否 相 交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 节 
点 ， 不 相交 则 返回 null 。 


如 采 两 个 无 环 链表 相交 ， 那 么 从 相交 节操 开始 ， 一 直到 两 个 链表 终止 的 
这 一 段 ， 是 两 个 链表 共 诗 的 。 解 决 问题 二 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 链表 1 从 头 世 点 开始 ， 走 到 最 后 一 个 节点 (不 是 结束 ) ， 统 计 链表 1 的 
长 度 记 为 lan1， 同 时 记录 链表 1 的 最 后 一 个 节点 记 为 end1。 


2. 链表 2 从 头 节 点 开始 ， 走 到 最 后 一 个 节点 〈 不 是 结束 ) ， 统 计 链 表 2 的 
长 度 记 为 len2， 同 时 记录 链表 2 的 最 后 一 个 节点 记 为 end2。 


3. 如果 end1l! =end2， 说 明 两 个 链表 不 相交 ， 返 回 null 即 可 ; wR 
end==end2， 说 明 两 个 链表 相交 ， 进 入 步骤 4 来 找寻 第 一 个 相 区 节点 。 


4. 如 果 链 表 1 比 较 长 ， 链 表 1 就 先 走 len1-len2 步 ， 如 果 链 表 2 比 较 长 ， 链 表 
2 就 先 走 len2-len1 步 。 然 后 两 个 链表 一 起 走 ， 一 起 走 的 过 程 中 ， 两 个 链表 
第 一 次 走 到 一 起 的 那个 和 点 ， 就 是 第 一 个 相交 的 节点 。 

例如 : 链表 1 长 度 为 100， 链 表 2 长 度 为 90， 如果 已 经 由 步 又 3 确定 了 链表 1 
和 链表 2 一 定 相 交 ， 那 么 接 下 来 ， 链 表 1 先 走 70 步 ， 然 后 链表 1 和 链表 2 一 
起 走 ， 它 们 一 定 会 共同 进入 第 一 个 相交 的 节点 。 


问题 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 noLoop 方 法 。 


public Node noLoop(Node head1, Node head2) { 
if (headi == null || head2 == null) { 


return null; 


} 


Node cur1 = head1; 

Node cur2 = head2; 

int n = 0; 

while (curi.next ! = null) I 
n++; 


curt = cur1.next; 
} 
while (cur2.next ! = null) { 
n--; 
cur2 = cur2.next; 
} 
if (cur1 ! = cur2) { 
return null; 
) 
curl = n > 07? head1 : head2; 
cur2 = cur1 == head1 ? head2 
n = Math.abs(n); 
while (n ! = 0) I 
n--; 
curl = cur1.next; 


} 


while (cur1 ! = cur2) { 


cur1i = cur1.next; 


cur2 = cur2.next; 


head1; 


} 


return curl; 
} 
问题 三 : 如 何 判 断 两 个 有 环 链表 是 否 相交 ， 相 交 则 返回 第 一 个 相交 了 


点 ， 不 相交 则 返回 null。 


考虑 问题 三 的 时 候 ， 我 们 已 经 得 到 了 两 个 链表 各 目的 第 一 个 入 环节 点 ， 
假设 链表 1 的 第 一 个 入 环 闻 点 记 为 loop1， 链 表 2 的 第 一 个 入 环 市 点 记 为 


loop2。 以 下 是 解决 问题 三 的 过 程 : 
1. 如 果 ]loop1==]loop2， 那 么 两 个 链表 的 拓扑 结构 如 图 2-4 所 示 。 


链表 2 


pr loopl, loop2 


图 2-4 


这 种 情况 下 ， 我 们 只 要 考虑 链表 1 从 头 开始 到 loop1 这 一 段 与 链表 2 从 头 开 
始 到 loop2 这 一 段 ， 在 那里 第 一 次 相交 即 可 ， 而 不 用 考虑 进 环 该 怎么 处 
理 ， 这 惑 与 问题 二 类 似 ， 只 不 过 问题 二 是 把 null 作 为 一 个 链表 的 终点 ， 而 
这 里 是 把 loop1doop2) 作 为 链表 的 终点 。 但 是 判断 的 主要 过 程 是 相同 的 。 


2. 如 果 loop1! =loop2， 两 个 链表 不 相交 的 拓扑 结构 如 图 2-5 所 示 。 两 个 链 
表 相 交 的 拓扑 结构 如 图 2-6 所 示 。 


Ta 


loop 


图 2-6 


如 何 分 辩 是 这 两 种 拓扑 结构 的 哪 一 种 呢 ? 进入 步骤 3 。 


3. 让 链表 1 从 loop1 出 发 ， 因 为 loop1 和 之 后 的 所 有 节点 都 在 环 上 ， 所 以 将 
来 一 定 能 回 到 loop1。 如 果 回 到 loop1 之 前 并 没有 遇 到 loop2， 说 明 两 个 链表 
的 拓扑 结构 如 图 2-5 所 示 ， 也 就 是 不 相交 ， 直 接 返 回 null; 如 果 回 到 loop1 
之 前 过 到 了 loop2， 说 明 两 个 链表 的 拓扑 结构 如 图 2-6 所 示 ， 也 就 是 相交 。 


因为 loop1 和 1loop2 都 在 两 条 链表 上 ， 只 不 过 loop1 是 离 链表 1 较 近 的 万 点， 
loop2 是 离 链表 2 较 近 的 节点 。 所 以 ， 此 时 返回 loop1 或 1oop2 都 可 以 。 


问题 三 的 具体 实现 参看 如 下 代码 中 的 bothLoop 方 法 。 


public Node bothLoop(Node headi, Node 100p1, Node head2, 
Node 100p2) { 


Node curi = null; 
Node cur2 = null; 
if (loopi == loop2) { 
cur1i = head1; 
cur2 = head2; 
int n = 0; 
while (cur1 ! = loop1) { 
n++; 


cur1 = cur1.next; 


) 
while (cur2 ! = loop2) { 
n--; 
cur2 = cur2.next; 
) 


curl = n> 07? head1 : head2; 
cur2 = cur1i == head1 ? head2 : head1; 
n = Math.abs(n); 
while (n ! = 0) I 
ie, 


cur1 = cur1.next; 


} 


while (cur1 ! = cur2) { 


cur1 cur1.next; 


cur2 cur2.next; 


) 
return curl; 
) else I 
curi = loop1.next; 
while (cur1 ! = loop1) { 
if (cur1 == 100p2) { 
return loop1; 


) 


cur1 = cur1.next; 


} 


return null; 


So 中 的 getIntersectNode 方 法 ， 这 也 是 整个 题目 的 主 方 


Oo 


<< 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node getIntersectNode(Node head1, Node head2) { 
if (headi == null || head2 == null) { 
return null; 
} 
Node loop1 = getLoopNode(headi); 
Node loop2 = getLoopNode(head2); 
if (loop1 == null && loop2 == null) { 


return noLoop(headi, head2); 


} 
if (loopi ! = null && loop2 ! = null) { 
return bothLoop(head1, loopi, head2, loo 

p2); 

) 

return null; 

) 
将 单 链 表 的 每 K 个 节点 之 间 逆 序 

【题目 ]】 


给 定 一 个 单 链表 的 头 万 点 head， 实 现 一 个 调整 单 链表 的 函数 ， 使 得 每 K 个 
节点 之 间 逆 序 ， 如 末 最 后 不 够 K 个 市 点 一 组 ， 则 不 调整 最 后 几 个 市 点 。 


例如 : 


链表 : 1->2->3->4->5->6->7->8->null, K =3 ° 


调整 后 为 ，3->2->1->6->5->4->7->8->null。 其 中 7、8 不 调整 ， 因 为 不 够 一 
组 。 


【难度 】 

it KKSO 

【解答 】 

Bc, WARK 的 值 小 于 2， 不 用 进行 任何 调整 。 因 为 K <1 没 有 意义 ，K==1 
时 ， 代 表 每 1 个 节点 为 1 组 进行 逆序 ， 原 链表 也 没有 任何 变化 。 接 下 来 介 
绍 两 种 方法 ， 如 有 果 链 表 长 度 为 N ， 方 法 一 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空 
间 复 杂 度 为 O(K)。 方 法 二 的 时 间 复 洒 度 为 O(N )， 和 额外 空间 复杂 度 为 O 
(1)。 本 题 考查 面试 者 代码 实现 不 出 错 的 能 力 。 

方法 一 : 利用 栈 结构 的 解法 。 

从 左 到 右 遍 历 链 表 ， 如 采 栈 的 大 小 不 等 于 K , DT A RÉ Hs ARE 


2. 当 栈 的 大 小 第 一 次 到 达 开 时 ， 说 明 第 一 次 凑 齐 了 天 个 节点 进行 逆序 ， 
从 栈 中 依次 弹出 这 些 节 点 ， 并 根据 弹出 的 顺序 重新 连接 ， 这 一 组 逆序 完 
成 后 ， 需 要 记录 一 下 新 的 头 部 ， 同 时 第 一 组 的 最 后 一 个 节点 〈 原 来 是 头 
PA) 应 该 连接 下 一 个 节点 。 


例如 : 链表 1->2->3->4->5->6->7->8->null，K = 3。 第 一 组 节点 进入 栈 ， 
从 栈 顶 到 栈 底 依次 为 3，2，1。 逆序 重 连 之 后 为 3->2->1->...， 然 后 节点 1 
去 连接 节点 4， 链 表 变 为 3->2->1->4->5->6->7->8->null， 之 后 从 节点 4 开始 
不 断 处 理 开 个 下 点 为 一 组 的 后 续 情 况 ， 也 就 是 步骤 3， 并 且 需 要 记录 点 
3， 因 为 链表 的 头 部 已 经 改变 ， 整 个 过 程 结束 后 需要 返回 这 个 新 的 头 市 
点 ， 记 为 newHead ° 


3. 步骤 2 之 后 ， 当 栈 的 大 小 每 次 到 达 天 时 ， 说 明 又 凑 齐 了 一 组 应 该 进行 
选 序 的 节点 ， 从 栈 中 依次 弹出 这 些 节 点 ， 并 根据 弹出 的 顺序 重 狐 连接 。 
这 一 组 逆序 完成 后 ， 该 组 的 第 一 个 节点 (原来 是 该 组 最 后 一 个 节点 ) 应 
该 被 上 一 组 的 最 后 一 个 节点 连接 上 ， 这 一 组 的 最 后 一 个 节点 (原来 是 该 
组 第 一 个 节点 ) 应 该 连接 下 一 个 节点 。 然 后 继续 去 竣 下 一 组 ， 直 到 链表 
AD BORA TE ° 


例如 : 链表 3->2->1->4->5->6->7->8->null，K = 3， 第 一 组 已 经 处 理 完 。 
第 二 组 从 栈 顶 到 栈 底 依次 为 6，。5，4。 逆 序 重 连 之 后 为 6->5->4， 然 后 节点 
6 应 该 被 节点 1 连接 ， 太 点 4 应 该 连接 节点 7， 链 表 变 为 3->2->1->6->5->4- 
>7->8->null。 然 后 继续 从 节点 7 往 下 遍历 。 


4. 最 后 应 该 返回 newHead， 作 为 链表 新 的 头 节 点 。 
方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 reverseKNodes1 方 法 ° 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node reverseKNodesi(Node head, int K) I 
if (K< 2) 4 
return head; 
) 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
Node newHead = head; 
Node cur = head; 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (cur ! = null) I 


next = cur.next; 


stack.push(cur); 
if (stack.size() == K) I 


pre = resigni(stack, pre, next); 


newHead = newHead == head ? cur 
newHead; 
) 
cur = next; 
} 
return newHead; 
) 
meen public Node resigni(Stack<Node> stack, Node left, Node r 
ight 


Node cur = stack.pop(); 

if (left ! = null) < 
left.next = cur; 

) 

Node next = null; 

while (! stack.isEmpty()) I 
next = stack.pop(); 
cur.next = next; 
cur = next; 

) 

cur.next = right; 


return cur; 


方法 二 : 不 需要 栈 结构 ， 在 原 链表 中 直接 调整 。 


用 变量 记录 每 一 组 开始 的 第 一 个 节点 和 最 后 一 个 节点 ， 然后 直接 逆序 调 
整 ， 把 这 一 组 的 节点 都 逆序 。 和 方法 一 一 样 ， 同 样 需 要 注意 第 一 组 节点 
re 以 及 之 后 的 每 个 组 在 逆序 重 连 之 后 ， 需 要 让 该 组 的 第 一 个 

点 SE 一 个 节点 ) 被 之 前 组 的 最 后 一 个 节点 连接 上 ， 将 该 组 
的 最 后 一 点 号 (原来 是 第 六 节点 ) 连接 下 一 个 节点 。 


方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 reverseKNodes2 方 法 。 


RR 


public Node reverseKNodes2(Node head, int K) { 

if (K< 2) { 
return head; 

) 

Node cur = head; 

Node start = null; 

Node pre = null; 

Node next = null; 

int count = 1; 

while (cur ! = null) I 
next = cur.next; 
if (count == K) I 


start = pre == null ? head : pre 
next; 


head = pre == null ? cur : head; 
resign2(pre, start, cur, next); 


pre = start; 


coun 
cur 


} 


return head; 


public void resign2( 
e right) { 


Node pre = s 


Node cur = s 


C++; 


= next; 


Node left, Node start, Node end, 


tart; 


tart.next; 


Node next = null; 

while (cur ! = right) { 
next = cur.next; 
cur.next = pre; 
pre = cur; 
cur = next; 

) 

if (left ! = null) I 
left.next = end; 

) 

start.next = right; 


Nod 
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【题目 】 
给 定 一 个 无 序 单 链表 的 头 节 点 head， 删 除 其 中 值 重 复出 现 的 节点 。 


例如 : 1->2->3->3->4->4->2->1->1->null， 删 除 值 重复 的 节点 之 后 为 1->2- 
>3->4->null ° 


请 按 以 下 要 求实 现 两 种 方法 。 

方法 1: 如 果 链 表 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 达到 O (N) ° 

方法 2: 额外 空间 复杂 上 度 为 O (1)。 

DER] 

E kxxw 

CFE] 

方法 一 : 利用 哈 希 表 。 时 间 复 杂 度 为 O (V )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (N) ° 
具体 过 程 如 下 : 


1. 生成 一 个 哈 硕 表 ， 因 为 头 市 点 古 不 用 删除 的 节操 ， 所 以 首先 将 头 节 后 
的 值 放 入 哈 希 表 。 


2. 从头 节点 的 下 一 个 节点 开始 往 后 遍历 节点 ， 假 设 当前 遍历 到 cur 节 点 ， 
先 检 查 cur 的 值 是 否 在 哈 希 表 中 ， 如 果 在 ， 则 说 明 cur 节 点 的 值 是 之 前 出 现 
过 的 ， 就 将 cur 节 点 删除 ， 删 除 的 方式 是 将 最 近 一 个 没有 被 删除 的 节点 pre 
连接 到 cur 的 下 一 个 节点 ， 即 pre.next=curnext。 如 果 不 在 ， 将 curP 点 的 值 
加 入 哈 希 表 ， 同 时 令 pre=cur， 即 更 新 最 近 一 个 没有 被 删除 的 节点 。 


方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 removeRep1 方 法 。 


public Node { 


public int value; 


public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void removeRepi(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer>(); 
Node pre = head; 
Node cur = head.next; 
set.add(head.value); 
while (cur ! = null) I 
if (set.contains(cur.value)) { 
pre.next = cur.next; 
} else { 
set.add(cur.value); 
pre = cur; 
) 


cur = cur.next; 


类 似 选 择 排 序 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 O(N:)， 额 外 空间 复杂 度 
HO (1) ° 


例如 ， 链 表 1->2->3->3->4->4->2->1->1->null ° 


首先 是 头 节点 ， 节 点 值 为 1， 往 后 检查 所 有 值 为 1 的 节点 ， 全 部 删除 GE 
表 变 为 : 1->2->3->3->4->4->2->null o 


然后 是 第 二 个 节点 ， 节 点 值 为 2， 往 后 检查 所 有 值 为 2 的 节点 ， 全 部 删 
R o RDH: 1->2->3->3->4->4->null ° 


接着 是 第 三 个 节点 ， 节 点 值 为 ?3， 往 后 检查 所 有 值 为 3 的 节点 ， 全 部 删 
除 。 链 表 变 为 : 1->2->3->4->4->null。 


最 后 是 第 四 个 节点 ， 节 点 值 为 4， 往 后 检查 所 有 值 为 4 的 节点 ， 全 部 删 
R o RDH: 1->2->3->4->null。 


删除 过 程 结 束 。 
方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 removeRep2 方 法 。 


public void removeRep2(Node head) { 
Node cur = head; 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (cur ! = null) I 
pre = cur; 
next = cur.next; 
while (next ! = null) I 
if (cur.value == next.value) { 
pre.next = next.next; 


} else { 


pre = next; 


} 


next = next.next; 


} 


cur = cur.next; 


在 单 链表 中 删除 指定 值 的 广 辟 


【题目 】 


给 定 一 个 链表 的 头 节 点 head 和 一 个 整数 num， 请 实现 函数 将 值 为 num 的 节 
点 全 部 删除 。 


例如 ， 链 表 为 1->2->3->4->null，num=3， 链 表 调 整 后 为 : 1->2->4->null。 
【难度 】 

E Ko 

【解答 】 


方法 一 : 利用 栈 或 者 其 他 容器 收集 节点 的 方法 。 时 间 复 杂 度 为 OD (W)， 额 
外 空间 复杂 度 为 O (W)。 


将 值 不 等 于 num 的 节点 用 栈 收集 起 来 ， 收 集 完 成 后 重新 连接 即 可 。 最 后 将 
BORE BIT SMEDT ARE, Å ØRESUS RA 
remove Value1 J7V% ° 


public Node removeValuei(Node head, int num) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 


while (head ! = null) { 


if (head.value ! = num) { 
stack.push(head); 

) 
head = head.next; 

) 

while (! stack.isEmpty()) I 
stack.peek().next = head; 
head = stack.pop(); 

) 


return head; 


方法 二 : 不 用 任何 容器 而 直接 调整 的 方法 。 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空 
间 复 杂 度 为 O (1)。 


首先 从 链表 头 开始 ， 找 到 第 一 个 值 不 等 于 num 的 和 点 ， 作 为 新 的 头 下 点 ， 
这 个 节点 是 肯定 不 用 删除 的 ， 记 为 newHead。 继 续 往 后 遍历 ， 假 设 当 前 节 
点 为 cur， 如 果 curT 点 值 等 于 num， 就 将 cur 和 点 删除 ， 删 除 的 方式 是 将 之 
前 最 近 一 个 值 不 等 于 num 的 和 点 pre 连 接 到 cur 的 下 一 个 节点 ， 即 
pre.next=cur.next; 如 果 curT 点 值 不 等 于 num， 就 令 pre=cur， 即 更 狐 最 近 
一 个 值 不 等 于 num 的 节点 。 


具体 实现 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeValue2 方 法 。 


public Node removeValue2(Node head, int num) { 


while (head ! = null) { 
if (head.value ! = num) { 
break; 


head = head.next; 

) 

Node pre = head; 

Node cur = head; 

while (cur ! = null) I 
if (cur.value == num) { 

pre.next = cur.next; 

} else { 


pre = cur; 
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【题目 】 


对 二 又 树 的 节点 来 说 ， 有 本 身 的 值 域 ， 有 指 同 左 孩子 和 右 孩 子 的 两 个 指 
针 ; 对 双向 链表 的 市 点 来 说 ， 有 本 身 的 值 域 ， 有 指向 上 一 个 市 点 和 下 一 
个 而 点 的 指针 。 在 结构 上 ， 两 种 结构 有 相似 性 ， 现 在 有 一 棵 搜索 二 文 
树 ， 请 将 其 转换 为 一 个 有 序 的 双 疝 链表 。 


例如 ， 市 点 定义 为 : 


public class Node { 


public int value; 


public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


} 


一 棵 搜索 二 叉 树 如 图 2-7 所 示 。 
a hi 
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图 2-7 
这 标 搜 索 二 又 树 转 换 后 的 双 同 链表 从 头 到 尾 依次 是 1 一 9。 对 每 一 个 节点 
来 说 ， 原 来 的 right 指 针 等 价 于 转换 后 的 next 指 针 ， 原 来 的 left 指 针 等 价 于 
转换 后 的 last 指 针 ， 最 后 返回 转换 后 的 双 癌 链表 头 节 点 。 

【难度 】 
E wk 


【解答 】 


方法 一 : 用 队列 等 容器 收集 二 叉 树 中 序 电 历 结果 的 方法 。 时 间 复 杂 度 为 O 
(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N )， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 生成 一 个 队列 ， 记 为 queue， 按 照 二 又 树 中 序 裔 历 的 顺序 ， 将 每 个 廊 
点 放 入 queue 中 。 


2. 从 queue 中 依次 弹出 节点 ， 并 按照 弹出 的 顺序 重 连 所 有 的 节点 即 可 。 
方法 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 convert1 方 法 。 


public Node converti(Node head) { 

Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 

inOrderToQueue(head, queue); 

if (queue.isEmpty()) I 
return head; 

) 

head = queue.poll(); 

Node pre = head; 

pre.left = null; 

Node cur = null; 

while (! queue.isEmpty()) I 
cur = queue.poll(); 
pre.right = cur; 
cur.left = pre; 
pre = cur; 

} 

pre.right = null; 


return head; 


public void inOrderToQueue(Node head, Queue<Node> queue) 


if (head == null) { 
return; 
) 
inOrderToQueue(head.left, queue); 
queue.offer(head); 


inOrderToQueue(head.right, queue); 


方法 二 : 利用 递归 函数 ， 除 此 之 外 不 使 用 任何 容器 的 方法 。 时 间 复 杂 度 
为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (h )，h 为 二 又 树 的 高 度 ， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 实现 递归 函数 process。process 的 功能 是 将 一 棵 搜索 二 叉 树 转换 为 一 个 
结构 有 点 特殊 的 有 序 双 同 链 表 。 结 构 特殊 是 指 这 个 双 同 链表 尾市 点 的 
right 指 针 指 向 该 双向 链表 的 头 和 节点。 函数 process 最 终 返 回 这 个 链表 的 尾 
TA 


例如 : 搜索 二 又 树 只 有 一 个 节点 时 ， 在 经 过 process 处 理 后 ， 形 成 如 图 2-8 
所 示 的 形式 ， 节 后 返回 和 点 1。 


二 又 树 双 问 链表 


process L 


L R R 


null null 


图 2-8 


搜索 二 又 树 较为 一 般 的 情况 ， 在 经 过 process 处 理 后 ， 变 为 如 图 2-9 所 示 的 
形式 ， 最 后 返回 节点 3。 


=H 双向 链表 


TOCESS 


p > 


L R L R 


null null null null 


图 2-9 


总 之 ，process 函 数 的 功能 是 将 一 棵 搜索 二 又 树 变 成 有 序 的 双 回 链表 ， 然 
后 让 最 大 值 下 点 的 right 指 针 指向 最 小 值 闻 点 ， 最 后 返回 最 大 值 站 点 。 


那么 递归 函数 process 应 该 如 何 实现 呢 ? 
假设 一 棵 搜索 二 又 树 如 图 2-10 所 示 。 


图 2-10 


节点 4 为 头 节 点 ， 先 用 process 函 数 处 理 左 子 树 ， 就 将 左 子 树 转 换 成 了 有 序 
双 癌 链表 ， 同 时 返回 尾 节 点 ， 记 为 leftE;， FA process BUH ATH , 
就 将 右 子 树 转 换 成 了 有 序 双 和 同 链 表 ， 同 时 返回 尾 世 点 ， 记 为 rightE， 如 图 


2-11 所 示 。 
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图 2-11 


接 下 来 ， 把 节点 3 〈 左 子 树 process 处 理 后 的 返回 节点 ) 的 right 指 针 连 向 节 
点 4， 忆 点 4 的 left 指 针 连 向 节点 3， 节 点 4 的 right 指 针 连 向 节点 5 ( 右 子 树 
process 处 理 后 的 返回 和 点 为 节点 7， 通 过 世 点 7 的 right 指 针 可 以 找到 点 
5) ， 节 点 5 的 left 指 针 连 向 节点 4， 就 完成 了 整个 棵 树 向 有 序 双向 链表 的 转 
换 。 最 后 根据 process 函 数 的 要 求 ， 把 节点 7 ( 右 子 树 process 处 理 后 的 返回 
节点 ) 的 right 指 针 连 向 节点 1《〈 左 子 树 process 处 理 后 的 返回 节点 为 节点 
Er ， 然 后 返回 节点 7 即 可 ， 如 图 2- 
12FTIR ° 


图 2-12 


一 开始 时 把 整 棵 树 的 头 季 点 作为 参数 传 进 process 函 数 ， 然 后 每 棵 子 树 都 
+ 函数 process 的 过 程 ， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 process 方 
y o 

Att Z BRP PPA) BEE T RER TT AZ Ja RE ET SE? 
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过 程 才能 找到 两 端的 麻烦 。 

2. 通过 process 过 程 得 到 的 双向 链表 是 尾 节 点 的 right 指 针 连 向 头 节 点 的 结 
构 。 所 以 ， 最 终 需 要 将 尾 节 点 的 right 指 针 设置 为 null 来 让 双 癌 链表 变 成 正 
THERE ° 

方法 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 convert2 方 法 。 


public Node convert2(Node head) { 
if (head == null) < 
return null; 
) 
Node last = process(head); 
head = last.right; 
last.right = null; 


return head; 


public Node process(Node head) { 


if (head == null) { 
return null; 


} 


Node leftE = process(head.left); // 左边 结束 


Node rightE = process(head.right); // 右边 结束 


Node leftS = leftE ! = null ? leftE.right : null 
; // 左边 开始 

Node rights = rightE ! = null ? rightE.right : n 
ull; // 右边 开始 

if (leftE ! = null && rightE ! = null) { 


leftE.right = head; 
head.left = leftE; 
head.right = rightS; 
rightS.left = head; 
rightE.right = lefts; 
return rightE; 

} else if (leftE ! = null) { 
leftE.right = head; 
head. left = leftE; 
head.right = lefts; 
return head; 

} else if (rightE ! = null) { 
head.right = rightS; 
rightS.left = head; 


rightE.right = head; 


return rightE; 
} else { 
head.right = head; 


return head; 


} 


关于 方法 二 中 时 间 复 杂 度 与 空间 复 洒 度 的 解释 ， 可 以 用 process 递 归 函 数 
发 生 的 次 数 来 估算 时 间 复 杂 度 ，process 会 处 理 所 有 的 子 树 ， 子 树 的 数量 
就 古 二 义 树 方 点 的 个 数 。 所 以 时 间 复 杂 度 为 O(N )，process 递 归 函 数 最 多 
占用 二 叉 树 高 度 为 的 栈 空间 ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (h) e 


【扩展 】 


相信 读者 已 经 注意 到 ， 本 题 在 复杂 度 方面 能 够 达到 的 程度 完全 取决 于 二 
又 树 遍 历 的 实现 ， 如 果 一 个 二 又 树 遍 历 的 实现 在 时 间 和 空间 复杂 度 上 足 
够 好 ， 那么 本 题 就 可 以 做 到 在 时 间 复 杂 度 和 空 3 间 复 杂 度 上 同样 好 。 如 果 
THAT HON, ， 有 没有 时 间 复 杂 度 为 O (V)、 额 外 空间 复杂 度 为 O 
(DØ D SEE? 如 果 有 这 样 的 实现 ， 那 本 题 也 一 定 有 时 间 复 杂 度 为 O 
(N )、 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1) 的 方法 。 既 不 用 栈 ， 也 不 用 递归 函数 ， 只 用 
有 限 的 几 个 变量 就 可 以 实现 ， 这 样 的 遍历 实现 是 有 的 。 欢 迎 有 兴趣 的 读 
者 阅读 本 书 “ 人 遍历 二 又 树 的 神 级 方法 ”问题 ， 然 后 结合 神 级 的 遍历 方法 再 


重新 实现 这 道 题 。 
单 链 表 的 选择 排序 


【题目 】 

给 定 一 个 无 序 单 链表 的 头 节 点 head， 实 现 单 链表 的 选择 排序 。 
要 求 : 额外 空间 复杂 度 为 O (1) © 

【难度 】 

I Hi 


【解答 】 


既然 要 求 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 就 不 能 把 链表 装 进 数 组 等 容器 中 排 
序 ， 排 好 序 之 后 再 重新 连接 ， 而 是 要 求 面试 者 在 原 链表 上 利用 有 限 几 个 
变量 完成 选择 排序 的 过 程 。 选 择 排序 是 从 未 排序 的 部 分 中 找到 最 小 值 ， 
然后 放 在 排 好 序 部 分 的 尾部 ， 逐 渐 将 未 排序 的 部 分 缩小 ， 最 后 全 部 变 成 
排 好 序 的 部 分 。 本 书 实现 的 方法 模拟 了 这 个 过 程 。 


1. 开始 时 默认 整个 链表 都 是 未 排序 的 部 分 ， 对 于 找到 的 第 一 个 最 小 值 币 
点 ， 肯 定 是 整个 链表 的 最 小 值 丰 点， 将 其 设置 为 新 的 头 世 点 记 为 
newHead 。 


2. 每 次 在 未 排序 的 部 分 中 找到 最 小 值 的 节点 ， 然 后 把 这 个 节点 从 未 排序 
的 链表 中 删除 ， 删 除 的 过 程 当然 要 你 证 未 排序 部 分 的 链表 在 结构 上 不 至 
于 断 开 ， 例 如 ，2->1->3， 删 除 节点 1 之 后 ， 链 表 应 该 变 成 2->3， 这 就 要 来 
我 们 应 该 找到 要 删除 节操 的 前 一 个 市 感 。 


on (也 就 是 每 次 的 最 小 值 世 点 ) 连接 到 排 好 序 部 分 的 链表 
FBP ° 


4. 全 部 过 程 处 理 完 后 ， 整 个 链表 都 已 经 有 序 ， 返 回 newHead 。 


和 选择 排序 一 样 ， 如 果 链 表 的 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 为 O(N*)， 额 外 空间 
复杂 度 为 0 (1) ° 


本 题 依 然 是 考查 调整 链表 的 代码 技巧 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
selectionSort 方 法 。 


public static class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public static Node selectionSort(Node head) { 


Node tail = null; // 排序 部 分 尾部 


Node cur 
Node smallPre = null; // 最 小 节点 的 前 一 个 节点 


Node small = null; // 最 小 的 节点 


= head; // 未 排序 部 分 头 部 


while (cur ! = null) I 


} 


small = cur; 
smallPre = getSmallestPreNode(cur); 
if (smallPre ! = null) { 
small = smallPre.next; 
smallPre.next = small.next; 
) 
Cur = cur == small ?3 cur.next : cur; 
if (tail == null) { 
head = small; 
} else { 
tail.next = small; 


} 


tail = small; 


return head; 


public Node getSmallestPreNode(Node head) { 
Node smallPre = null; 
Node small = head; 
Node pre = head; 
Node cur = head.next; 
while (cur ! = null) { 
if (cur.value < small.value) { 
smallPre = pre; 


small = cur; 


pre = cur; 
cur = cur.next; 


} 


return smallPre; 


一 种 怪异 的 万 点 删除 方式 


【题目 】 

链表 节点 值 类 型 为 int 型 ， 给 定 一 个 链表 中 的 节点 node， 但 不 给 定 整 个 链 
表 的 头 节点 。 如 何在 链表 中 删除 node? 请 实现 这 个 函数 ， 并 分 析 这 人 么 会 
出 现 哪 些 问题 。 

要 求 : 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 

【难度 】 

E Xxxx 


【解答 】 
本 题 的 思路 很 位 单 ， 举 例 束 能 说 明 具 体 的 做 法 。 


例如 ， 链 表 1->2->3->null， 只 知道 要 删除 点 2， 而 不 知道 头 万 点 。 那 么 
只 需 把 下 点 2 的 值 变 成 万 点 3 的 值 ， 然 后 在 链表 中 删除 节点 3 即 可 。 


ERE 出 现 的 次 数 很 多 ， 这 么 做 看 起 来 非常 方便 ， 但 其 实 是 有 很 大 问 


题 的 。 


问题 一 : 这 样 的 删除 方式 无 法 删除 最 后 一 个 节点 。 还 是 以 原 示 例 来 说 
明 ， 如 果 知 道 要 删除 节点 3， 而 不 知道 头 节点 。 但 它 是 最 后 的 节点 ， 根 本 
没有 下 一 个 节点 来 代 蔡 节点 3 被 删除 ， 那 么 只 有 让 市 点 2 的 next 指 向 null 这 
一 种 办 法 ， 而 我 们 又 根本 找 不 到 市 点 2， 所 以 根本 没 法 正确 删除 节点 3。 
读者 可 能 会 问 ， 我 们 能 不 能 把 节点 3 在 内 存 上 的 区 域 变 成 null 呢 ? 这 样 不 
就 相当 于 让 节点 2 的 next 指 针 指 向 了 nul， 起 到 节点 3 被 删除 的 效果 了 吗 ? 
不 可 以 。null 在 系统 中 是 一 个 特定 的 区 域 ， 如 果 想 让 节点 2 的 next 指 针 指 癌 
null, DUKET 2 - 


问题 二 : 这 种 删除 方式 在 本 质 上 根本 就 不 古 删除 了 node 广 点， 而 是 把 
node 下 点 的 值 改变 ， 然 后 删除 node 的 下 一 个 节点 ， 在 实际 的 工程 中 可 能 
会 市 来 很 大 问题 。 比 如 ， 工 程 上 的 一 个 市 点 可 能 代表 很 复 洒 的 结构 ， 市 
点 值 的 复制 会 相当 复杂 ， 或 者 可 能 改变 市 点 值 这 个 操作 都 是 被 禁止 的 ; 
再 如 ， 工 程 上 的 一 个 节点 代 表 提 供 服 务 的 一 个 服务 器 ， 外 界 对 每 个 入 点 
er 比如 ， 示 例 中 删除 节点 2 时 ， 其 实 影响 了 下 点 3 对 外 提供 
y F o 


这 种 删除 方式 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeNodeWired 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void removeNodeWired(Node node) { 
if (node == null) { 
return; 


} 


Node next = node.next; 
if (next == null) I 


throw new RuntimeException("can not remo 
ve last node."); 


} 


node.value = next.value; 


node.next = next.next; 


向 有 序 的 环形 单 链表 中 插入 新 节操 


【题目 】 

一 个 环形 单 链 表 从 头 市 点 head 开 始 不 降序 ， 同 时 由 最 后 的 节点 指 回头 市 
护 。 给 定 这 样 一 个 环形 单 链表 的 头 市 点 head 和 一 个 整数 hum， 请 生成 三 点 
eo 并 插入 到 这 个 环形 链表 中 ， 保 证 调整 后 的 链表 依然 有 
予 o 

【难度 】 

E KR 

【解答 】 


ee ek (N )、 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1) 的 方法 。 具 体 过 程 
HD: 


1. 生成 节点 值 为 num 的 新 节点 ， 记 为 node。 
2. 如果 链表 为 空 ， 让 node 目 己 组 成 环形 链表 ， 然 后 直接 返回 node。 


3. 如 果 链 表 不 为 空 ， 令 变量 pre=head，cur=head.next， 然 后 令 pre 和 cur 同 
步 移动 下 去 ， 如 果 遇 到 pre 的 节点 值 小 于 或 等 于 num， 并 且 cur 的 节点 值 大 
于 或 等 于 num， 说 明 node 应 该 在 pre 节 点 和 curT 点 之 间 揪 入 ， 揪 入 node， 
然后 返回 head 即 可 。 例 如 ， 链 表 1->3->4->1->...，num=2。 应 该 把 节点 值 
为 2 的 节点 揪 入 到 1 和 3 之 间 ， 然 后 返回 头 节 点 。 


4. 如 果 pre 和 cur 转 了 一 圈 ， 这 期 间 都 没有 发 现 步 骤 3 所 说 的 情况 ， 说 明 
node 应 该 插入 到 头 市 点 的 前 面 ， 这 种 情况 之 所 以 会 发 生 ， 要 么 是 因为 
node 订 点 的 值 比 链表 中 每 个 市 点 的 值 都 大 ， 要 么 是 因为 node 的 值 比 链表 
中 每 个 节点 的 值 都 小 。 


分 别 举 两 个 例子 : 示例 1， 链 表 1->3->4->1->...，num=5， 应 该 把 节点 值 
ASH THAR, THA BIT ALA BT; 示例 2， 和 链表 1->3->4->1->.…. 
num=0， 也 应 该 把 节点 值 为 0 的 节点 ， 插 入 到 节点 1 的 前 面 。 


5. 如 采 node 广 点 的 值 比 链表 中 每 个 市 点 的 值 都 大 ， 返 回 原来 的 头 市 点 即 
可 ; 如 采 node 市 点 的 值 比 链 表 中 每 个 节点 的 值 痢 小， 应 该 把 node 作 为 链 
FORAKT KE] ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 insertNum 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node insertNum(Node head, int num) { 


Node node = new Node(num); 

if (head == null) { 
node.next = node; 
return node; 

) 

Node pre = head; 

Node cur = head.next; 

while (cur ! = head) { 


if (pre.value <= num && cur.value >= num 


pA 


break; 


pre = cur; 
cur = cur.next; 


) 


pre.next = node; 
node.next = cur; 


return head.value < num ? head : node; 


合并 两 个 有 序 的 单 链表 


【题目 】 


给 定 两 个 有 序 单 链表 的 头 节 点 head1 和 head2， 请 合并 两 个 有 序 链 表 ， 合 并 
后 的 链表 依然 有 序 ， 并 返回 合并 后 链表 的 头 节 点 。 


例如 : 


0->2->3->7->null 

1->3->5->7->9->null 

合并 后 的 链表 为 : 0->1->2->3->3->5->7->7->9->null 
【难度 】 

E Kos 

【解答 】 


本 题 比较 人 简单， 假设 两 个 链表 的 长 度 分 别 为 M 和 N ， 直 接 给 出 时 间 复 杂 
EKO (M +N )、 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1) 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 如果 两 个 链表 中 有 一 个 为 空 ， 说 明 无 须 合 并 过 程 ， 返 回 男 一 个 链表 的 
AT ABE - 


2. 比较 head1 和 head2 的 值 ， 小 的 节点 也 是 合并 后 链表 的 最 小 节点 ， 这 个 
节点 无 疑 应 该 是 合并 链表 的 关节 点 ， 记 为 head; 在 之 后 的 步骤 里 ， 哪 个 
ER REE 男 一 个 链表 的 所 有 市 点 都 会 依次 插入 到 这 个 链 


3. 不 妨 设 head 世 点 所 在 的 链表 为 链表 1， 另 一 个 链表 为 链表 2。 链 表 1 和 
链表 2 都 从 头 部 开始 一 起 壳 历 ， 比 较 每 次 遇 历 到 的 两 个 节点 的 值 ， 记 为 
cu1 和 cur2， 然 后 根据 大 小 关系 做 出 不 同 的 调整 ， 同 时 用 一 个 变量 pre 表 示 
上 次 比较 时 值 较 小 的 节点 。 


例如 ， 链 表 1 为 1->5->6->null， 链 表 2 为 2->3->7->null 。 


curl=1, cur2=2, pre=null 。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 curl 较 
小 ， 所 以 令 pre=curl=1， 然 后 继续 遍历 链表 1 的 下 一 个 站 点 ， 也 怠 是 和 点 
50 


curl=5, cur2=2, pre=1 ° cur2/NFcurl, ik prefYnextfE £1 48 ll cur2, cur2 
的 next 指 针 指 向 cur1， 这 样 ，cur2 便 插入 到 链表 1 中 。 因 为 此 时 cur2 较 小 ， 
所 以 令 pre=cur2=2， 然 后 继续 遍历 链表 2 的 下 一 个 太 点 ， 也 就 是 字 点 3。 这 
一 步 完 成 后 ， 链 表 1 变 为 1->2->5->6->null ， 链 表 2 变 为 3->7->null， 
curl=5, cur2=3, pre=2° 


curl=5，cur2=3，pre=2。 此 时 又 是 cur2 较 小 ， 与 上 一 步调 整 类 似 ， 这 一 
完成 后 ， 链 表 1 变 为 1->2->3->5->6->nul ， 链 表 2 为 7->null ，cur1=5， 
cur2=7, pre=3 ° 


cur1=5，cur2=7，pre=3。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 curl 较 小 ， 
所 以 令 pre=cur1=5， 然 后 继续 遍历 链表 1 的 下 一 个 节点 ， 也 就 是 节点 6 。 


cur1=6，cur2=7，pre=5。curl 小 于 cur2， 不 做 调整 ， 因 为 此 时 curl 较 小 ， 
所 以 令 pre=cur1=6， 此 时 已 经 走 到 链表 1 的 最 后 一 个 节点 ， 再 往 下 就 结 
束 ， 如 果 链 表 1 或 链表 2 有 任何 一 个 走 到 了 结束 ， 就 进入 步 又 4 。 


A. 如 果 链 表 1 先 走 完 ， 此 时 cur1=null，pre 为 链表 1 的 最 后 一 个 三 点 ， 那 么 
束 把 pre 的 next 指 守 指 疝 链表 2 当前 的 节点 ( 即 cur2) ， 表 示 把 链表 2 没 裔 万 
到 的 有 序 部 分 直接 拼接 到 最 后 ， 调 整 结束 。 如 果 链 表 2 先 走 完 ， 说 明 链 表 
2 的 所 有 节点 都 已 经 插入 到 链表 1 中 ， 调 整 结束 。 

返回 合并 后 链表 的 头 和 点 head 。 


5 
全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 merge 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node merge(Node head1, Node head2) { 
if (headi == null || head2 == null) { 


return head1 ! = null ? headi : head2; 


Node head = head1.value < head2.value ? head1 
head2 


Node curi = head == head1 ? head1 : head2; 
Node cur2 = head == head1 ? head2 : head1; 
Node pre = null; 
Node next = null; 
while (curt ! = null && cur2 ! = null) I 
if (curi.value <= cur2.value) { 
pre = curl; 
curl = curi.next; 
} else { 
next = cur2.next; 
pre.next = cur2; 
cur2.next = curl; 
pre = cur2; 


cur2 = next; 


} 


pre.next = curt == null ? cur2 : curi; 


return head; 


按照 左右 半 区 的 方式 重新 组 合 单 链表 


【题目 】 


给 定 一 个 单 链 表 的 头 部 节点 head， 链 表 长 度 为 N ， 如 果 为 偶数 ， 那 么 前 
N /2 个 节点 算 作 左 半 区 ， 后 N /2 个 节点 算 作 右 半 区 ;如果 DF, HLA 
BIN /2 个 节点 算 作 左 半 区 ， 后 N /2+1 个 节点 算 作 右 半 区 。 左 半 区 从 左 到 右 
依次 记 为 L1->L2->...， 右 半 区 从 左 到 右 依 次 记 为 R1->R2->...， 请 将 单 链 
表 调 整 成 L1->R1->L2->R2->... 的 形式 。 


例如 : 


1->nul， 调 整 为 1->null。 


1->2->null， 调 整 为 1->2->null ° 

1->2->3->null， 调 整 为 1->2->3->null ° 

1->2->3->4->null， 调 整 为 1->3->2->4->null ° 
1->2->3->4->5->null， 调 整 为 1->3->2->4->5->null。 
1->2->3->4->5->6->null， 调 整 为 1->4->2->5->3->6->null。 
【难度 】 

E 207 0x 

CFE] 


假设 链表 的 长 度 为 N， 直 接 给 出 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 和 额外 空间 复杂 度 为 
O (1) 的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 如 果 链 表 为 空 或 长 度 为 1， 不 用 调整 ， 过 程 直 接 结束 。 

2. 链表 长 度 大 于 1 时 ， 遍 历 一 遍 找 到 左 半 区 的 最 后 一 个 节点 ， 记 为 mid 。 
例如 : 1->2，mid 为 1:1->2->3，mid 为 1:1->2->3->4，mid 为 2:1->2->3->4- 
>5，mid 为 2;1->2->3->4->5->6，mid 为 3。 也 就 是 说 ， 从 长 度 为 2 开始 ， 长 
度 每 增加 2，mid 就 往 后 移动 一 个 节点 。 


3. 遇 历 一 遇 找 到 mid 之 后 ， 将 左 半 区 与 右 半 区 分 离 成 两 个 链表 
(mid.next=null) ， 分 别 记 为 left(head) 和 right (原来 的 mid.next) ° 


4. 将 两 个 链表 按照 题目 要 求 合 并 起 来 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 relocate 方 法 ， 其 中 的 mergeLR 方 法 为 步骤 4 
的 合并 过 程 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node next; 
public Node(int value) { 


this.value = value; 


public void relocate(Node head) { 
if (head == null || head.next == null) { 
return; 
) 
Node mid = head; 
Node right = head.next; 


while (right.next ! = null && right.next.next ! 
= null) I 


mid = mid.next; 

right = right.next.next; 
) 
right = mid.next; 
mid.next = null; 


mergeLR(head, right); 


public void mergeLR(Node left, Node right) { 

Node next = null; 

while (left.next ! = null) { 
next = right.next; 
right.next = left.next; 
left.next = right; 
left = right.next; 
right = next; 

} 


left.next = right; 
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分 别 用 递归 和 非 递 归 方 式 实现 二 又 树 先 
Fr > SEE FEN 

【题目 】 

用 递归 和 非 递归 方式 ， 分 别 按照 二 中 序 和 后 序 打 印 所 有 的 证 

点 。 我 们 约定 : 先 序 遍历 顺序 为 根 、 左 、 右 ; FREDA SR 

A; ERR AE å Å e 

【难度 】 

B kr 

【解答 】 


用 递归 方式 实现 三 种 遍历 是 教材 上 的 基础 内 容 ， 本 书 不 再 详 述 ， 直 接 给 
出 代码 实现 。 


先 序 裔 历 的 递归 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 preOrderRecur 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void preorderRecur (Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
} 
System.out.print(head.value + " "); 
preorderRecur(head.left); 


preorderRecur(head.right); 


历 的 递归 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 inOrderRecur 方 法 。 


+ 
3 
Et 


public void inOrderRecur(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 


) 


inOrderRecur(head.left); 
System.out.print(head.value + " "); 


inOrderRecur(head.right); 


Jå Fra AVA SCS Ba UN PAR HJposOrderRecur À ik ° 


public void posOrderRecur(Node head) { 


if (head == null) { 
return; 

} 

posOrderRecur(head.left); 

posorderRecur(head.right); 

System.out.print(head.value + " "); 

} 

用 递归 方法 解决 的 问题 都 能 用 非 递归 的 方法 实现 。 这 是 因为 递归 方法 无 
非 就 是 利用 函数 栈 来 保存 信息 ， 如 果 用 自己 申请 的 数据 结构 来 代 蔡 函数 
栈 ， 也 可 以 实现 相同 的 功能 。 
用 非 递归 的 方式 实现 二 又 树 的 先 序 志 历 ， 具 体 过 程 如 下 : 
1. 申请 一 个 新 的 栈 ， 记 为 stack。 然 后 将 头 节 点 head 压 入 stack 中 。 


2. 从 stack 中 弹出 栈 顶 节点 ， 记 为 cur， 然 后 打印 cur 节 点 的 值 ， 再 将 节点 
cur 的 右 孩 子 〈 不 为 空 的 话 ) 先 讨 入 stack 中 ， 最 后 将 cur 的 左 孩子 〈 不 为 空 
的 话 ) 压 入 stack 中 。 

3. 不 断 重 复 步 又 2， 直 到 stack 为 空 ， 全 部 过 程 结 束 。 


下 面 举例 说 明 整 个 过 程 ， 一 棵 二 叉 树 如 图 3-1 所 示 。 


图 3-1 


节点 1 先入 栈 ， 然 后 弹出 并 打印 。 接 下 来 先 把 节点 3 压 入 stack， 再 把 节点 2 
压 入 ，stack 从 栈 顶 到 栈 底 依 次 为 2，3。 


节点 2 弹出 并 打印 ， 把 节点 5 压 入 stack， 再 把 节点 4 讨 入 ，stack 从 栈 顶 到 栈 
底 为 4，5，3。 


DRAGE HITEN, TRASEEN stack, stack MK ENKE RK 
Bunde 


TASTE IFITEN, VASKET EN stack, stack MI MENE KIK 
30 


节点 3 弹出 并 打印 ， 把 节点 7 压 入 stack， 再 把 节点 6 压 入 ，stack 从 栈 顶 到 栈 
底 为 6，7 。 


节点 6 弹出 并 打印 ， 节 点 6 没有 孩子 压 入 stack，stack 目 前 从 栈 顶 到 栈 拭 为 
7e 


TATA, DATE TE stack, stackE ina, HERE 


o 


整个 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 preOrderUnRecur 方 法 。 


public void preOrderUnRecur(Node head) { 
System.out.print("pre-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
stack.add(head); 
while (! stack.isEmpty()) { 
head = stack.pop(); 


System.out.print(head.value + " 


"D; 


if (head.right ! = null) { 


stack.push(head.right); 


) 

if (head.left ! = null) { 
stack.push(head.left ); 

) 


} 


System.out.println(); 


FEAR USC AE Fo), BØTER: 
1. 申请 一 个 新 的 栈 ， 记 为 stack。 初 始 时 ， 令 变量 cur=head。 


2. 先 把 cur 下 点 压 入 栈 中 ， 对 以 cur 节 点 为 头 的 整 棵 子 树 来 说 ， 依 次 把 左 
边界 讨 入 栈 中 ， 即 不 停 地 令 cur=curleft， 然 后 重复 步骤 2。 


3. 不 断 重 复 步 骤 2， 直 到 发 现 cur 为 空 ， 此 时 从 stack 中 弹出 一 个 节点 ， 记 
为 node。 打 印 node 的 值 ， 并 且 让 cur=node.right， 然 后 继续 重复 步骤 2。 


4， 当 stack 为 空 且 cur 为 空 时 ， 整 个 过 程 停止 。 
还 是 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 


初始 时 cur 为 节点 1， 将 节点 1 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 节点 2 。 
(步骤 1+ 步 又 2) 


cur 为 节点 2， 将 节点 2 压 入 stack， 令 cur=curleft， 即 cur 变 为 节点 4。 (步骤 
2) 


cur 为 节点 4， 将 节点 4 压 入 stack， 令 cur=curleft， 即 cur 变 为 null， 此 时 stack 
从 栈 顶 到 栈 底 为 4，2，1。 (步骤 2) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 4(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 为 
null, 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2， 1° 《步骤 3) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 2(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 变 为 
TAS, 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1 o 《步骤 3) 


cur 为 节点 5， 将 节点 5 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 null， 些 时 stack 
从 栈 顶 到 栈 底 为 5，1。 (步骤 2) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 50ode) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 仍 为 
null, 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1 。 《步骤 3) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 1(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 变 为 
节点 3， 此 时 stack 为 空 。 (步骤 3) 


cur 为 节点 3， 将 节点 3 压 入 stack， 令 cur=curleft 即 cur 变 为 节点 6; 此 时 stack 
从 栈 顶 到 栈 底 为 3。 ( 步 又 2) 


cur 为 节点 6， 将 节点 6 压 入 stack， 令 cur=cur.left 刀 cur 变 为 null， 些 时 stack 从 
栈 顶 到 栈 底 为 6 3° ( 步 又 2) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 节点 6Oode) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 仍 为 
null, 此 时 stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 3 。 (273) 


cur null, 从 stack 弹 出 节点 3(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 变 为 
节点 7， 此 时 stack 为 空 。 《步骤 3) 


cur 为 节点 7， 将 节点 7 压 入 stack， 令 cur=cur.left， 即 cur 变 为 null， 些 时 stack 
从 栈 顶 到 栈 底 为 7。 ( 步 又 2) 


cur 为 null， 从 stack 弹 出 方 点 7(node) 并 打印 ， 令 cur=node.right， 即 cur 仍 为 
null， 此 时 stack 为 空 。 ( 步 又 3) 


cur 为 null，stack 也 为 空 ， 整 个 过 程 停止 。 ( 步 又 4) 


通过 与 例子 结合 的 方式 我 们 发 现 ， 步 又 1 到 步 又 4 就 是 依次 先 打印 左 子 
树 ， 然 后 是 每 棵 子 树 的 头 节 点 ， 最 后 打印 石子 树 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 inOrderUnRecur 方 法 。 


public void inOrderUnRecur(Node head) { 
System.out.print("in-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 


while (! stack.isEmpty() || head ! = nul 
1) I 


if (head ! = null) I 
Stack.push(head); 
head = head.left; 

} else { 
head = stack.pop(); 


System.out.print(head.va 
lue + " a) 


head = head.right; 


} 


System.out.println(); 


FEB UTE MA, ABMA 


EINA RE FE AE, REN: 
1. 申请 一 个 栈 ， 记 为 S1， 然 后 将 头 世 点 head 压 入 s1 中 。 


A 从 s1 中 弹出 的 节点 记 为 car， 然 后 依次 将 cur 的 左 孩子 和 右 孩 子 压 入 sl 


3. 在 整个 过 程 中 ， 每 一 个 从 s1 中 弹出 的 万 点 都 放 进 s2 中 。 

4. 不 断 重 复 步 又 2 和 步骤 3， 直 到 s1 为 空 ， 过 程 停止 。 

5. 从 s2 中 依次 弹出 节点 并 打印 ， 打 印 的 顺序 束 是 后 序 损 历 的 顺序 。 
还 是 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 

节点 1 放 入 sl 中 。 


从 si 中 弹出 节点 1， 节 点 1 放 入 s2， 然 后 将 节点 2 和 节点 3 依次 放 入 sl1， 此 时 
s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，2; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。 


从 si 中 弹出 节点 3， 节 点 3 放 入 s2， 然 后 将 节点 6 和 节点 7 依次 放 入 sl1， 此 时 
s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，6，2; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，1。 


从 sl 中 弹出 节点 7， 节 点 7 放 入 s2， 节 点 7 无 孩子 节点 ， 此 时 sl1 从 栈 顶 到 栈 
底 为 6，2; S2 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，3，1。 


从 sl 中 弹出 节点 6， 节 点 6 放 入 s2， 节 点 6 无 孩子 节点 ， 此 时 s1 从 栈 顶 到 栈 
底 为 2;S2 从 栈 顶 到 栈 底 为 6，。7，3，1。 


从 s1 中 弹出 节点 2， 节 点 2 放 入 S2， 然 后 将 节点 4 和 节点 5 依次 放 入 s1， 此 时 
s1 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，4; s2 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，6，7，3，1。 


从 s1 中 弹出 节点 5， 节 点 5 放 入 S2， 节 点 5 无 孩子 节点 ， 此 时 s1 从 栈 顶 到 栈 
底 为 4;$S2 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，2，6，7，3，1。 


从 sl 中 弹出 节点 4， 节 点 4 放 入 s2， 节 点 4 无 孩子 和 节点 ， 此 时 s1 为 空 ，s2 从 
栈 顶 到 栈 底 为 4,，5,，2, 6, 7, 3, 1° 


过 程 结 束 ， 此 时 只 要 依次 弹出 s2 中 的 市 点 并 打印 即 可 ， 顺 序 为 4，5，2， 
Od DA 


通过 如 上 过 程 我 们 知道 ， 每 棵 子 树 的 头 节 点 都 最 先 从 sl 中 弹出 ， 然 后 把 
该 节点 的 孩子 市 点 按照 先 左 再 右 的 顺序 压 入 s1， 那 么 从 sl 弹出 的 顺序 就 古 
先 右 再 左 ， 所 以 从 sl 中 弹出 的 顺序 束 古 中 、 右 、 左 。 然 后 ，s2 重 新 收集 的 


所 以 s2 从 栈 顶 到 栈 撒 的 顺序 吏 变 成 了 左 、 


使 用 两 个 栈 实 现 后 序 遇 历 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
posOrderUnRecurl 方 法 。 


public void posOrderUnRecur1(Node head) { 
System.out.print("pos-order: "); 
if (head ! = null) { 
Stack<Node> si = new Stack<Node>(); 
Stack<Node> s2 = new Stack<Node>(); 
s1.push(head); 
while (! s1.isEmpty()) I 
head = s1.pop(); 
s2.push(head); 
if (head.left ! = null) { 


s1.push(head.left); 


) 

if (head.right ! = null) I 
s1.push(head.right); 

) 


} 
while (! s2.isEmpty()) { 


System.out.print(s2.pop().value 
+ " BG 


System.out.println(); 


} 


se 


BUE TARA MRS FE AE, ASSER: 


1. 申请 一 个 栈 ， 记 为 stack， 将 头 节 点 压 入 stack， 同 时 设置 两 个 变量 h 和 
Co > TERE 个 流程 中 ，h 代 表 最 近 一 次 弹出 并 打印 的 节点 ，c 代 表 stack 的 栈 顶 
节点 ， 初 始 时 h 为 头 节 点 ，c 为 null 。 


2. 每 次 令 c 等 于 当前 stack 的 栈 顶 节点 ， 但 是 不 从 stack 中 弹出 ， 此 时 分 以 
下 三 种 情况 。 


GO 如果 c 的 左 孩 子 不 为 nul， 并 且 h 不 等 于 c 的 左 孩 子 ， 也 不 等 于 c 的 右 孩 
me SR SD 。 具 体 解释 一 下 这 么 做 的 原因 ， 首 移 h 的 
意义 是 最 近 一 次 弹出 并 打印 的 下 点， 所 以 如 果 h 等 于 c 的 左 孩 子 或 者 右 孩 
本 eme 与 右 子 树 已 经 打印 完毕 ， 此 时 不 应 该 再 将 c 的 左 孩 子 
Mr 人 否则， 说 明 左 子 树 还 没 处 理 过 ， 那 么 此 时 将 c 的 无 孩子 压 入 
stack} ° 


OURR HOMES, FACHMARLARAnull, DAF FEAT, NE 
Here sad 。 含义 是 如 采 h 等 于 c 的 右 孩 子 ， 说 明 c 的 右 子 树 已 

经 打印 完毕 ， 此 时 不 应 该 再 将 c 的 右 孩 子 放 入 stack 中 。 否 则 ， 说 明 右 子 树 
还 没 处 理 过 ， 此 时 将 c 的 右 孩子 压 入 stack 中 。 


(3 如 采 条 件 (和 条 件 ( 都 不 成 立 ， 说 明 c 的 左 子 树 和 右 子 树 都 已 经 打印 完 
毕 ， 那 么 从 stack 中 弹出 c 并 打印 ， 然 后 令 h=c 。 


3. 一 直 重 复 步 又 2， 直 到 stack 为 空 ， 过 程 停止 。 
依然 用 图 3-1 的 例子 来 说 明 整 个 过 程 。 
节点 1 压 入 stack， 初 始 时 h 为 节点 1，c 为 null，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 “节点 1， 此 时 步骤 2 的 条 件 四 命中 ， 将 节点 2 
压 入 stack，h 为 和 点 1，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 2，1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 节点 2， 此 时 步骤 2 的 条 件 四 命中 ， 将 节点 4 
压 入 stack，h 为 节点 1，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 4，2，1。 


又 命中 ， 将 节点 4 
ee na he, Ba. e ed 1° 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 _ ”节点 2， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中 ， 将 节点 5 
压 入 stack，h 为 节点 4，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 5，2，1。 


又 命中 ， 将 节点 5 
ee ne a BS. os ue 1° 


Ex 


nn nes + 点 2 Pi us o 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 节点 1， 此 时 步 又 2 的 条 件 @ 命 中 ， 将 节点 3 
压 入 stack，h 为 节点 2，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 3，1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 _ ”节点 3， 此 时 步骤 2 的 条 件 人 四 命中 ， 将 节点 6 
压 入 stack，h 为 节点 2，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 6，3，1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节 又 命中 ， 将 节点 6 
从 stack 中 弹出 并 打印 ， pee 点 6， e e 1° 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节点 万 点 3， 此 时 步骤 2 的 条 件 @ 命 中 ， 将 节点 7 
压 入 stack，h 为 节点 6，stack 从 栈 顶 到 栈 底 为 7，3，1。 


令 c 等 于 stack 的 栈 顶 节 又 命中 ， 将 和 点 7 
从 stack 中 弹出 并 打印 ， ET, FA 1° 


Ex 


Nay Wan nas SE, 53, gan te al 


又 命中 ， 将 节点 1 
A en fri 1, stack 2 o 


过 程 结 束 。 


只 用 一 个 栈 实 现 后 序 遍 历 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
posOrderUnRecur2 方 法 。 


public void posorderUnRecur2(Node h) { 


System.out.print("pos-order: "); 
if (h ! = null) < 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 
stack.push(h); 
Node c = null; 
while (! stack.isEmpty()) { 


c = stack.peek(); 


if (c.left ! = null && h ! = c.1 
eft && h ! = c.right) { 
stack.push(c.left); 
} else if (c.right ! = null && h 
! = c.right) { 
stack.push(c.right); 
) else I 
System.out.print(stack.p 
op( ).value + " "); 
h = C; 
} 
} 
} 


System.out.println(); 


FT IONA TA 


【题目 】 


给 定 一 棵 二 叉 树 的 头 节 点 head， 按 照 如 下 两 种 标准 分 别 实现 二 又 树 边 界 
节点 的 逆 时 针 打 印 。 


标准 一 : 

1. 头 节 点 为 边界 节点 。 

2. 了 叶 节 点 为 边界 节点 。 

3. 如 果 节 点 在 其 所 在 的 层 中 是 最 左 或 最 右 的 ， 那 么 也 是 边界 节点 。 
标准 二 : 

1. 头 季 点 为 边界 节点 。 

2. IP AAT ° 

3. 树 左 边界 延伸 下 去 的 路 径 为 边界 节点 。 

4. 树 右边 界 延 伸 下 去 的 路 径 为 边界 节点 。 

例如 ， 如 图 3-2 所 示 的 树 。 


Il sæ 
FN AN 
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图 3-2 


按 标 准 一 的 打印 结果 为 : 1, 2, 4, 7, 11, 13, 14, 15, 16, 12, 10, 
6, 3 


按 标 准 二 的 打印 结果 为 : 1,，2, 4, 7, 13, 14, 15, 16, 10, 6, 3 
【要 求 】 


1. 如果 节点 数 为 N ， 两 种 标准 实现 的 时 间 复 杂 度 要 求 都 为 O N), Ayh 
空间 复杂 度 要 求 都 为 O (hn )，h 为 二 又 树 的 高 度 。 


2. 两 种 标准 都 要 求 逆 时 针 有 顺序 且 不 重复 打印 所 有 的 边界 节点 。 
DER] 
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【解答 】 

按照 标准 一 的 要 求实 现 打 印 的 具体 过 程 如 下 : 


本 
FUP: 


MDA BANA 


第 一 层 1 1 
第 二 层 2 3 
第 三 层 4 6 
第 四 层 7 10 
第 五 层 11 12 
第 六 层 13 16 


2. 从 上 到 下 打印 所 有 层 中 的 最 左 节 点 。 对 题目 的 例子 来 说 ， 即 打印 : 
1 2; 2.7, Ad, 43 


3. 移 序 遍历 二 又 树 ， 打 印 那些 不 属于 某 一 层 最 左 或 最 右 的 节点 ， 但 同时 
又 是 时节 点 的 节 上 后。 对 题目 的 例子 来 说 ， 即 打印 : 14, 15° 


4. 从 下 到 上 打印 所 有 层 中 的 最 右 节 点 ， 但 蔬 点 不 能 既是 最 左 世 点， 又 是 
最 右 节 点 。 对 题目 的 例子 来 说 ， 即 打印 : 16, 12, 10, 6, 3° 


按 标准 一 打印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printEdge1 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printEdgei(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
int height = getHeight(head, 0); 
Node[][] edgeMap = new Node[height][2]; 
setEdgeMap(head, 0, edgeMap); 


// 打印 左边 界 


for (int i = 0; i ! = edgeMap.length; i++) I 


System.out.print(edgeMap[i] 
[0].value + " "); 


// 打印 既 不 是 左边 界 ， 也 不 是 右边 界 的 叶子 节点 


printLeafNotInMap(head, 0, edgeMap); 


// 打印 右边 界 ， 但 不 是 左边 界 的 节点 


for (int i = edgeMap.length - 1; i ! = -1; i- 


if (edgeMap[i][0] ! = edgeMap[i][1]) { 


System.out.print(edgeMap[i] 
[1].value + " "); 


) 


System.out.println(); 


public int getHeight(Node h, int 1) I 
if (h == null) { 
return 1; 


) 


return Math.max(getHeight(h.left, 1 + 1), getHei 
ght(h.right, 1 + 1)); 


) 


public void setEdgeMap(Node h, int 1, Node[] 
[] edgeMap) € 


if (h == null) { 


return; 


edgeMap[1][0] = edgeMap[l] 


[0] == null ? h : edgeMap[1][0]; 
edgeMap[1][1] = h; 
setEdgeMap(h.left, 1 + 1, edgeMap); 


setEdgeMap(h.right, 1 + 1, edgeMap); 


} 
public void printLeafNotInMap(Node h, int 1, Node[] 
[] m) € 
if (h == null) { 
return; 
} 
if (h.left == null && h.right == null & h ! =m 
[1] [0] && h ! = m[1][1]) € 
System.out.print(h.value + " "); 
} 
printLeafNotInMap(h.left, 1 + 1, m); 
printLeafNotInMap(h.right, 1 + 1, m); 
} 


按照 标准 二 的 要 求实 现 打 印 的 具体 过 程 如 下 : 


1， 从 头 世 点 开始 往 下 寻找 ， 只 要 找到 第 一 个 既 有 左 孩 子 ， 又 有 右 孩 子 的 
世 氮 ， 记 为 h， 则 进入 步骤 2。 在 这 个 过 程 中 ， 找 过 的 和 节点 都 打印 。 对 题 
目的 例子 来 说 ， 即 打印 : 1， 因 为 头 节 点 直接 符合 要 求 ， 所 以 打印 后 没有 
后 续 的 寻找 过 程 ， 直 接 进 入 步 又 2。 但 如 果 二 叉 树 如 图 3-3 所 示 ， 此 时 则 打 
Fl: 1，2，3。 节 点 3 是 从 头 世 点 开始 往 下 第 一 个 符合 要 求 的 。 如 有 果 二 又 
树 从 上 到 下 一 直 找 到 时节 点 也 不 存在 符合 要 求 的 市 点 ， 说 明 二 义 树 是 棱 
状 结构 ， 那 么 打印 找 过 的 节点 后 直接 返回 即 可 。 


null p) 
3 null 
ge 
4 5 
fx ÆN 
图 3-3 


2 的 左 子 树 移 进入 步骤 3 的 打印 过 程 ; h 的 右 子 树 再 进入 步骤 4 的 打印 过 
ke; BURE - 


3. 打印 左边 界 的 延伸 路 径 以 及 h 左 子 树 上 所 有 的 时 节点 ， 有 具体 请 参看 
printLeftEdge 方 法 。 


4. 打印 右边 界 的 延伸 路 径 以 及 h 右 子 树 上 所 有 的 叶 市 点 ， 具 体 请 参看 
printRightEdge 方 法 。 


按 标准 二 打印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printEdge2 方 法 。 


public void printEdge2(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 


} 


System.out.print(head.value + " "); 


if (head.left ! = null && head.right ! = null) { 
printLeftEdge(head.left, true); 
printRightEdge(head.right, true); 

} else 4 


printEdge2(head.left ! = null ? head.lef 
t : head.right); 


} 


System.out.println(); 


public void printLeftEdge(Node h, boolean print) { 
if (h == null) { 
return; 
} 


if (print || (h.left == null && h.right == null) 
) I 


System.out.print(h.value + " "); 
) 
printLeftEdge(h.left, print); 


printLeftEdge(h.right, print && h.left == null ? 
true : false); 


) 


public void printRightEdge(Node h, boolean print) { 
if (h == null) { 


return; 


} 


printRightEdge(h.left, print && h.right == null 
? true : false); 


printRightEdge(h.right, print); 


if (print || (h.left == null && h.right == null) 


System.out.print(h.value + " "); 


) 


如 何 较为 直观 地 打印 二 又 树 


【题目 】 


二 又 树 可 以 用 常规 的 三 种 遍历 结果 来 描述 其 结构 ， 但 是 不 够 直观 ， 克 其 
征 二 又 树 中 有 重复 值 的 时 候 ， 仅 通过 三 种 志 历 的 结 采 来 构造 二 义 树 的 真 
实 结构 更 是 难 上 加 难 ， 有 时 则 根本 不 可 能 。 给 定 一 棵 二 又 树 的 头 季 点 
head， 已 知 二 又 树 节 点 值 的 类 型 为 32 位 整 型 ， 请 实现 一 个 打印 二 又 树 的 
函数 ， 可 以 直观 地 展示 树 的 形状 ， 也 便于 画 出 真实 的 结构 。 


【难度 】 

ht XX 
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这 征 一 道 较 开放 的 题目 ， 面 试 者 不 仅 要 设计 出 符合 要 求 且 不 会 产生 牙 义 
的 打印 方式 ， 还 要 考虑 实现 难度 ， 在 面试 时 仅仅 写 出 思路 必然 是 不 满足 
代码 面试 要 求 的 。 本 书 给 出 一 种 符合 要 求 且 代码 量 不 大 的 实现 , 项 望 读 
者 也 能 实现 并 优化 自己 的 设计 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 设计 打印 的 样式 。 实 现 者 首先 应 该 解决 的 问题 是 用 什么 样 的 方式 来 无 
歧义 地 打印 二 叉 树 。 比 如 ， 二 又 树 如 图 3-4 所 示 。 


图 3-4 


对 如 图 3-4 所 示 的 二 又 树 ， 本 书 设 计 的 打印 样式 如 图 3-5 所 示 。 


væv 
v3v 
ASA 
HIH 
A2A 
V7V 
NÅN 


图 3-5 


下 面 解释 一 下 如 何 看 打印 的 结果。 首先， 二 广 树 大 概 的 样子 是 把 打印 结 
果 顺 时 针 旋 转 90"， 读 者 可 以 把 图 3-4 的 打印 结果 (也 就 是 图 3-5 顺 时 针 旋 


转 90° 之 后 ) 做 一 下 对 比 ， 两 幅 图 是 存在 明显 对 应 关系 的 ; 接 下 来 ， 怎 么 
清晰 地 确定 任何 一 个 节点 的 父 节 点 呢 ? 如 果 一 个 节点 打印 结果 的 前 缀 与 
ERAH” (比如 图 3-5 中 的 “H1H”*) ， 说 明 这 个 节点 是 头 节 点 ， 当 然 就 
不 存在 父 节 点 。 如 果 一 个 节点 打印 结果 的 前 级 与 后 级 都 有 “v”"， 表 示 父 市 
点 在 该 节点 所 在 列 的 前 一 列 ， 在 该 和 点 所 在 行 的 下 方 ， 并 且 是 离 该 节点 
最 近 的 节点 。 比 如 图 3-5 中 的 “v3v”、“v6v” 和 “v7v”， 父 节点 分 别 
为 “H1H”、“v3y” 和 4”。 如 果 一 个 太 点 打印 结果 的 前 级 与 后 级 都 
有 “A^”， 表 示 父 太 点 在 该 节点 所 在 列 的 前 一 列 ， 在 该 节点 所 在 行 的 上 方 ， 
并 且 是 离 该 节点 最 近 的 和 节点。 比如， 图 3-5 中 的 “人 5A”、“A2A 人 和“A4A， 父 
TR SH vav” ` “HIH” FUA” © 


2. 一 个 需要 重点 考虑 的 问题 一 一 规定 节点 打印 时 占用 的 统一 长 度 。 我 们 
必须 规定 一 个 节点 在 打印 时 到 底 占 多 长 。 试 想 一 下 ， 如 果 有 些 节 点 的 值 
本 身 的 长 度 很 短 ， 比 如 “1”、“2” 等 ， 而 有 些 节 点 的 值 本 身 的 长 度 很 长 ， 比 
如 “43323232”、“78787237” 等 ， 那 么 如 果 不 规定 一 个 统一 的 长 度 ， 在 打印 
一 个 长 短 值 交 克 的 二 叉 树 时 必然 会 出 现 格 式 对 不 齐 的 问题 ， 进 而 产生 层 
义 。 在 Java 中 ， 整 型 值 占用 长 度 最 长 的 值 是 Integer.MIN_VALUE 
( 即 -2147483648) ， 占 用 的 长 度 为 11， 加 上 前 缀 和 后 缀 (“H”、“v” 或 “^”) 
之 后 占用 长 度 为 13。 为 了 在 打印 之 后 更 好 地 区 分 ， 再 把 前 面 加 上 两 个 空 
格 ， 后 面 加 上 两 个 空格 ， 总 共 占 用 长 度 为 17。 也 就 是 说 ， 长 度 为 17 的 空 
则 必然 可 以 放下 任何 一 个 32 位 整数 ， 同 时 样式 还 不 错 。 至 此 ， 我 们 约 
定 ， 打 印 每 一 个 节点 的 时 候 ， 必 须 让 每 一 个 节点 在 打印 时 占用 长 度 都 为 
17， 如 果 不 足 ， 前 后 都 用 空格 补 齐 。 比 如 节点 值 为 8， 假 设 这 个 节点 加 
上 “vy” 作 为 前 后 级 ， 那 么 实质 内 容 为 “v8v”， 长 度 才 为 3， 在 打印 时 
在 “v8v” 的 前 面 补 7 个 空格 ， 后 面 也 补 7 个 空格 ， 让 总 长 度 为 17。 再 如 节点 
值 为 66， 假 设 这 个 廊 点 加 上 “v” 作 为 前 后 级 ， 那 么 实质 内 容 为 “v66v”， 长 
度 才 为 4， 在 打印 时 在 “v66v” 的 前 面 补 6 个 空格 ， 后 面 补 7 个 空格 ， 让 总 长 
度 为 17。 总 之 ， 如 果 长 度 不 足 ， 前 后 贴 上 几乎 数量 相等 的 空格 来 补 齐 。 


3. 确定 了 打印 的 样式 ， 规 定 了 占用 长 度 的 标准 ， 最 后 来 解释 具体 的 实 
现 。 打 印 的 整体 过 程 结合 了 二 又 树 移 右 子 树 、 再 根 世 点 、 最 后 左 子 树 的 
递归 思 历 过 程 。 如 有 果 递 归 到 一 个 下 点 ， 首 移 遇 历 它 的 右 子 树 。 右 子 树 遍 
历 结束 后 ， 回 到 这 个 市 点 。 如 果 这 个 市 点 所 在 层 为 1， 那 么 先 打印 1x17 个 
空格 (不 换行 ， 然 后 开始 制作 该 节点 的 打印 内 容 ， 这 个 内 容 当 然 包 括 
方太 的 值 ， 以 及 确定 的 前 后 缀 了 字符。 如果 该 广 点 是 其 父 节 后 的 右 护 子 ， 

BSI”, WREEKT RNET, GBA, WREEKT A, 

BERAR” ° BUREAUS AE EBs LB es, SÆKÆN17 
的 打印 内 容 束 制作 完了 ， 打 印 这 个 内 容 后 换行 。 最 后 进行 左 子 树 的 遇 爵 


过 程 


直观 地 打印 二 又 树 的 所 有 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printTree 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printTree(Node head) { 
System.out.println("Binary Tree:"); 
printInOrder(head, 0, "H", 17); 


System.out.println(); 


public void printInOrder(Node head, int height, String t 
o, int len) { 


if (head == null) { 
return; 
) 
printInOrder(head.right, height + 1, "v", len); 
String val = to + head.value + to; 


int lenM = val.length(); 


int lenL = (len - lenM) / 2; 
int lenR = len - lenM - lenL; 
val = getSpace(lenL) + val + getSpace(lenR); 


System.out.println(getSpace(height * len) + val) 


printInOrder(head.left, height + 1, "4", len); 


public String getSpace(int num) { 
String space =" "; 
StringBuffer buf = new StringBuffer(""); 
for (int i = 0; i < num; i++) { 
buf.append(space); 


} 


return buf.toString(); 


【扩展 】 


有 关 功 能 设计 的 面试 题 ， 其 实 最 难 的 部 分 并 不 是 设计 ， 而 是 在 设计 的 优 

良性 和 实现 的 复杂 程度 之 间 找 到 一 个 平衡 性 最 好 的 设计 方案 。 在 满足 功 

能 要 求 的 同时 ， 也 要 保证 在 面试 场 上 能 够 完成 大 致 的 代码 实 现 ， 同 时 对 

边界 条 件 的 梳理 能 力 和 代码 逻辑 的 实现 能 力也 是 一 大 挑战 。 读 者 可 以 看 

到 本 让 提 供 的 方法 在 完成 功能 的 同时 其 代码 很 少 ， 志 请 读者 设计 自己 的 
实现 它 。 


二 叉 树 的 序列 化 和 反 序 列 化 


【题目 】 


二 义 树 被 记录 成 文件 的 过 程 叫 作 二 又 树 的 序列 化 ， 通 过 文件 内 容重 建 原 
来 二 义 树 的 过 程 叫 作 二 叉 树 的 反 序列 化 。 给 定 一 覃 二叉树 的 头 节 后 
head， 并 已 知 二 义 树 节点 值 的 类 型 为 32 位 整 型 。 请 设计 一 种 二 叉 树 序列 
化 和 反 序 列 化 的 方案 ， 并 用 代码 实现 。 


【难度 】 

E NR 

【解答 】 

本 书 提 供 两 套 序列 化 和 有 反 序 列 化 的 实现 ， 供 读者 参考 。 

方法 一 : 通过 先 序 裔 历 实现 序列 化 和 反 序 列 化 。 

先 介 绍 先 序 遍历 下 的 序列 化 过 程 ， 首 先 假设 序列 化 的 结果 字符 串 为 str， 
初始 时 str=""。 先 序 裔 历 二 又 树 ， 如 果 遇 到 null 节 点 ， 就 在 str 的 末尾 加 
上 和 叶 !1”， 因 ”表示 这 个 市 点 为 空 ， 节 点 值 不 存在 ，“! ”表示 一 个 值 的 结束 ; 


如 果 明 到 不 为 空 的 节点 ， 假 设 节 点 值 为 3， 束 在 st 的 末尾 加 上 “3!”。 比如 
图 3-6 所 示 的 二 叉 树 。 


null 


null null 


图 3-6 


根据 上 文 的 描述 ， 先 序 遇 历 序 列 化 ， 最 后 的 结果 字符 串 str 为 : 12!3! 4! #! 
#1 © 


为 什么 在 每 一 个 市 点 值 的 后 面 都 要 加 上 “! ” 呢 ? 因 为 如 果 不 标 记 一 个 值 的 
结束 ， 最 后 产生 的 结果 会 有 歧义 ， 如 图 3-7 所 示 。 


null 


null null 
图 3-7 


如 果 不 在 一 个 值 结束 时 加 入 特殊 字符 ， 那 么 图 3-6 和 图 3-7 的 先 序 裔 历 序列 
化 结果 都 是 123 杭 #。 也 束 是 说 ， 生 成 的 字符 串 并 不 代表 唯一 的 树 。 


先 序 遇 历 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 serialByPre 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public String serialByPre(Node head) { 
if (head == null) { 


return "#! "; 


String res = head.value + "! "; 
res += serialByPre(head.left); 
res += serialByPre(head.right); 


return res; 


Be RME TEE FAR Estr, EO SO 
程 ， 即 反 序 列 化 。 


把 结果 字符 溃 str 变 成 字符 串 类 型 的 数组 ， 记 为 values， 数 组 代表 一 棵 二 又 
树 先 序 遍 历 的 节点 顺序 。 例 如 ，str="12!3! #1 414! ", Æ RAY values Å 
2", "3", "4", "4", "#"], PAS HÅ values[0..44% 88 38/75 HUE 37 
整 棵 树 。 


1. 遇 到 "12"， 生 成 节点 值 为 12 的 节点 (head)， 然 后 用 values[1..4] 建 立 节 点 
12 的 左 子 树 。 


2. 遇 到 "3"， 生 成 节点 值 为 3 的 节点 ， 它 是 和 点 12 的 左 孩 子 ， 然 后 用 
values[2..4] 建 立方 点 3 的 左 子 树 。 


3. 遇 到 '"#"， 生 成 nul 和 点 ， 它 是 节点 3 的 左 孩 和 子 ， 该 节点 为 nul， 所 以 这 
个 节点 没有 后 续 建 立 子 树 的 过 程 。 回 到 节点 3 后 ， 用 values[3..4] 建 立 节 点 3 
的 右 子 树 。 


4. 遇 到 '"#"， 生 成 nul 币 点， 它 是 节点 3 的 右 孩 子 ， 该 和 点 为 nal， 所 以 这 
个 节点 没有 后 续 建 立 子 树 的 过 程 。 回 到 节点 3 后 ， 再 回 到 节点 1， 用 
values[4] 建 立 节 点 1 的 右 子 树 。 


5. 遇 到 '"#"， 生 成 null 节 点 ， 它 是 节点 1 的 右 孩 和 子 ， 该 节点 为 nuall， 所 以 这 
个 节点 没有 后 续 建 立 子 树 的 过 程 。 整 个 过 程 结 


完 序 裔 历 反 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reconByPreString 方 
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o 


public Node reconByPreString(String preStr) { 


String[] values = preStr.split("! "); 

Queue<String> queue = new LinkedList<String>(); 

for (int i = 0; i ! = values.length; i++) { 
queue.offer(values[i]); 


} 


return reconPreOrder(queue); 


public Node reconPreOrder(Queue<String> queue) { 
String value = queue.poll(); 
if (value.equals("#")) { 
return null; 
} 
Node head = new Node(Integer.valueOf(value)); 
head. left = reconPreOrder (queue); 
head.right = reconPreOrder (queue); 


return head; 


方法 二 : LB A AI AL - 


AMARE FILIE, ECBO Za TE Aste, W 
始 时 str=" 空 "。 然 后 实现 二 又 树 的 按 层 遍历 ， 有 具体 方式 是 利用 队列 结构 ， 
这 也 是 宽度 遍历 图 的 芝 见 方式 。 例 如 ， 图 3-8 所 示 的 二 叉 树 。 


\ 


null null 


null null null null 


图 3-8 
按 层 遍历 图 3-8 所 示 的 二 叉 树 ， 最 后 str="1!21314! #! #15! HU HI HI HI " 。 
层 所 历 序 列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 serialByLevel 方 法 。 


public String serialByLevel(Node head) { 
if (head == null) { 
return "#1 "; 
) 
String res = head.value + "! "; 
Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
queue.offer(head); 
while (! queue.isEmpty()) { 
head = queue.poll(); 


if (head.left ! = null) { 


res += head.left.value + "! "; 
queue.offer(head.left); 

} else { 
res += "#! "; 

} 

if (head.right ! = null) { 
res += head.right.value + "! "; 
queue.offer(head.right); 

} else { 


res += "HL "; 


} 


return res; 
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束 生 成 后 续 子 树 的 过 程 。 
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层 遇 历 反 序列 化 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 reconByLevelString 方 


» 
` 


Oo 


public Node reconByLevelString(String levelstr) { 
String[] values = levelStr.split("! "); 
int index = 0; 


Node head = generateNodeByString(values[index++] 


); 


index++]); 


[index++]); 


Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
if (head ! = null) { 
queue.offer(head); 
) 
Node node = null; 
while (! queue.isEmpty()) I 
node = queue.poll(); 


node.left = generateNodeByString(values[ 


node.right = generateNodeByString(values 


if (node.left ! = null) I 


queue.offer(node.left); 


) 

if (node.right ! = null) I 
queue.offer(node.right); 

) 


} 


return head; 


public Node generateNodeByString(String val) { 


if (val.equals("#")) { 


return null; 


return new Node(Integer.value0f(val)); 


过 历 二 又 树 的 神 级 方法 
【题目 】 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 万 点 head， 完 成 二 叉 树 的 先 序 、 中 序 和 后 序 遇 历 。 
如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (W)， 额 外 空间 复杂 度 为 
O (1) ° 


【难度 】 
将 dok 
【解答 】 


本 题 真正 的 难点 在 于 对 复杂 度 的 要 求 ， 尤 其 是 额外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 
限制 。 之 前 的 题目 已 经 剖析 过 如 何 用 递归 和 非 递 归 的 方法 实现 遍历 二 又 
树 ， 很 不 驻 ， 之 前 所 有 的 方法 虽然 党 用， 但 都 无 法 做 到 额外 空间 复杂 度 
KO (1)。 这 是 因为 人 这 历 二 叉 树 的 递归 方法 实际 使 用 了 函数 栈 ， 非 递归 的 
方法 使 用 了 申请 的 栈 ， 两 者 的 额外 空间 都 与 树 的 高 度 相关 ， 所 以 空间 复 
杂 度 为 O (h )，h 为 二 义 树 的 高 度 。 如 果 完 全 不 用 栈 结构 能 完成 三 种 饥 历 
吗 ? 可 以 。 管 案 是 使 用 二 叉 树 市 点 中 大 量 指 向 null 的 指针 ， 本 题 实际 上 就 
EKZ SHAY Morris], ， 由 Joseph Morris 于 1979 年 发 明 。 


首先 来 看 普通 的 递归 和 非 递归 解法 ， 其 实 都 使 用 了 栈 结构 ， 在 处 理 完 二 
义 树 某 个 节点 后 可 以 回 到 上 层 去 。 为 什么 从 下 层 回 到 上 层 会 如 此 之 难 ? 
因为 二 又 树 的 结构 如 此 ， 每 个 节点 都 有 指 癌 孩子 世上 点 的 指针 ， 所 以 从 上 
层 到 下 层 容易 ， 但 是 没有 指向 父 市 点 的 指针 ， 所 以 从 下 层 到 上 层 需 要 用 
栈 结构 辅助 完成 。 


Morris 忆 历 的 实质 就 是 避免 用 栈 结构 ， 而 是 让 下 层 到 上 层 有 指针 ， 具 体 古 
通过 让 底层 节点 指 同 nul 的 空 亲 指针 指 回 上 层 的 某 个 节点 ， 从 而 完成 下 层 
到 上 层 的 移动 。 我 们 知道 ， 二 又 树 上 的 很 多 节点 都 有 大 量 的 空 朵 指针 ， 
比如 ， 某 些 节 点 没有 右 孩 子 ， 那 么 这 个 和 点 的 right 指 针 束 指 同 null， 我 们 
称 为 空 几 状态 ，Morris 裔 历 正 是 利用 了 这 些 空 几 指针 。 


人 ， 我 们 先 举例 展 示 Morris 中 序 电 历 的 过 


假设 一 棵 二 义 树 如 图 3-9 所 示 ，Morris 中 序 遍 历 的 具体 过 程 如 下 : 


rA 
null 


null null null 
图 


1. 假设 当前 子 树 的 头 节 点 为 h， 放 h 


/ 
null 


null null null 


3-9 


的 左 子 树 中 最 右 节 点 的 right 指 针 指 加 


h， 然 后 h 的 左 子 树 继续 步骤 1 的 处 理 过 程 ， 直 到 遇 到 某 一 个 节点 没有 左 子 


树 时 记 为 node， 进 入 步骤 2 。 


举例 : 图 3-9 的 二 叉 树 在 开始 时 h 为 节操 4， 通 过 步 又 1 让 市 点 3 的 right 指 针 
FST, Be PRAT QATAR FI RE A RI, Pa AY) 
right 指 针 指 向 2， 接 下 来 以 方 点 1 为 头 的 子 树 没有 左 子 树 了 ， 步 又 1 停止 ， 
节点 1 进入 步骤 2， 此 时 结构 调整 为 图 3-10。 


Z på 
null null null null null null 
图 3-10 
2. 从 node 开 始 通过 每 个 和 点 的 right 指 针 进 行 移动 ， 并 依次 打印 ， 假 设 移 
动 到 的 和 点 为 cur。 对 每 一 个 curP 点 都 判断 cur 贡 点 的 左 子 树 中 最 右 世 点 是 
THs [El cur ° 
DURE ° kkor AWET HRA TA \ 的 right 指 针 指 向 空 ， 也 就 是 把 
步骤 1 的 调整 后 再 逐 系 渐 调整 回来 ， 然后 打印 cur, RE 卖 通过 cur 的 right 指 针 
移动 到 下 一 个 和 节点， 重复 步骤 2。 
G@ 如 果 不 是 ， 以 cur 为 头 的 子 树 重 回 步 又 1 执行 。 
用 例子 说 明 这 个 过 程 如 下 : 
节点 1 先 打 印 ， 通 过 节点 1 的 right 指 针 移动 到 节点 2。 


发 现 节 点 2 符合 步 又 2 的 条 件 Q)， 所 以 令 节 点 1 的 right 指 针 指 同 nul， 然 后 打 
印 节点 2， 再 通过 节点 2 的 right 指 针 移动 到 节点 3。 


发 现 节 点 3 符合 步骤 2 的 条 件 @， 节 点 3 为 头 的 子 树 进 入 步骤 1 处 理 ， 但 因 
为 这 个 子 树 只 有 节点 3， 所 以 步骤 1 迅速 处 理 完 ， 又 回 到 节点 3， 打 印 节点 
3， 然 后 通过 节点 3 的 right 指 针 移动 到 节点 4。 


发 现 节 点 4 符合 步骤 2 的 条 件 山 ， 所 以 令 蔬 点 3 的 right 指 针 指 回 null， 然 后 打 
印 节 点 4， 再 通过 节点 4 的 right 指 针 移动 到 节 上 点 6。 到 目前 为 止 ， 二 又 树 的 
结构 又 回 到 了 图 3-9 的 样子 o 
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行 处 理 ， 处 理 之 后 ， 二 义 树 变 成 图 3-11 所 示 的 样子 。 
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null null null null null null null 


图 3-11 


重新 来 到 步骤 2 的 第 一 个 节点 是 以 节点 6 为 头 的 子 树 的 最 左 节 点 ， 即 节 损 
5， 发 现 节 点 5 符合 步骤 2 的 条 件 C， 世 点 5 为 头 的 于 树 进入 步骤 1 处 理 ， 但 
因为 这 棵 子 树 只 有 下 点 5， 所 以 步骤 1 迅速 处 理 完 ， 打 印 节 点 5， 然 后 通过 
节点 5 的 right 指 针 移动 到 节点 6。 


发 现世 点 6 符合 步 又 2 的 条 件 员 ， 所 以 令 和 点 5 的 right 指 针 指 网 null， 然 后 打 
印 世 点 6， 再 通过 节点 6 的 right 指 针 移 动 到 节点 7。 到 目前 为 止 ， 二 又 树 的 
结构 又 回 到 了 图 3-9 的 样子 。 


节点 7 符合 步骤 2 的 条 件 G， 以 节点 7 的 子 树 经 历 步 骤 1、 步 骤 2 和 步骤 3 并 
打印 。 然 后 通过 节点 7 的 right 指 针 移动 到 null， 整 个 过 程 结 束 。 


3. 步骤 2 最 终 移 动 到 null， 整 个 过 程 结束 。 


通过 上 述 步 又 描述 我 们 知道 ， 先 序 裔 历 在 打印 某 个 记 点 时 ， 一 定 是 在 步 
又 2 开始 移动 的 过 程 中 ， 而 步骤 2 最 初 开 始 时 的 位 置 一 定 是 子 树 的 最 左 节 
点 ， 在 通过 right 指 针 移 动 的 过 程 中 ， 我 们 发 现 要 么 是 某 个 世 点 移动 到 其 
右 子 树 上 ， 比 如 ， 节 点 2 向 节点 3 的 移动 、 市 点 4 同 节 点 6 的 移动 ， 以 及 市 
点 6 问 节 点 7 的 移动 ， 发 生 这 种 情况 的 时 候 ， 左 子 树 和 根 世 点 已 经 打印 绪 
束 ， 然 后 开始 右 子 树 的 处 理 过 程 ， 要 么 是 某 个 节点 移 动 到 某 个 上 层 的 节 
点 ， 比 如 节点 1 同 节操 2 的 移动 、 市 点 3 同市 点 4 的 移动 ， 以 及 市 点 5 向 市 点 


6 的 移动 发 生 这 种 情况 的 时 候 ， 必 然 是 这 个 上 层 市 点 的 左 子 树 整 体 打印 
THE, 然后 开始 处 理 根 节点 (也 就 是 这 个 上 层 节 点 ) 和 右 子 树 的 过 程 。 
Morris 中 序 裔 历 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 morrisIn 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
Node left; 


Node right; 


public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void morrisIn(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
Node cur1 = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) { 
cur2 = curi1.left; 
if (cur2 ! = null) I 


while (cur2.right ! = null && cu 
r2.right ! = cur1) { 


cur2 = cur2.right; 


) 

if (cur2.right == null) { 
cur2.right = cur1; 
curi = curi.left; 
continue; 

} else { 


cur2.right = null; 


) 
System.out.print(curi.value + " "); 


curt = cur1.right; 


} 


System.out.println(); 


) 


从 代码 可 以 轻易 看 出 ，Morris 中 序 遍 历 的 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 只 使 用 
了 有 限 几 个 变量 。 时 间 复 杂 度 方面 可 以 这 么 分 析 ， 二 又 树 的 每 条 边 都 最 
多 经 历 一 次 步 又 1 的 调整 过 程 ， 青 最 多 经 历 一 次 步 又 3 的 调 回来 的 过 程 ， 

所 有 边 的 节点 个 数 为 N， 所 以 调整 和 调 回 的 过 程 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O(N 
)， 打 印 所 有 节点 的 时 间 复 杂 度 为 O(N)。 所 以 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (N 
) o 
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打印 时 机 放 在 了 步骤 2 所 描述 的 移动 过 程 中 ， 而 先 序 遍 历 只 要 把 打印 时 机 

放 在 步 又 1 发 生 的 时 候 即 可 “步骤 1 发 生 的 了 时候“ 正在 处 理 以 [为 浆 的 子 

À 并且 基 以为 头 的 于 树 首次 进入 调整 过 程 此 时 直接 打印 n， 就 可 以 
| [Jo 
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public void morrisPre(Node head) < 
if (head == null) { 
return; 
) 
Node curi = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) { 


cur2 = cur1i.left; 


if (cur2 ! = null) I 
while (cur2.right ! = null && cu 
r2.right ! = cur1) { 
cur2 = cur2.right; 
) 
if (cur2.right == null) < 
cur2.right = cur1; 
System.out.print(curi.va 
lue + " "); 


cur1 = curi.left; 
continue; 
} else { 
cur2.right = null; 
) 
} else { 


System.out.print(curi.value + " 


"D; 
} 


Curt = curi.right; 


} 


System.out.println(); 


) 


Morris Ja FJ I) ASE EL te Morris FF a SLEW SS, HOS SRY 
调整 过 程 。 总 的 来 说 ， 逻 辑 很 简单 ， 就 是 依次 逆序 打印 所 有 市 点 的 左 子 
树 的 右边 界 ， 打 印 的 时 机 放 在 步 又 2 的 条 件 届 被 触发 的 时 候 ， 也 就 是 调 回 
去 的 过 程 发 生 的 时 候 。 


还 是 以 图 3-9 的 二 又 树 来 举例 说 明 Morris 后 序 人 遍历 的 打印 过 程 ， 头 市 点 
( 即 季 点 4) 在 经 过 步 又 1 的 调整 过 程 之 后 ， 形 成 如 图 3-10 所 示 的 形式 。 


广 太 1 进入 步 怠 2， 不 打印 节点 1， 而 是 直接 通过 市 点 1 的 right 指 针 移 动 到 
TA 

发 现 节 点 2 符合 步骤 2 的 条 件 山 ， 此 时 先 把 节点 1 的 right 指 针 指向 null ( 调 回 
来 ) ， 丰 点 2 左 子 树 的 右边 界 只 有 节点 1， 所 以 打印 节点 1， 通 过 点 2 的 
right 指 针 移动 到 节点 3。 


发 现世 点 3 符合 步骤 2 的 条 件 C， 克 点 3 为 头 的 于 树 进 入 步骤 1 处 理 ， 回 到 
节点 3 后 不 打印 节点 3， 而 是 直接 通过 世 点 3 的 right 指 针 移 动 到 和 节点 4。 


发 现世 点 4 符合 步 又 2 的 条 件 山 ， 此 时 二 又 树 如 图 3-12 所 示 。 


图 3-12 


将 节点 4 左 子 树 的 右边 界 (TRAIT RS) 逆序 打印 ， 但 这 里 的 逆序 打印 
不 能 使 用 额外 的 数据 结构 ， 因 为 我 们 的 要 求 是 额外 空间 复杂 度 为 0 (1)， 
所 以 采用 调整 右边 界 上 节点 的 right 指 针 的 方式 。 为 了 更 好 地 说 明 整 个 过 
程 ， 下 面 举 一 个 右边 界 比较 长 的 例子 ， 如 图 3-13 所 示 。 


图 3-13 


假设 现在 要 逆序 打印 节点 A 左 子 树 的 右边 界 ， 首 先 将 E.R 指 癌 null， 然 后 将 
右边 界 逆序 调整 成 图 3-14 所 示 的 样子 。 


图 3-14 


这 样 我 们 殊 可 以 从 节点 E 开 始 ， 依 次 通过 每 个 节点 的 right 指 针 逆 序 打 印 整 
个 左边 界 。 在 打印 完 B 后 ， 把 右边 界 再 逆序 一 次 ， 调 回来 即 可 。 


回 到 原来 的 二 又 树 〈 即 图 3-12) ， 先 把 节点 3 的 right 指 针 指 向 null ( 调 回 
来 ) ， 二 又 树 变 为 图 3-9 所 示 的 样子 ， 然 后 将 节点 4 左 子 树 的 右边 界 逆 序 打 
印 (3，2)， 通 过 节点 4 的 right 指 针 移动 到 节点 6 。 


发 现世 点 6 符合 步骤 2 的 条 件 己 ， 所 以 ， 以 节点 6 为 头 的 于 树 进 入 步骤 1 进 
行 处 理 ， 处 理 之 后 的 二 义 树 变 成 图 3-11 所 示 的 样子 。 


万 点 5 重新 来 到 步骤 2， 发 现 节 点 5 符合 步骤 2 的 条 件 (2， 进 入 步 又 1 并 迅速 
处 理 完 ， 不 打印 节点 5， 而 是 直接 通过 节点 5 的 right 指 针 移 动 到 入 点 6 。 


发 现 节 点 6 符合 步 又 2 的 条 件 册 ， 移 将 点 5 的 right 指 针 指 癌 null， 世 点 6 左 
子 树 的 右边 界 只 有 世 点 5， 打 印 忆 点 5， 然 后 通过 节点 6 的 right 指 针 移 动 到 
BRT 
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7， 通 过 市 点 7 的 right 指 针 移 动 到 null， 过 程 结 束 。 

至 此 ， 已 经 依次 打印 了 1、3、2、5， 但 还 没有 打印 7、6、4， 这 是 因为 整 
棵 二 叉 树 并 不 属于 任何 节点 的 左 子 树 ， 所 以 ， 整 棵 树 的 右边 界 就 没 在 上 
述 过 程 中 逆序 打印 。 最 后 ， 单 独 逆 序 打印 一 下 整 棵 树 的 右边 界 即 可 。 


Morris 后 序 裔 历 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 morrisPos 方 法 。 


public void morrisPos(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
Node cur1 = head; 
Node cur2 = null; 
while (cur1 ! = null) I 
cur2 = cur1i.left; 
if (cur2 ! = null) I 


while (cur2.right ! = null && cu 
r2.right ! = cur1) { 


cur2 = cur2.right; 
) 
if (cur2.right == null) { 
cur2.right = cur1; 
curi = curi.left; 


continue; 


} else I 
cur2.right = null; 


printEdge(cur1.left); 


) 
) 
cur1i = curi.right; 
) 
printEdge(head); 


System.out.println(); 


public void printEdge(Node head) { 
Node tail = reverseEdge(head); 
Node cur = tail; 
while (cur ! = null) I 
System.out.print(cur.value + " "); 
cur = cur.right; 
) 


reverseEdge(tail); 


public Node reverseEdge(Node from) { 
Node pre = null; 
Node next = null; 


while (from ! = null) { 


next = from.right; 
from.right = pre; 
pre = from; 
from = next; 


} 


return pre; 


} 


在 二 义 树 中 找到 累加 和 为 指定 值 的 最 长 
路 径 长 度 

【题目 】 

给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节点 head 和 一 个 32 位 整数 sm， 二 又 树 节点 值 类 型 为 

整 型 ， 求 累加 和 为 sum 的 最 长 路 径 长 度 。 路 径 是 指 从 某 个 节点 往 下 ， 每 次 

最 多 选择 一 个 孩子 节点 或 者 不 选 所 形成 的 节点 链 。 

例如 ， 二 叉 树 如 图 3-15 所 示 。 


图 3-15 

如 果 sum=6， 那 么 票 加 和 为 6 的 最 长 路 径 为 : -3，3，0，6， 所 以 返回 4。 
如 果 sum=-9， 那 么 累加 和 为 -9 的 最 长 路 径 为 : -9， 所 以 返回 1。 

注 : 本 题 不 用 考虑 节点 值 相 加 可 能 溢出 的 情况 。 

【难度 】 
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【解答 】 

在 阅读 本 题 的 解答 之 前 ， 请 读者 先 疝 读本 书 “ 求 未 排序 数组 中 累加 和 为 规 
定 值 的 最 长 子 数组 长 度 " 问 题 。 针 对 二 又 树 ， 本 文 的 解法 改写 了 这 个 问题 
的 实现 。 如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 本 文 的 解法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O 
(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (h )， 其 中 ,hh 为 二 叉 树 的 高 度 。 
具体 过 程 如 下 : 


1. 二 叉 树 头 节 点 head 和 规定 值 sum 已 知 ， 生 成 变量 maxLen， 负 责 记 录 宗 
加 和 等 于 sum 的 最 长 路 径 长 度 。 


2. 生成 哈 硕 表 sumMap“。 在 “ 求 未 排序 数组 中 累加 和 为 规定 值 的 最 长 子 数 
组 长 度 ” 问 题 中 也 使 用 了 哈 硕 表 ， 功 能 是 记录 数组 从 左 到 右 的 累加 和 出 现 
情况 ， 在 这 历数 组 的 过 程 中 ， 再 利用 这 个 哈 硕 表 来 求 得 累加 和 为 规定 值 
的 最 长 子 数 组 。sumMap 也 一 样 ， 它 负责 记录 从 head 开 始 的 一 条 路 径 上 的 
累加 和 出 现 情况 ， 罕 加 和 也 是 从 head 节 点 的 值 开 始 累 加 的 。sumMap 的 key 
值 代 表 某 个 累加 和 ，value 值 代表 这 个 票 加 和 在 路 径 中 最 早出 现 的 层 数 。 

如 果 在 遇 历 到 cur 节 点 的 时 候 ， 我 们 能 够 知道 从 head 到 cur 节 点 这 条 路 径 上 
的 票 加 和 出 现 情况 ， 那 么 求 以 cur 币 点 结尾 的 累加 和 为 指定 值 的 最 长 路 径 
长 度 就 非常 容易 。 究 竟 如 何 去 更 新 sumMap ， 才 能 够 做 到 在 遍历 到 任何 一 
个 节点 的 时 候 都 能 有 从 head 到 这 个 节点 的 路 径 上 的 票 加 和 出 现 情况 呢 ? 

步骤 3 详细 地 说 明了 更 新 过 程 。 


3. 站 先 在 sumMap 中 加 入 一 个 记录 (0，0)， 它 表示 累加 和 0 不 用 包括 任何 
忆 点 就 可 以 得 到 。 然 后 按照 二 又 树 先 序 遇 历 的 方式 遇 历 节点 ， 遇 历 到 的 
当前 节点 记 为 cur， 从 head 到 cur 父 世上 点 的 票 加 和 记 为 preSum，cur 所 在 的 层 
数 记 为 level。 将 curvalue+preSum 的 值 记 为 curSum， 就 是 从 head 到 cur 的 累 
加 和 。 如 果 sumMap 中 已 经 包含 了 curSum 的 记录 ， 说 明 curSum 在 上 层 中 已 
经 出 现 过 ， 那 么 惑 不 更 新 sumMap; 如 有 果 sumMap 不 包 舍 curSum 的 记录 ， 
说 明 curSum 是 第 一 次 出 现 ， 就 把 (curSum ，level) 这 个 记录 放 入 sumMap 。 
接 下 来 是 求解 在 必须 以 cur 结 尾 的 情况 下 ， 累 加 和 为 规定 值 的 最 长 路 径 长 
度 ， 详 细 过 程 这 里 不 再 详 述 ， 请 读者 阅读 “ 求 未 排序 数组 中 累加 和 为 规定 
值 的 最 长 子 数 组 长 度 ” 问 题 。 然 后 是 遍历 cur 左 子 树 和 右 子 树 的 过 程 ， 依 然 
按照 步骤 3 摘 述 的 使 用 和 更 新 sumMap“。 以 cur 为 头 节 点 的 子 树 处 理 完 ， 当 
然 要 返回 到 cur 父 节点 ， 在 返回 前 还 有 一 项 重要 的 工作 要 做 ， 在 sumMap 中 
查询 curSum 这 个 累加 和 (key) 出 现 的 层 数 (value) ， 如 果 value 等 于 
level， 说 明 curSum 这 个 累加 和 的 记录 是 在 过 历 到 cur 时 加 上 去 的 ， 那 就 把 
这 一 条 记录 删除 ， 如 果 value 不 等 于 level， 则 不 做 任何 调整 。 


4. 步骤 3 会 通 历 二 叉 树 所 有 的 万 点 ， 也 会 求解 以 每 个 节点 结尾 的 情况 
下 ， 素 加 和 为 规定 值 的 最 长 路 径 长 度 。 用 maxLen 记 录 其 中 的 最 大 值 即 
Ho 


全 部 求解 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxLength 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public int getMaxLength(Node head, int sum) { 


HashMap<Integer, Integer> sumMap = new HashMap<I 
nteger, Integer>(); 


sumMap.put(0, 0); // 


要 


return preOrder(head, sum, 0, 1, ©, sumMap); 


|| 
TN 


public int preOrder(Node head, int sum, int preSum, int 
level, 


int maxLen, HashMap<Integer, Integer> su 
mMap) { 


if (head == null) { 
return maxLen; 
) 
int curSum = preSum + head.value; 
if (! sumMap.containsKey(curSum)) { 


sumMap.put(curSum, level); 


if (sumMap.containsKey(curSum - sum)) { 


maxLen = Math.max(level - sumMap.get(cur 
Sum - sum), maxLen); 


} 


maxLen = preOrder(head.left, sum, curSum, level 
+ 1, maxLen, sumMap); 


maxLen = preOrder(head.right, sum, curSum, level 
+ 1, maxLen, sumMap); 


if (level == sumMap.get(curSum)) { 
sumMap.remove(curSum) ; 


} 


return maxLen; 


找到 二 又 树 中 的 最 大 搜索 二 叉子 树 


【题目 】 


给 定 一 棵 二 义 树 的 头 节 点 head， 已 知 其 中 所 有 市 点 的 值 都 不 一 样 ， 找 到 
含有 闻 点 最 多 的 搜索 二 叉子 树 ， 并 返回 这 柠 子 树 的 头 世 点。 


例如 ， 二 又 树 如 图 3-16 所 示 。 
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图 3-16 
这 棵 树 中 的 最 大 搜索 二 又 子 树 如 图 3-17 所 示 。 
Ps, 
4 JN 
a foul da 
图 3-17 
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如 果 节 点 数 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (h ), h 
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【难度 】 
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【解答 】 
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B— FH: 如 果 来 目 node 左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 叉子 树 是 以 node.left 为 头 
的 ; 来 自 node 右 子 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 是 以 noderight 为 头 的 ; node 
左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 的 最 大 值 小 于 node.value; node 右 子 树 上 的 最 
大 搜索 二 又 子 树 的 最 小 值 大 于 node.value， 那 么 以 节点 node 为 头 的 整 棵 树 
都 是 搜索 二 又 树 。 


第 二 种 : 如 采 不 满足 第 一 种 情况 ， 说 明 以 节点 node 为 头 的 树 整 体 不 能 连 
成 搜索 二 又 树 。 这 种 情况 下 ， 以 node 为 头 的 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 是 
来 目 node 的 左 子 树 上 的 最 大 搜索 二 又 子 树 和 来 目 node 的 右 子 树 上 的 最 大 
搜索 二 叉子 树 之 间 ， 市 点 数 较 多 的 那个 。 


通过 以 上 分 析 ， 求 解 的 具体 过 程 如 下 : 
1. 整体 过 程 是 二 叉 树 的 后 序 遍 历 。 


2. 遍历 到 当前 节点 记 为 cur 时 ， 先 遍历 cur 的 左 子 树 收集 4 个 信息 ， 分 别 是 
左 子 树 上 最 大 搜索 二 又 子 树 的 头 节点 (BST) 、 节 点 数 (Size) 、 最 小 
få (Min) 和 最 大 值 (Max) 。 再 遍历 cur 的 右 子 树 收集 4 个 信息 ， 分 别 是 
右 子 树 上 最 大 搜索 二 又 子 树 的 头 节 点 (BST) ` PAR (rSize) 、 最 小 
få (Min) 和 最 大 值 (rMax) > 


3. 根据 步骤 2 所 收集 的 信息 ， 判 断 是 否 满足 第 一 种 情况 ， 如 采 满 足 第 一 
如 果 满 足 第 二 种 情况 ， 束 返回 IBST 和 IrBST 中 较 
V= | © 


: Er 式 实现 步骤 2 中 收集 节点 数 、 最 小 值 和 最 大 值 
J 问题 。 


Cees 二 叉子 树 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 biggestSubBST 方 
VE o 


public class Node { 


public int value; 


public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node biggestSubBST(Node head) { 
int[] record = new int[3]; 


return posorder(head, record); 


public Node posOrder(Node head, int[] record) { 

if (head == null) { 
record[0] = 0; 
record[1] = Integer .MAX_VALUE; 
record[2] = Integer .MIN VALUE; 
return null; 

} 

int value = head.value; 

Node left = head.left; 

Node right = head.right; 


Node 1BST = posOrder(left, record); 


int 1Size record[0]; 


int 1Min = record[1]; 


int lMax = record[2]; 

Node rBST = posOrder(right, record); 
int rSize = record[0]; 

int rMin = record[1]; 

int rMax = record[2]; 

record[1] = Math.min(1Min, value); 
record[2] = Math.max(rMax, value); 


if (left == 1BST && right == rBST && 1Max < valu 
e && value < rMin) { 


record[0] = 1Size + rSize + 1; 
return head; 


) 
record[0] = Math.max(1Size, rSize); 


return 1Size > rSize ? 1BST : rBST; 


找到 二 又 树 中 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 
大 拓扑 结构 
【题目 】 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head， 已 知 所 有 节点 的 值 都 不 一 样 ， 返 回 其 中 
最 大 的 且 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 拓扑 结构 的 大 小 。 


例如 ， 二 文 树 如 图 3-18 所 示 。 


图 3-18 


其 中 最 大 的 且 符 合 搜索 二 文 树 条 件 的 最 大 拓扑 结构 如 图 3-19 所 示 。 


图 3-19 
这 个 拓扑 结构 市 点 数 为 8， 所 以 返回 8。 
【难度 】 
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【解答 】 
方法 一 : 二叉树 的 节点 数 为 N ， 时 间 复 杂 度 为 O(N ?) 的 方法 。 


首先 来 看 这 样 一 个 问题 ， 以 节点 h 为 头 的 树 中 ， 在 拓扑 结构 中 也 必须 以 h 
为 头 的 情况 下 ， 怎 么 找到 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 结构 ? 这 个 问题 有 
一 种 比较 容易 理解 的 解法 ， 我 们 移 考 查 h 的 孩子 节点 ， 根 据 孩 子 世 点 的 值 
从 h 开 始 按照 二 又 搜 索 的 方式 移动 ， 如 采 最 后 能 移动 到 同一 个 孩 于 节点 
上 ， 说 明 这 个 孩子 节 点 可 以 作为 这 个 拓扑 的 一 部 分 ， 并 继续 考 碍 这 个 孩 
FEAT TA, SHERPA. 


我 们 以 题目 的 例子 来 说 明 一 下 ， 假 设 在 以 12 这 个 万 点 为 头 的 子 树 中 ， 要 
求 拓扑 结构 也 必须 以 12 为 头 ， 如 何 找到 最 多 的 节点 ， 并 且 整 个 拓扑 结构 
eoo een ys ela aia aan ke aie 
N={10, 13} ° 


考查 节点 10。 最 开始 时 10 和 12 进 行 比 较 ， 发 现 10 应 该 往 12 的 左边 找 ， 于 
是 节点 10 被 找到 ， 节 点 10 可 以 加 入 整个 拓扑 结构 ， 同 时 节点 10 的 孩子 节 
点 4 和 14 加 入 考查 队列 ， 考 查 队 列 为 (13，4，14}。 


考 碍 玉 氮 13。13 和 12 进 行 比较 ， 应 该 回 右 ， 于 是 节点 13 被 找到 ， 它 可 以 
加 入 整个 拓扑 结构 ， 同 时 它 的 两 个 孩子 节点 20 和 16 加 入 考查 队列 ，{4， 
14, 20, 16) - 


考查 节点 4。4 和 12 比 较 ， 应 该 向 左 ，4 和 10 比 较 ， 继 续 向 左 ， 节 点 4 被 找 
到 ， 可 以 加 入 整个 拓扑 结构 。 同 时 它 的 孩子 节点 2 和 5 加 入 考查 队列 ， 为 
{14, 20, 16, 2, 5}° 


考查 世 点 14。14 和 12 比 较 ， 应 该 同 右 ， 接 下 来 的 得 找 过 程 会 一 直 在 12 的 
右 子 树 上 ， 依 然 会 找 下 去 ， 但 是 市 点 14 不 可 能 被 找到 。 所 以 它 不 能 加 入 
整个 拓扑 结构 ， 它 的 孩子 方 点 也 都 不 能 ， 此 时 考查 队列 为 {20，16，2， 
5} ° 
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H{16, 2, 5}° 


按照 如 上 方法 ， 最 后 这 三 个 节点 (16, 2, 5) 都 可 以 加 入 拓扑 结构 ， 所 


以 我 们 找到 了 必须 以 12 为 头 ， 且 整个 拓扑 结构 是 符合 二 叉 树 条 件 的 最 大 
结构 ， 这 个 结构 的 节点 数 为 7。 


也 就 是 说 ， 我 们 根据 一 个 节点 的 值 ， 根 据 这 个 值 的 大 小 ， 从 h 开 始 ， 每 次 
问 左 或 者 向 右 移动 ， 如 采 最 后 能 移动 到 原来 的 节点 上 ， 说 明 该 证 点 可 以 
作为 以 h 为 头 的 拓扑 的 一 部 分 。 


解决 了 以 节点 h 为 头 的 树 中 ， 在 拓扑 结构 也 必须 以 h 为 头 的 情 癌 下， 怎么 
找到 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 结构 ? 接 下 来 只 要 裔 历 所 有 的 二 文 树 市 
上 态 ， 并 在 以 每 个 节点 为 头 的 子 树 中 都 求 一 过 其 中 的 最 大 拓扑 结构 ， 其 中 
最 大 的 那个 束 是 我 们 想 找 的 结构 ， 它 的 大 小 束 古 我 们 的 返回 值 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 bstTopoSizel 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public int bstTopoSize1(Node head) { 
if (head == null) { 


return 0; 


int max = maxTopo(head, head); 
max = Math.max(bstTopoSizei(head.left), max); 
max = Math.max(bstTopoSizei(head.right), max); 


return max; 


public int maxTopo(Node h, Node n) { 


if (h ! = null && n ! = null && isBSTNode(h, n, 
n.value)) { 


return maxTopo(h, n.left) + maxTopo(h, n 
right) + 1; 


} 


return 0; 


public boolean isBSTNode(Node h, Node n, int value) { 
if (h == null) { 


return false; 


if (h == n) < 
return true; 


} 


return isBSTNode(h.value > value ? h.left : h.ri 
ght, n, value); 


} 


对 于 方法 一 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 我 们 把 所 有 的 子 树 (N 个 ) 都 找 了 一 次 最 大 
拓扑 ， 每 找 一 次 所 考查 的 节点 数 都 可 能 是 O (N ) 个 节点 ， 所 以 方法 一 的 时 
间 复 杂 度 为 O (W2)。 


方法 二 : 二 义 树 的 节点 数 为 WN、 时 间 复 杂 度 最 好 为 O(N )、 最 差 为 O (N 
logN ) 的 方法 。 


先 来 说 明 一 个 对 方法 二 来 讲 非 常 重要 的 概念 一 一 拓扑 页 献 记 录 。 还 是 举 
例 说 明 ， 请 注意 题目 中 以 节点 10 为 头 的 子 树 ， 这 标 子 树 本 身 殉 是 一 棵 搜 
索 二 又 树 ， 那 么 整 棵 子 树 都 可 以 作为 以 节点 10 为 头 的 符合 搜索 二 又 树 条 
> 如 果 对 这 个 拓扑 结构 建立 页 献 记 录 ， 古 如 图 3-20 所 示 的 样 
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图 3-20 


在 图 3-20 中 ， 每 个 节点 的 劳 边 都 有 被 括号 括 起 来 的 两 个 值 ， 我 们 把 它 称 为 
节点 对 当前 头 节 点 的 拓扑 贡献 记 录 。 第 一 个 值 代表 市 点 的 左 子 树 可 以 为 
当前 头 节 点 的 拓扑 贡献 几 个 节点 ， 第 二 个 值 代表 节点 的 右 子 树 可 以 为 当 
前 头 节 点 的 拓扑 贡献 几 个 节点 。 比 如 4(1，1)， 括 号 中 的 第 一 个 1 代表 节点 
4 的 左 子 树 可 以 为 节点 10 为 头 的 拓扑 结构 贡献 1 个 节点 ， 第 二 个 1 代表 节点 
4 的 右 子 树 可 以 为 节点 10 为 头 的 拓扑 结构 贡献 1 个 节点 。 同 样 ， 我 们 也 可 
以 建立 以 和 点 13 为 头 的 记录 ， 如 图 3-21 所 示 。 


13(0,1) 


ÆN 
20(0,0) 16(0,0) 


3-21 


整个 方法 二 的 核心 束 是 如 果 分 别 得 到 了 h 左 右 两 个 孩子 为 头 的 拓扑 贡献 记 
孙 ， 可 以 快速 得 到 以 h 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 比 如 图 3-20 中 每 一 个 世 点 的 
记录 都 是 节点 对 以 节点 10 为 尖 的 拓扑 结构 的 贡献 记录 ， 图 3-21 中 每 一 个 节 
点 的 记录 都 是 节点 对 以 节点 13 为 头 的 拓扑 结构 的 贡献 记录 ， 同 时 节点 10 


和 节点 13 分 别 是 节点 12 的 左 孩 子 和 右 孩 子 。 那 么 我 们 可 以 快速 得 到 以 节 
点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 在 图 3-20 和 图 3-21 中 的 所 有 节点 的 记录 还 没有 
变 成 节点 12 为 头 的 拓扑 贡献 记录 之 前 ， 是 图 3-22 所 示 的 样子 。 


12 
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图 3-22 


如 图 3-22 所 示 ， 在 没有 变更 之 前 ， 市 点 12 左 子 树 上 所 有 节点 的 记录 和 原来 
一 样 ， 都 是 对 节点 10 负 责 的 ;节点 12 右 子 树 上 所 有 节点 的 记录 也 和 原来 
一 样 ， 都 是 对 节点 13 负 责 的 。 接 下 来 我 们 详细 展示 一 下 ， 所 有 下 点 的 记 
杂 如 何 变更 为 都 对 市 点 12 负 责 ， 也 就 是 所 有 市 点 的 记录 都 变 成 以 厄 点 12 
为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 


先 来 看 节点 12 的 左 子 树 ， 只 需 依次 考查 左 子 树 右边 界 上 的 节点 即 可 。 先 
考查 节点 10， 因 为 节点 10 的 值 比 节点 12 的 值 小 ， 所 以 节点 10 的 左 子 树 原 
来 能 给 节点 10 贡 献 多 少 个 节点 ， 当 前 就 一 定 都 能 贡献 给 节点 12， 所 以 节 
点 10 记 录 的 第 一 个 值 不 用 改变 ， 同 时 节点 10 左 子 树 上 所 有 节点 的 记录 都 
不 用 改变 。 接 下 来 考查 节点 14， 此 时 节点 14 的 值 比 节点 10 要 大 ， 说 明 以 
节点 14 为 头 的 整 棵 子 树 都 不 能 成 为 以 节点 12 为 头 的 拓扑 结构 的 左边 骨 
分 ， 那 么 删 掉 节 点 14 的 记录 ， 让 它 不 作为 节点 12 为 头 的 拓扑 结构 即 可 ， 
同时 只 要 删 掉 节点 14 一 条 记录 ， 就 可 以 断 开 节点 11 和 节点 15 的 记录 ， 让 
节点 14 的 整 棵 子 树 都 不 成 为 节点 12 的 拓扑 结构 。 后 续 的 右边 界 节 点 也 无 
须 考查 了 。 进 行 到 节点 14 这 一 步 ， 一 共 删 掉 的 节点 数 可 以 直接 通过 节点 
14 的 记录 得 到 ， 记 录 为 14(1，1)， 说 明 节 点 14 的 左 子 树 1 个 ， 节 点 14 的 右 
子 树 1 个 ， 再 加 上 节点 14 本 身 ， 一 共有 3 个 节点 。 接 下 来 的 过 程 是 从 右边 
界 的 当前 节点 重 回 节点 12 的 过 程 ， 先 回 到 节点 10， 此 时 节点 10 记 录 的 第 
二 个 值 应 该 被 修改 ， 因 为 节点 10 的 右 子 树 上 被 删 挤 了 3 个 节点 ， 所 以 记录 


由 10(3，3) 修 改 为 103，0)， 根 据 这 个 修改 后 的 记录 ， 克 点 12 记 录 的 第 一 
个 值 也 可 以 确定 了 ， 节 点 12 的 左 子 树 可 以 贡献 4 个 节点 ， 其 中 3 个 来 自 节 
点 10 的 左 子 树 ， 还 有 1 个 是 节点 10 本 身 ， 此 时 记录 变 为 图 3-23 所 示 的 样 
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图 3-23 


以 上 过 程 展 示 了 怎么 把 关于 h 左 孩子 的 拓扑 贡献 记录 更 改 为 以 hn 为 头 的 折 
扑 页 献 记录 。 为 了 更 好 地 展示 这 个 过 程 ， 我 们 再 举 一 个 例子 ， 如 图 3-24 所 
ZR ° 


图 3-24 


在 图 3-24 中 ， 假 设 之 前 已 经 有 以 节点 A 为 头 的 拓扑 贡献 记录 ， 现 在 要 变更 
为 以 节点 S 为 头 的 拓扑 贡献 记录 。 只 用 考查 S$ 左 子 树 的 右边 界 即 可 (A，B， 
C，D..J)， 假 设 A，B，C 的 值 都 比 S 小 ， 到 和 点 D 才 比 世 点 $S 大 。 那 么 A， 
B，C 的 左 子 树 原来 能 给 A 的 拓扑 贡献 多 少 个 和 点， 现在 就 都 能 贡献 给 S， 
所 以 这 三 个 和 点 记录 的 第 一 个 值 一 律 不 发 生变 化 ， 并 且 它 们 所 有 左 子 树 
上 的 节点 记录 也 不 用 变化 。 而 D 的 值 比 $ 的 值 大 ， 所 以 删除 D 的 记录 ， 从 
而 让 D 子 树 上 的 所 有 记录 都 和 以 S$ 为 头 的 拓扑 结构 断 开 ， 总 共 删 掉 的 节点 
Hd 1+d 2+1。 然 后 再 从 C 回 到 $， 治 途 所 有 节点 记录 的 第 二 个 值 统 一 减 


掉 d 1+d 2+1。 最 后 根据 入 点 A 改变 后 的 记录 ， 确 定 S 记 录 的 第 一 个 值 ， 如 


图 3-25 所 示 。 
1 ( a;+a>—d;—d>—1+1 ) 


(A) (a},a.—d,—d>—1 ) 
(B) (bi,b:-dr-di-1) 
ce (c1,03—dj-d>-1 ) 
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图 3-25 

天 于 怎么 把 h 左 孩子 的 拓扑 页 献 记录 更 改 为 以 h 为 头 的 拓扑 贡献 记录 的 问 
题 束 解释 完了 。 把 关于 h 右 孩子 的 拓扑 页 献 记 录 更 改 为 以 h 为 头 的 拓扑 页 


献 记 录 与 之 类 似 ， 吏 是 依次 考查 h 右 子 树 的 左边 界 即 可 。 回 到 以 节点 12 为 
头 的 拓扑 贡献 记录 问题 ， 最 后 生成 的 整个 记录 如 图 3-26 所 示 。 
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图 3-26 


当 我 们 得 到 以 h 为 头 的 拓扑 贡献 记录 后 ， 相 当 于 求 出 了 以 h 为 头 的 最 大 拓 

扑 的 大 小 。 方 法 二 正 是 不 断 地 用 这 种 方法 ， 从 小 树 的 记录 整合 成 大 树 的 

记录 ， 从 而 求 出 整 棵 树 中 符合 搜索 二 又 树 条 件 的 最 大 拓扑 的 大 小 。 所 
以 ， 整 个 过 程 大 体 说 来 是 利用 二 又 树 的 后 序 遍 历 ， 对 每 个 节点 来 说 ， 先 

生成 其 左 孩 子 的 记录 ， 然 后 是 石 孩子 的 记录 ， 接 着 把 两 组 记录 修改 成 以 

no ni VIRE 并 找 出 所 有 节点 的 最 大 拓扑 大 小 中 最 大 
| © 


方法 二 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 bstTopoSize2 方 法 。 


public class Record { 
public int 1; 
public int r; 
public Record(int left, int right) { 
this.l = left; 


this.r = right; 


public int bstTopoSize2(Node head) { 


Map<Node, Record> map = new HashMap<Node, Record 


>(); 


return posOrder(head, map); 


public int posOrder(Node h, Map<Node, Record> map) { 

if (h == null) { 

return 0; 
} 
int ls = posOrder(h.left, map); 
int rs = posOrder(h.right, map); 
modifyMap(h.left, h.value, map, true); 
modifyMap(h.right, h.value, map, false); 


Record lr = map.get(h.left); 


Record rr map.get(h.right); 
int lbst = lr == null ? 0: Ir.l + lr.r + 1; 
int rbst = rr == null ? 0: rr.l + rr.r + 1; 


map.put(h, new Record(lbst, rbst)); 


return Math.max(lbst + rbst + 1, Math.max(ls, rs 


)); 


public int modifyMap(Node n, int v, Map<Node, Record> m, 
boolean s) { 


if (n == null || (! m.containsKey(n))) { 


return 0; 
) 
Record r = m.get(n); 


if ((S && n.value > v) || ((! S) && n.value < v) 


m.remove(n); 
return r.l + r.r + 1; 
} else { 


int minus = modifyMap(s ? n.right : n.le 
ft, V, m, s); 


if (s) { 

r.r = r.r - minus; 
} else { 

r.l = r.l - minus; 
} 
m.put(n, r); 


return minus; 


对 于 方法 二 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 如 果 二 又 树 类 似 棒 状 结构 ， 即 每 一 个 非 
叶 市 点 只 有 左 子 树 或 只 有 右 子 树 ， 如 图 3-27 所 示 。 
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图 3-27 
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NRE 现在 我 们 分 析 一 下 在 方法 二 的 整个 过 程 中 将 走 过 多 少 个 市 


KID: 区 域 D 的 每 个 节点 在 生成 目 己 的 记录 时 ， 只 有 左 子 树 记 录 ， 同 时 
目 己 左 子 树 的 右边 界 只 有 目 己 的 左 孩 子 。 所 以 对 区 域 D 的 所 有 节点 来 说 ， 
每 一 个 节点 都 只 检查 一 个 节点 ， 就 是 目 己 的 左 孩 子 ， 所 以 走 过 市 点 的 忌 
BB wie KDA AK, 10 7numD 。 


区 域 C: 在 区 域 C 中 的 节点 i 很 特殊 ， 这 个 节点 右 子 树 的 左边 界 是 区 域 D 的 
全 部 节点 ， 全 部 都 要 走 一 过 ， 数 量 为 numD。 除 这 个 丰 点 外 ， 区 域 C 中 的 
其 他 万 点 又 是 只 走 过 一 个 和 节点 ， 是 目 己 的 右 孩 子 ， 走 过 世 点 的 总 数量 相 
当 于 C 区 域 的 节点 数 ， 记 为 namC。 处 理 区 域 C 时 走 过 的 总 数量 为 


numD+numC ° 

区 域 B 同 理 ， 总 数量 为 numB+numC。 

区 域 A 同 理 ， 总 数量 为 numA+numB。 

FHA, WRZ XWP ARON ， ABA EN FEE EU BABA ON 
, NEERENON) eo RETE IRM, BET X HETTE 
状 结构 的 时 候 。 


如 果 二 又 树 是 满 二 又 树 结构 ， 即 每 一 个 非 节点 左 子 树 和 右 子 树 全 都 有 ， 
如 图 3-28 所 示 。 
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3-28 
图 3-28 的 二 叉 树 为 一 棵 满 二 又 树 结构 ， 层 数 为 5。 


第 1 层 的 节点 数量 为 1， 第 1 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 节 点数 
A4, BPMN AWAD KRW, FEWEST - 
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数 为 3， 右 子 树 的 左边 界 节 点数 为 3， 总 共 走 过 12 个 节 抬 。 


第 3 层 的 节点 数量 为 4， 第 3 层 每 个 市 点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 记 把 
数 为 2， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 2， 总 共 走 过 16 个 节点 。 


tr 


我 们 做 一 下 扩展 ， 如 有 果 一 棵 满 二 又 树 ， 层 数 为 1。 


第 1 层 的 节点 数量 为 | ， 第 1 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 市 点 数 
为 1 -1， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 1-1， 忌 共 走 过 2(1 -1) 个 市 点 。 


第 2 层 的 节点 数量 为 2， 第 2 层 的 节点 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 节 点 数 
为 1 -2， 右 子 树 的 左边 界 节 点 数 为 1-2， 总 共 走 过 2x2x(1 -1]) 个 节点 。 


第 i 层 的 节操 数量 为 2"' ， 第 i 层 的 节操 在 生成 记录 时 左 子 树 的 右边 界 市 点 
数 为 |-i ， 右 子 树 的 左边 界 市 点 数 为 1 -i ， 尽 共 走 过 2"™'x2x(1 -i )=2 (l-i) 
TA ° 


所 以 全 部 层 的 所 有 市 点 走 过 的 节 后 数 为 : 


i<l 
> (-Dx2 = 本 xl1x2 por Å 


在 满 二 又 树 中 ，1-> O (logN )，2'-> N ， 所 以 走 过 的 节点 总 数 为 O (N logN 
ye 


二 又 树 越 趋 近 于 棒状 结构 ， 方 法 二 的 时 间 复 杂 度 越 低 ， 也 越 趋 近 于 O (N 
); 二 又 树 越 趋 近 于 满 二 又 树 结构 ， 方 法 二 的 时 间 复 杂 度 越 高 ， 但 最 差 也 
仅仅 是 O (N logN ) ° 


方法 二 的 详细 证 明 略 。 


二 叉 岩 的 按 层 打 印 与 ZigZag 打 印 
(RE) 


给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节点 head， 分 别 实现 按 层 打印 和 ZigZag 打 印 二 又 树 的 
EE 


例如 ， 二 又 树 如 图 3-29 所 示 。 


图 3-29 


按 层 打印 时 ， 输 出 格式 必须 如 下 : 


Level 1 : 1 
Level 2 :23 
Level 3 : 456 


Level 4 : 78 


ZigZag 打 印 时 ， 


Level 
Level 
Level 


Level 


输出 格式 必须 如 下 : 


1 from left to right: 1 
2 from right to left: 3 
3 from left to right: 4 


4 from right to left: 8 


【难度 】 

ht ror 
【解答 】 

o 按 层 打印 的 实现 。 


E F 分 基础 的 内 容 ， 对 二 又 树 做 简单 的 宽度 优先 遍历 即 

但 本 题 确 有 额外 的 要 求 ， 那 就 是 同一 层 的 和 点 必须 打印 在 一 行 上 ， 
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改进 。 所 以 关键 问题 是 如 何 知道 该 换行 。 只 需要 用 两 个 node 类 型 的 变量 
last 和 nLast 束 可 以 解决 这 个 人 问题 ，last 变 量 表示 正在 打印 的 当前 行 的 最 右 
万 点 ，nLast 表 示 下 一 行 的 最 右 世 点。 假设 我 们 每 一 层 都 做 从 左 到 右 的 视 
JED SE 历 ， 如 果 发 现 遍 历 到 的 节 点 等 于 last， 说 明 该 换行 了 。 换 行 之 后 
只 要 令 last=nLast， 就 可 以 继续 下 一 行 的 打印 过 程 ， 此 过 程 重 复 ， 直 到 所 
有 的 节 点 都 打印 完 。 那 么 问题 就 变 成 了 如 何 更 新 nLast? 只 需要 让 nLast 一 
直 跟 踪 记 录 宽 度 优先 队列 中 的 最 新 加 入 的 节点 即 可 。 这 是 因为 最 新 加 入 
队列 的 节点 一 定 是 目前 已 经 发 现 的 下 一 行 的 最 右 节 点 。 所 以 在 当前 行 打 
印 完 上 时，nLast 一 定 是 下 一 行 所 有 市 点 中 的 最 右 太 点 。 接 下 来 结合 题目 的 
例子 来 说 明 整 个 过 程 。 


开始 时 ，last= 世 点 1，nLast=null， 把 节点 1 放 入 队列 queue， 遍 历 开 始 ， 
queue=(1) ° 


M queue FR GT 点 1 并 打印 ， 然 后 把 节点 1 的 孩子 依次 放 入 queue， 放 入 证 
点 2 时 ，nLast= 贡 点 2， 放 入 节点 3 时 ，nLast= 节 点 3， 此 时 发 现 弹出 的 节点 
1==]ast。 所 以 换行 ， F Alate nLast= 3, queue={2, 3} ° 


从 gueue 中 弹出 厄 点 2 并 打印 ， 然 后 把 节点 2 的 孩子 放 入 queue， 放 入 市 点 4 
HF, nLast= 7,4, queue={3, 4} ° 


从 queue 中 弹出 和 点 3 并 打印 ， 然 后 把 节点 3 的 孩子 放 入 queue， 放 入 万 点 5 
时 ，nLast= 节 点 5， 放 入 节点 6 时 ，nLast= 节 点 6， 此 时 发 现 弹 出 的 节点 
3==last ° FA LLIAST, Ff last=nLast=77 6, queue={4, 5, 6) ° 


从 queue 中 弹出 和 点 4 并 打印 ， 下 点 4 没有 孩子 ， 所 以 不 放 入 任何 节点 ， 
nLast 也 不 更 新 。 


从 queue 中 弹出 市 点 5 并 打印 ， 然 后 把 节点 5 的 孩子 依次 放 入 queue， 放 入 六 
点 7 时 ，nLast= 节 点 7， 放 入 节点 8 时 ，nLast= 闻 点 8，queue={6，7，8}。 


从 dueue 中 弹出 节点 6 并 打印 ， 和 点 6 没有 和 孩子， 所 以 不 放 入 任何 节点 ， 
nLast 也 不 更 新 ， 此 时 发 现 弹 出 的 节点 6==]last。 所 以 换行 ， 并 令 
last=nLast= 1} 4.8, queue={7, 8) ° 


用 同样 的 判断 过 程 打 印 和 点 7 和 节点 8， 整 个 过 程 结 束 。 
按 层 打印 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printByLevel 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public void printByLevel(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 
int level = 1; 
Node last = head; 


Node nLast = null; 


queue.offer(head) ; 
System.out.print("Level " + (level++) + " : "); 
while (! queue.isEmpty()) { 
head = queue.poll(); 
System.out.print(head.value + " "); 
if (head.left ! = null) { 
queue.offer(head.left) ; 


nLast = head.left; 


) 

if (head.right ! = null) { 
queue.offer(head.right); 
nLast = head.right; 

) 


if (head == last && ! queue.isEmpty()) { 


System.out.print("NnLevel " + (1 
evel++) + 4 "); 


last = nLast; 


} 


System.out.println(); 


e ZigZag 打 印 的 实现 。 


先 简 单 介绍 一 种 不 推荐 的 方法 ， 即 使 用 ArrayList 结 构 的 方法 。 两 个 
ArrayList 结 构 记 为 list1 和 list2， 用 list1 去 收集 当前 层 的 节点 ， 然 后 从 左 到 
右 打 印 当前 层 ， 接 着 把 当前 层 的 孩子 和 点 放 进 list2， 并 从 右 到 左 打 印 ， 接 
下 来 再 把 list2 的 所 有 市 点 的 孩子 节点 放 入 list1， 如 此 反复 。 不 推荐 的 原因 


是 ArrayList 结 构 为 动态 数组 ， 在 这 个 结构 中 ， 当 元 素数 量 到 一 定 规模 时 
将 发 生 扩容 操作 ， 扩 容 操作 的 时 间 复 杂 度 为 O(N ) 是 比较 高 的 ， 这 个 结构 
增加 和 删除 元 素 的 时 间 复 杂 上 度 也 较 高 。 总 之 ， 用 这 个 结构 对 本 题 来 讲 数 
据 结构 不 够 纯粹 和 干净 ， 如 果 读 者 不 充分 理解 这 个 结构 的 底层 实现 ， 最 
好 不 要 使 用 ， 而 且 还 需要 两 个 ArrayList 结 构 。 


本 书 提供 的 方法 只 使 用 了 一 个 双 端 队列 ， 具 体 为 Java 中 的 LinkedList 结 
构 ， 这 个 结构 的 底层 实现 就 是 非常 纯粹 的 双 端 队列 结构 ， 本 书 的 方法 也 
仅 使 用 双 端 队列 结构 的 基本 操作 。 


先 举 题目 的 例子 来 展示 大 体 过 程 ， 首 先生 成 双 端 队列 结构 dq， 将 节点 1 从 
dq 的 头 部 放 入 dq。 


原则 1: 如 有 果 是 从 左 到 右 的 过 程 ， 那 么 一 律 从 dq 的 头 部 弹出 节点 ， 如 果 弹 
出 的 节点 没有 孩子 和 节点， 当然 不 用 放 入 任何 世 点 到 dd 中; RS BIT 
有 孩子 节点 ， 先 让 左 孩 子 从 尾部 进入 ddq， 再 让 右 孩 子 从 尾部 进入 dq。 


根据 原则 1， 先 从 dgq 头 部 弹出 节点 1 并 打印 ， 然 后 先 让 节点 2 从 dq 尾部 进 
入 ， 再 让 节点 3 从 dq 尾 部 进入 ， 如 图 3-30 所 示 。 


dq 头 
6 
2 |Æ 
图 3-30 


原则 2: 如 有 果 是 从 右 到 左 的 过 程 ， 那 么 一 律 从 dq 的 尾部 弹出 节点 ， 如 果 弹 
出 的 节点 没有 护 子 节点 ， 当 然 不 用 放 入 任何 市 点 到 dq 中 ; 如 采 当 前 市 抬 
有 孩子 节点 ， 先 让 右 孩 子 从 头 部 进入 ddq， 再 让 左 孩 子 从 头 部 进入 dq。 


根据 原则 2， 先 从 dq 尾 部 弹出 节点 3 并 打印 ， 然 后 先 让 节点 6 从 dq 头 部 进 
入 ， 再 让 和 点 5 从 dq 头 部 进入 ， 如 图 3-31 所 示 。 


dq 


2 
3 |Æ 


图 3-31 


根据 原则 2， 先 从 dq 尾 部 弹出 节点 2 并 打印 ， 然 后 让 和 点 4 从 dq 头 部 进入 ， 
如 图 3-32 所 示 。 


图 3-22 


根据 原则 1， 依 次 从 dgq 头 部 弹出 节点 4、5、6 并 打印 ， 这 期 间 先 让 节点 7 从 
dq 尾部 进入 ， 再 让 市 点 8 从 dq 尾部 进入 ， 如 图 3-33 所 示 。 


图 3-33 
最 后 根据 原则 2， 依 次 从 dq 尾 部 弹出 节点 8 和 7 并 打印 即 可 。 


用 原则 1 和 原则 2 的 过 程 切换 ， 我 们 可 以 完成 ZigZag 的 打印 过 程 ， 所 以 现 
在 只 剩 一 个 问题 ， 如 何 确定 切换 原则 1 和 原则 2 的 时 机 ， 其 实 还 是 如 何 确 
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在 ZigZag 的 打印 过 程 中 ， 下 一 层 最 后 打印 的 节点 是 当前 层 有 孩子 的 节点 
中 最 先进 入 dq 的 节点 。 比 如 ， 处 理 第 1 层 的 第 1 个 有 孩子 的 方 点 ， 也 就 十 
广 扩 1 时 ， 节 点 1 的 左 孩 子 市 点 2 最 先进 的 dq， 那 么 节操 2 束 是 下 一 层 打 印 
时 的 最 后 一 个 市 点 。 处 理 第 2 层 的 第 一 个 有 孩子 的 节点 ， 也 避 ® 是 节点 3 
时 ， 节 点 3 的 右 孩 子 节 点 6 最 先进 的 dg， 那么 市 点 6 就 是 下 一 层 打 印 时 的 最 
后 一 个 节操 。 处 理 第 3 层 的 第 一 个 有 孩 子 的 节 上 后， 也 殊 是 节 态 5 时 ， 市 点 5 
RAAT Ar did, 那么 节点 7 就 是 下 一 层 打印 时 的 最 后 一 个 市 


ZigZag 打 印 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printByZigZag 方 法 。 


public void printByZigZag(Node head) { 
if (head == null) < 


return; 


head.left 


head.right 


head.right 


Deque<Node> dq = new LinkedList<Node>( ); 
int level = 1; 
boolean 1r = true; 
Node last = head; 
Node nLast = null; 
dq.offerFirst(head); 
pringLevelAndOrientation(level++, 1r); 
while (! dq.isEmpty()) I 

if (1r) { 


head = dq.pollFirst(); 


if (head.left ! = null) { 
nLast = nLast == null ? 
nLast; 
dq.offerLast(head.left); 
) 
if (head.right ! = null) I 
nLast = nLast == null ? 
: nLast; 
dq.offerLast(head. right ) 
) 
) else { 
head = dq.pollLast(); 
if (head.right ! = null) { 
nLast = nLast == null ? 
: nLast; 


dq.offerFirst(head.right 


); 
} 
if (head.left ! = null) { 


nLast = nLast == null ? 
head.left : nLast; 


dq.offerFirst(head. left) 


} 


System.out.print(head.value + " "); 
if (head == last && ! dq.isEmpty()) { 
lr =! Ir; 
last = nLast; 
nLast = null; 
System.out.println(); 


pringLevelAndOrientation(level++ 


, Ir); 
) 
) 
System.out.println(); 
) 
ie public void pringLevelAndOrientation(int level, boolean 
É 


System.out.print("Level " + level + " from "); 


System.out.print(lr ? "left to right: " : "right 
to left: "); 


} 
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【题目 】 


一 柠 二 又 树 原本 是 搜索 二 又 树 ， 但 是 其 中 有 两 个 万 点 调换 了 人 位置， 使 得 
这 棵 二 又 树 不 再 是 搜索 二 叉 树 ， 请 找到 这 两 个 错误 节点 并 返回 。 已 知 二 
又 树 中 所 有 节点 的 值 都 不 一 样 ， 给 定 二 叉 树 的 头 节 点 head， 返 回 一 个 长 
度 为 2 的 二 叉 树 节点 类 型 的 数组 errs，errs[0] 表 示 一 个 错误 节点 ，errs[1] 表 
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进 阶 : 如果 在 原 问题 中 得 到 了 这 两 个 错误 三 点 ， 我 们 当然 可 以 通过 交换 
两 个 万 点 的 节点 值 的 方式 让 整 棵 二 义 树 重新 成 为 搜索 二 又 树 。 但 现在 要 
而 是 在 结构 上 完全 交换 两 个 节点 的 位 置 ， 请 实现 调整 
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【难度 】 

原 问题 : 导 kor 

进 阶 问题 ， E 

【解答 】 

原 问题 一 一 找到 这 两 个 错误 方 点 。 如 果 对 所 有 的 节点 值 都 不 一 样 的 搜索 
二 义 树 进行 中 序 遍 历 ， 那 么 出 现 的 节点 值 会 一 直 升 序 ， 所 以 ， 如 果 有 两 
个 市 点 位 置 错 了 ， 束 一 定 会 出 现 降序 。 


如 来 在 中 序 志 历时 市 点 值 出 现 了 两 次 降序 ， 第 一 个 错误 的 节点 为 第 一 次 
降序 时 较 大 的 和 点， 第 二 个 错误 的 节点 为 第 二 次 降序 时 较 小 的 节点 。 


比如 ， 原 来 的 搜索 二 又 树 在 中 序 遍 历时 的 节点 值 依次 出 现 {L1，2，3，4， 
5}， 如 果 因 为 两 个 节点 位 置 错 了 而 出 现 {1，5，3，4，2}， 第 一 次 降序 为 
5->3， 所 以 第 一 个 错误 节点 为 5， 第 二 次 降序 为 4->2， 所 以 第 二 个 错误 节 
点 为 2， 把 5 和 2 换 过 来 就 可 以 恢复 。 


如 果 在 中 序 遍 历时 节点 值 只 出 现 了 一 次 降序 ， 第 一 个 错误 的 节点 为 这 次 
降序 时 较 大 的 节点 ， 第 二 个 错误 的 节点 为 这 次 降序 时 较 小 的 节点 。 


比如 ， 原 来 的 搜索 二 又 树 在 中 序 志 历时 万 点 值 依 次 出 现 (L，2，3，4， 
5}， 如 有 果 因 为 两 个 节点 位 置 错 了 而 出 现 {1，2，4，3，5}， 只 有 一 次 降序 
为 4>3， 所 以 第 一 个 错误 节点 为 4， 第 二 个 错误 万 点 为 3， 把 4 和 3 换 过 来 
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寻找 两 个 错误 节点 的 过 程 可 以 总 结 为 ， 第 一 个 错误 节点 为 第 一 次 降序 时 
较 大 的 节点 ， 第 二 个 错误 节点 为 最 后 一 次 降序 时 较 小 的 节点 。 


所 以 ， 只 要 改写 一 个 基本 的 中 序 志 历 ， 融 可 以 完成 原 问 题 的 要 求 ， 改 写 
递归 、 非 递归 或 者 Morris 人 遍历 都 可 以 。 


找到 两 个 错误 节点 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getTwoErrNodes 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node[] getTwoErrNodes(Node head) { 
Node[] errs = new Node[2]; 
if (head == null) { 
return errs; 
) 
Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 


Node pre = null; 


while (! stack.isEmpty() || head ! = null) < 
if (head ! = null) { 
stack.push(head); 
head = head.left; 
} else { 
head = stack.pop(); 


if (pre ! = null && pre.value > 
head.value) { 


errs[0] = errs[0] == nul 
1 ? pre : errs[0]; 


errs[1] = head; 
) 
pre = head; 


head = head.right; 


) 


return errs; 
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找到 两 个 错误 节点 各 上 自 父 节 点 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
getTwoErrParents 方 法 ， 该 方法 返回 长 度 为 2 的 Node 类 型 的 数组 parents , 
parents[0] 表 示 第 一 个 错误 节点 的 父 节 点 ，parents[1] 表 示 第 二 个 错误 市 点 
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public Node[] getTwoErrParents(Node head, Node e1, Node 


e2) { 


Node[] parents = new Node[2]; 
if (head == null) { 


return parents, 


) 

Stack<Node> stack = new Stack<Node>(); 

while (! stack.isEmpty() || head ! = null) { 
if (head ! = null) { 


Stack.push(head); 


head = head.left; 


} else I 

head = stack.pop(); 

if (head.left == e1 || head.righ 
t == e1) I 

parents[0] = head; 

) 

if (head.left == e2 || head.righ 
t == e2) I 


parents[1] = head; 


) 


head = head.right; 


) 


return parents; 


找到 两 个 错误 节点 的 父 节 点 之 后 ， 第 一 个 错误 节点 记 为 e1 ，e1 的 父 节点 
记 为 elP，el 的 左 孩 子 记 为 elL ，el 的 右 孩 子 记 为 e1R。 第 二 个 错误 节点 记 
为 e2，e2 的 父 玉 点 记 为 e2P，e2 的 左 孩 子 记 为 ezL，e2 的 右 孩 子 记 为 e2R。 


在 结构 上 交换 两 个 下 点 ， 实 际 上 就 是 把 两 个 和 点 互 换 环 境 。 粗 略 地 说 ， 
就 是 让 e2 成 为 elP 的 孩子 节点 ， 让 elL 和 elR 成 为 e2 的 孩子 节点 ; 让 el 成 为 
e2P 的 孩子 记 点 ， 让 e2L 和 e2R 成 为 el 的 孩子 记 点 。 但 这 只 是 粗略 的 理解 ， 
在 实际 交换 的 过 程 中 有 很 多 情况 需要 我 们 做 特殊 处 理 。 比 如 ， 如 果 el 是 
头 节 点 ， 意 味 着 elP 为 null， 那 么 让 e2 成 为 elP 的 孩子 节点 时 ， 关 于 elP 的 
任何 left 指 针 或 right 指 针 操作 都 会 发 生 错 误 ， 因 为 elP 为 null 根 本 没有 Node 
类 型 节点 的 结构 。 再 如 ， 如 果 el 本 身 束 是 e2 的 左 孩 子 ， 即 el==e2L， 那 么 
让 e2L 成 为 el 的 左 孩 子 时 ，e1 的 left 指 针 将 指向 e2L， 将 会 指 癌 自 己 ， 这 会 
让 整 棵 二 叉 树 发 生 严 重 的 结构 错误 。 


换 句 话说 ， 我 们 必须 理 清楚 el 及 其 上 下 环境 之 间 的 天 系 、e2 及 其 上 下 环 
境 之 间 的 关系 ， 以 及 两 个 环境 之 间 是 否 有 联系 。 有 以 下 三 个 问题 和 一 个 
特别 注意 是 必须 关注 的 。 

问题 一 ，el 和 e2 是 否 有 一 个 是 头 广 点 ? MRA, EER? 

问题 二 : el 和 e2 是 否 相 邻 ? MARS, HÆRS TIA? 

问题 三 : el 和 e2 分 别 征 各 目 父 节 点 的 左 孩子 还 是 右 孩 子 ? 


特别 注意 :因为 是 在 中 序 忆 历时 先 找到 el1， 后 找到 e2， 所 以 el 一 定 不 古 e2 
的 右 孩 子 ，e2 也 一 定 不 是 el 的 左 孩 子 。 


以 上 三 个 问题 与 特别 注意 之 则 相互 影响 ， 情 况 非 党 复杂。 经 过 仔细 整 
理 ， 情 况 共 有 14 种 ， 每 一 种 情况 在 调整 el1 和 e2 各 自 的 拓扑 关系 时 都 有 特 
殊 处 理 。 

1.e1 是 头 ，el1 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 。 

2.e1 是 头 ，el 不 是 e2 的 父 ，e2 是 e2P 的 左 孩 子 。 

3.e1 是 头 ，el 不 是 e2 的 父 ，e2 是 e2P 的 右 孩 子 。 

4.e2 是 头 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el1 只 可 能 是 e2 的 左 孩 子 。 


5.e2 是 头 ，e2 不 是 el 的 父 ，el 是 elP 的 左 孩 子 。 


6.e2 是 头 ，e2 不 是 el 的 父 ，el 是 elP 的 右 孩 子 。 


7.e1 和 e2 都 不 是 头 ，el 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 ，e1 是 elP 的 
EZT ° 


8.e1 和 e2 都 不 是 头 ，el 是 e2 的 父 ， 此 时 e2 只 可 能 是 el 的 右 孩 子 ，e1 是 elP 的 
右 孩 子 。 


9.e1 和 e2 都 不 是 头 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el 只 可 能 是 e2 的 左 孩子 ，e2 是 e2P 的 
EBT ° 


10.e1 和 e2 都 不 是 头 ，e2 是 el 的 父 ， 此 时 el 只 可 能 是 e2 的 左 孩子 ，e2 是 e2P 
WAT ° 


11.e1 和 e2 都 不 是 头 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 节 点 ，el 是 elP 的 左 孩 子 ，e2 是 e2P 
WEIT ° 


12.e1 Me EA, EEEE TA, eltelPIART, e2æe2P 
的 右 孩 子 。 


13.e1 和 e2 都 不 是 头 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 和 点 ，el 是 elP 的 右 孩 子 ，e2 是 e2P 
的 左 孩 子 。 


14.e1 和 e2 都 不 是 头 ， 谁 也 不 是 谁 的 父 和 点 ，el 是 elP 的 右 孩 子 ，e2 是 e2P 
的 右 孩 子 。 


当 情 况 1 至 情况 3 发 生 时 ， 二 又 树 新 的 头 世 点 应 该 为 e2 ， 当 情况 4 至 情况 6 
发 生 时 ， 二 又 树 新 的 头 节 点 应 该 为 e1， 其 他 情况 发 生 时 ， 二 又 树 的 头 季 
点 不 用 发 生变 化 。 


从 结构 上 调整 两 个 错误 市 点 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 recoverTree 方 
is 


public Node recoverTree(Node head) { 
Node[] errs = getTwoErrNodes(head); 


Node[] parents = getTwoErrParents(head, errs[0], 
errs[1]); 


Node e1 

Node e1P 
Node e1L 
Node e1R 
Node e2 

Node e2P 
Node e2L 
Node e2R 


if (e1 = 


= errs[0]; 


parents[0]; 


= e1.left; 


ei.right; 


= errs[1]; 


parents[1]; 


e2.left; 


e2.right; 


= head) { 


if (e1 == e2P) I // 情况 1 


e1.left = e2L; 


ei.right e2R; 


e2.right el; 
e2.left = e1L; 

} else if (e2P.left == 
e2P.left = e1; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2L; 
ei.right = e2R; 

} else { // 情况 3 
e2P.right = e1; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 


e1.left = e2L; 


e2) { // 情况 2 


} 


ei.right e2R; 


head = e2; 


} else if (e2 


if (e2 


} else if (e1P.left 


head) { 


e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
el.left = e2; 

e1.right = e2R; 


e1P.left = e2; 
e1.left = e2L 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 

} else { // 情况 6 
e1P.right = e2; 
e1.left = e2L 
ei.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 

) 

head = e1; 


} else I 


e1P) { // 情况 4 


e1) { // 情况 5 


if (e1 == e2P) { 

if (e1P.left == e1) I // 情况 7 
e1P.left = e2; 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = el; 

} else { // 情况 8 
e1P.right = e2; 
e1.left = e2L; 
ei.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = el; 

} 

} else if (e2 == e1P) { 

if (e2P.left == e2) I // 情况 9 
e2P.left = e1; 
e2.left = eiL; 
e2.right = e1R; 
e1.left = e2; 
e1.right = e2R; 

} else { // 情况 10 
e2P.right = e1; 
e2.left = e1L; 


e2.right = e1R; 


el.left = e2; 
el.right = e2R; 
) 
) else { 
if (e1P.left == e1) { 


if (e2P.left == e2) I // 


情况 11 
el.left = e2L; 
el.right = e2R; 
e2.left = eiL; 
e2.right = e1R; 
e1P.left = e2; 
e2P.left = e1; 
} else { // 情况 12 
e1.left = e2L; 
e1.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.left = e2; 
e2P.right = e1; 
) 
} else { 
oe if (e2P.left == e2) I // 
情况 13 


el.left = e2L; 


el.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.right = e2; 
e2P.left = el; 
} else { // 情况 14 
e1.left = e2L; 
ei.right = e2R; 
e2.left = e1L; 
e2.right = e1R; 
e1P.right = e2; 


e2P.right = e1; 


判断 t1 树 是 否 包 含 t2 树 全 部 的 拓扑 结构 


【题目 】 


给 定 彼 此 独立 的 两 棵 树 头 节点 分 别 为 1 和 蕊 ， 判 断 寻 树 是 否 包含 刀 树 全 冰 
的 拓扑 结构 。 


例如 ， 图 3-34 所 示 的 tl1 树 和 图 3-35 所 示 的 t2 树 。 


8 910 
图 3-34 
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【难度 】 
二 Kos 
【解答 】 


如 果 t1L 中 某 棵 子 树 头 节点 的 值 与 2 头 世 点 的 值 一 样 ， 则 从 这 两 个 头 节 点 开 
始 匹配 ， 匹 配 的 每 一 步 都 让 tL 上 的 节点 跟着 t2 的 先 序 遍历 移动 ， 每 移动 一 
步 ， 都 检查 t1 的 当前 节点 是 否 与 2 当 前 节点 的 值 一 样 。 比 如 ， 题 目 中 的 例 


子 ， 寻 中 的 节点 2 与 2 中 的 节点 2 匹配 ， 然 后 t 跟 着 t2 向 左 ， 发 现 tL 中 的 节 
点 4 与 世 中 的 节点 4 匹配 ，t1 跟 着 了 2 继续 向 左 ， 发 现 t1 中 的 节点 8 与 t2 中 的 节 
点 8 匹配 ， 此 时 也 回 到 世 中 的 节点 2，t1 也 回 到 t1 中 的 节点 2， 然 后 t1 跟 着 t2 
器 右 ， 发 现 t1 中 的 节点 5 与 世 中 的 市 点 5 匹配 。 世 匹配 完毕 ， 结 果 返 回 
true。 如 果 匹 配 的 过 程 中 发 现 有 不 匹配 的 情况 ， 直 接 返 回 false， 说 明 t1 的 
当前 子 树 从 头 节 点 开始 ， 无 法 与 t2 匹 配 ， 那 么 再 去 寻找 t1 的 下 一 棵 子 树 。 
t1 的 每 棵 子 树 上 都 有 可 能 匹配 出 世 ， 所 以 都 要 检查 一 遍 。 


所 以 ， 如 果 t1 的 节点 数 为 N ，t2 的 节点 数 为 MY ， 该 方法 的 时 间 复 杂 度 为 0 
(NxM) ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 contains 方 法 ， 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean contains(Node t1, Node t2) { 


return check(ti, t2) || contains(ti.left, t2) || 
contains(ti.right, t2); 


} 


public boolean check(Node h, Node t2) { 


if (t2 == null) { 


return true; 


} 
if (h == null || h.value ! = t2.value) { 
return false; 
) 
return check(h.left, t2.left) && check(h.right, 
t2.right); 
} 


判断 t1 树 中 是 否 有 与 t2 树 拓扑 结构 完全 
相同 的 子 树 
【题目 】 


给 定 彼 此 独立 的 两 棵 树 头 节 点 分 别 为 tL 和 也 ， 判 断 世 中 是 否 有 与 忆 树 拓扑 
结构 完全 相同 的 子 树 。 


例如 ， 图 3-36 所 示 的 tl 村 和 图 3-37 所 示 t2 树 。 


图 3-36 


89 


图 3-37 


tt 树 有 与 刀 树 拓扑 结构 完全 相同 的 子 树 ， 所 以 返回 true。 但 如 果 tt 树 和 也 树 
分 别 如 图 3-38 和 图 3-39 所 示 ， 则 t1 树 就 没有 与 世 树 拓扑 结构 完全 相同 的 子 
树 ， 所 以 返回 false 。 


如 果 t1 的 节点 数 为 N ，t2 的 节点 数 为 M ， 本 题 最 优 解 是 时 间 复 杂 度 为 O (N 
+M ) 的 方法 。 先 简单 介绍 一 个 时 间 复 杂 度 为 O(N xM ) 的 方法 ， 对 于 世 的 
每 棵 子 树 ， 都 去 判断 是 否 与 忆 树 的 拓扑 结构 完全 一 样 ， 这 个 过 程 的 复杂 度 
为 O (M )，t1 的 子 树 一 共有 N 棵 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O(N xM )， 这 种 方法 
本 书 不 再 详 述 。 


下 面 重点 介绍 一 下 时 间 复 杂 度 为 O (NW +M ) 的 方法 ， 首 先是 把 tl1 树 和 t2 树 按 
照 先 友 遍历 的 方式 序列 化 ， 关 于 这 个 内 容 ， 请 阅读 本 书 “ 二 又 树 的 序列 化 
和 反 序 列 化 ”问题 。 以 题目 的 例子 来 说 ，t1 树 序列 化 后 的 结果 为 “112141! 
#18! #! #1519! #! #! #1316! #! #17! #! # ”， 记 为 t1Str。t2 树 序列 化 后 的 结 
为 “2141! #18! #! #1519! #! #! #! ”， 记 为 t2Str。 接 下 来 只 要 验证 t2Str 是 否 是 
t1Str 的 子 串 即 可 ， 这 个 用 KMP 算 法 可 以 在 线性 时 间 内 解决 。 所 以 t1 序 列 
化 的 过 程 为 O(N )， 包 序列 化 的 过 程 为 O (M )，KMP 解 决 t1Str 和 t2Str 的 匹 
配 问 题 O (M +N )， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (M +N )。 有 天 KMP 算 法 的 内 容 ， 
Dee he OR 
NFR FFL 9 


本 题 最 优 解 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isSubtree 方 法 。 


public boolean isSubtree(Node t1, Node t2) { 
String t1Str = serialByPre(t1); 
String t2Str = serialByPre(t2); 


return getIndexOf(tiStr, t2Str) ! = -1; 


public String serialByPre(Node head) { 
if (head == null) { 
return "#! "; 
) 
String res = head.value + "! "; 


res += serialByPre(head.left); 


res += serialByPre(head.right); 


return res; 


// KMP 


public int getIndexOf(String s, String m) { 


if (s == null || m == null || m.length() < 1 || 
s.length() < m.length()) 


{ 
return -1; 
} 
char[] ss = s.toCharArray(); 
char[] ms = m.toCharArray(); 


int si 


Il 
© 


int mi = 0; 
int[] next = getNextArray(ms); 
while (si < ss.length && mi < ms.length) { 
if (ss[si] == ms[mi]) { 
Si++; 
mi++; 
} else if (next[mi] == -1) I 
Si++; 
} else { 


mi = next[mi]; 


return mi == ms.length ? si - mi : -1; 


public int[] getNextArray(char[] ms) { 
if (ms.length == 1) < 


return new int[] { -1 }; 


) 

int[] next = new int[ms.length]; 
next[0] = -1; 

next[1] = 0; 

int pos = 2; 


int cn = 0; 
while (pos < next.length) { 
if (ms[pos - 1] == ms[cn]) { 
next[pos++] = ++cn; 
} else if (cn > 0) { 
cn = next[cn]; 
} else { 


next[pos++] = 0; 


} 


return next; 


判断 二 又 树 是 否 为 平衡 二 又 树 
【题目 】 
平衡 二 又 树 的 性 质 为 ， 要 么 是 一 棵 空 树 ， 要 么 任何 一 个 节点 的 左右 子 树 


高 度 差 的 绝对 值 不 超过 1。 给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head， 判 断 这 棵 二 又 
树 是 否 为 平衡 二 又 树 。 


[ÆR] 

如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (V)。 
【难度 】 

E syk 

【解答 】 


解法 的 整体 过 程 为 二 叉 树 的 后 序 肖 历 ， 对 任何 一 个 市 点 node 来 说 ， 先 沁 
历 node 的 左 子 树 ， 遇 历 过 程 中 收集 两 个 信息 ，node 的 左 子 树 是 否 为 平衡 
二 叉 树 ，node 的 左 子 树 最 深 到 哪 一 层 记 为 IH。 如 采 发 现 node 的 左 子 树 不 
是 平 衡 二 又 树 ， 无 须 进行 任何 后 续 过 程 ， 此 时 返回 什么 已 不 重要 ， 因 为 
已 经 发 现 束 棵 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 退 出 遍历 过 程 ， 如 采 node 的 左 子 树 是 
平衡 二 又 树 ， 再 过 历 node 的 右 子 树 ， 电 历 过 程 中 再 收集 两 个 信息 ，node 
的 右 子 树 是 否 为 平衡 二 叉 树 ，node 的 右 子 树 最 深 到 哪 一 层 记 为 rH。 如 果 
发 现 node 的 右 子 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 无 须 进行 任何 后 续 过 程 ， 返 回 什 么 
也 不 重要 ， 因 为 已 经 发 现 整 棵 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 退 出 过 历 过 程 ， 如 采 
node 的 右 子 树 也 是 平衡 二 叉 树 ， 就 看 IH 和 rH 差 的 绝对 值 是 否 大 于 1， 如 果 
大 于 1， 说 明 已 经 发 现 整 棵 树 不 是 平衡 二 又 树 ， 如 采 不 大 于 1， 则 返回 1H 
和 rH 较 大 的 一 个 。 


判断 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isBalance 方 法 。 在 递归 函数 getHeight 
中 ， 一 旦 发 现 不 符合 平衡 二 又 树 的 性 质 ， 递 归 过 程 会 迅速 退出 ， 此 时 返 
回 什 么 根本 不 重要 。boolean[] res 长 度 为 1， 其 功能 相当 于 一 个 全 局 的 


boolean 变 量 。 


public boolean isBalance(Node head) { 


) Å 


public int getHeight(Node head, 


boolean[] res = new boolean[1]; 
res[0] = true; 
getHeight(head, 1, res); 


return res[0]; 


int level, boolean[] res 


if (head == null) { 
return level; 
) 
int 1H = getHeight(head.left, level + 1, res); 
if (! res[0]) I 
return level; 
) 
int rH = getHeight(head.right, level + 1, res); 
if (! res[0]) I 
return level; 
) 
if (Math.abs(lH - rH) > 1) { 
res[0] = false; 
) 


return Math.max(1H, rH); 


整个 后 序 裔 历 的 过 程 中 ， 每 个 节点 最 多 遍历 一 次 ， 如 果 中 途 发 现 不 满足 
平衡 二 义 树 的 性 质 ， 整 个 过 程 会 迅速 退出 ， 没 人 遍历 到 的 节点 也 不 用 遍历 
了 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (W)。 


根据 后 序数 组 重建 搜索 二 又 树 


【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 已 知 其 中 没有 重复 值 ， 判 断 arr 是 否 可 能 是 万 点 值 
类 型 为 整 型 的 搜索 二 叉 树 后 序 遇 历 的 结果 。 


FN: 如 有 果 整 型 数组 arr 中 没有 重复 值 ， 且 已 知 是 一 柠 搜 索 二 又 树 的 后 序 
允 历 结果 ， 通 过 数组 arr 重 构 二 又 树 。 


【难度 】 
E XXX 
【解答 】 


原 问 题 的 解法 。 二 义 树 的 后 序 亿 历 为 完 左 、 再 右 、 最 后 根 的 顺序 ， 所 
以 ， 如 果 一 个 数组 是 二 又 树 后 序 志 历 的 结果 ， 那 么 头 节 点 的 值 一 定 会 是 
数组 的 最 后 一 个 元 素 。 搜 索 二 又 树 的 性 质 ， 所 以 比 后 序数 组 最 后 一 个 元 
素 值 小 的 数组 会 在 数组 的 左边 ， 比 数组 最 后 一 个 元 素 值 大 的 数组 会 在 数 
组 的 右边 。 比 如 arr=[2，1，3，6，5，7，4]， 比 4 小 的 部 分 为 [2，1，3]， 
比 4 大 的 部 分 为 [6，5，7]。 如果 不 满足 这 种 情况 ， 说 明 这 个 数组 一 定 不 可 
能 是 搜索 二 又 树 后 序 电 历 的 结果 。 接 下 来 数组 划分 成 左边 数组 和 右边 数 
组 ， 相 当 于 二 又 树 分 出 了 左 子 树 和 右 子 树 ， 只 要 递归 地 进行 如 上 判断 即 


可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPostArray 方 法 。 


public boolean isPostArray(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return false; 


return isPost(arr, 0, arr.length - 1); 


public boolean isPost(int[] arr, int start, int end) { 
if (start == end) { 
return true; 


} 


int less 


Il 
I 
m 


int more = end; 
for (int i = start; i < end; i++) { 


if (arr[end] > arr[i]) { 


less = i; 
} else { 
more = more == end ? i : more; 
) 
) 
if (less == -1 || more == end) { 
return isPost(arr, start, end - 1); 
} 
if (less ! = more - 1) { 
return false; 
} 


return isPost(arr, start, less) && isPost(arr, m 
ore, end - 1); 


} 


进 阶 问题 的 分 析 与 原 问 题 同 理 ， 一 棵 树 的 后 序数 组 中 最 后 一 个 值 为 二 又 
树 头 节操 的 值 ， 数 组 左 部 分 都 比 尖 市 点 的 值 小 ， 用 来 生成 头 节 后 的 左 子 
树 ， 剩 下 的 部 分 用 来 生成 右 子 树 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 posArrayToBST 方 法 。 


public class Node { 


public int value; 


public Node left; 


public Node right; 


public Node(int value) { 


this.value = value; 


public Node posArrayToBST(int[] posArr) { 
if (posArr == null) { 
return null; 


} 


return posToBST(posArr, 0, posArr.length - 1); 


public Node posToBST(int[] posArr, int start, int end) { 
if (start > end) < 
return null; 
) 
Node head = new Node(posArr[end]); 
int less = -1; 
int more = end; 
for (int i = start; i < end; i++) I 
if (posArr[end] > posArr[i]) I 
less = i; 
} else { 


more = more == end ? i : more; 


} 


head.left = posToBST(posArr, start, less); 
head.right = posToBST(posArr, more, end - 1); 


return head; 


判断 一 棵 二 叉 树 是 否 为 搜索 二 叉 树 和 完 
EI 
【题目 】 


给 定 一 个 二 又 树 的 头 节 点 head， 已 知 其 中 没有 重复 值 的 万 点， 实现 两 个 
函数 分 别 判断 这 棵 二 又 树 是 否 是 搜索 二 义 树 和 完全 二 叉 树 。 


【难度 】 
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遍历 的 过 程 中 看 节点 值 是 否 都 是 递增 的 即 可 。 本 书 改 写 的 是 Morris 中 序 遍 
历 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 有 关 Morris 中 序 
遍历 的 介绍 ， 请 读者 阅读 本 书 “ 遍 历 二 叉 树 的 神 级 方法 ”问题 。 需 要 注意 
的 是 ，Morris 遍 历 分 调整 二 又 树 结构 和 恢复 二 又 树 结构 两 个 阶段 ， 所 以 ， 
当 发 现 节点 值 降序 时 ， 不 能 直接 返回 false， 这 么 做 可 能 会 跳 过 恢复 阶 
段 ， 从 而 破坏 二 又 树 的 结构 。 


通过 改写 Morris 中 序 遍 历来 判断 搜索 二 又 树 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
isBST 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public boolean isBST(Node head) { 
if (head == null) { 
return true; 


} 


boolean res = true; 


Node pre = null; 

Node cur1 = head; 

Node cur2 = null; 

while (cur1 ! = null) I 


cur2 = curi.left; 


if (cur2 ! = null) { 
while (cur2.right ! = null && cu 
r2.right ! = cur1) { 
cur2 = cur2.right; 
) 
if (cur2.right == null) { 
cur2.right = cur1; 
cur1 = curi.left; 
continue; 
} else { 
cur2.right = null; 
) 
) 
if (pre ! = null && pre.value > cur1.val 
ue) { 
res = false; 
) 
pre = curl; 
curt = curi.right; 
) 


return res; 


判断 一 棵 二 又 树 是 否 是 完全 二 又 树 ， 依 据 以 下 标准 会 使 判断 过 程 变 得 简 
单 且 易 实现 : 


1. 按 层 志 历 二 义 树 ， 从 每 层 的 左边 癌 右 边 依 次 饥 历 所 有 的 万 点 。 
2 如果 当 前 节点 有 右 孩 子 ， 但 没有 左 孩 子 ， 直 接 返回 false。 


3. 如 果 当 前 节点 并 不 是 左右 孩子 全 有 ， 那 之 后 的 方 点 必须 都 为 叶 节 点 ， 
否则 返回 false。 


4. 遍历 过 程 中 如 果 不 返 回 false， 遍 历 结 束 后 返回 true 。 
判断 是 否 是 完全 二 义 树 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isCBT 方 法 。 


public boolean isCBT(Node head) { 

if (head == null) { 
return true; 

) 

Queue<Node> queue = new LinkedList<Node>(); 

boolean leaf = false; 

Node 1 = null; 

Node r = null; 

queue.offer(head) ; 

while (! queue.isEmpty()) { 
head = queue.poll(); 
1 = head.left; 
r = head.right; 


if ((leaf&& 


(1! =null||r! =null)) || (1==null&&r! =null)) I 


return false; 


} 
if (1 ! = null) { 
queue .offer(1); 
} 
if (r ! = null) { 
queue.offer(r); 
} else { 
leaf = true; 
} 
} 
return true; 
} 
通过 有 序数 组 生成 平衡 搜索 二 又 树 


【题目 】 


给 定 一 个 有 序数 组 sortArr， 已 知 其 中 没有 重复 值 ， 用 这 个 有 序数 组 生成 
RR 


【难度 】 
I KIKK 
【解答 】 


本 题 的 递归 过 程 比较 简单 ， 用 有 序数 组 中 最 中 间 的 数 生成 搜索 二 文 树 的 
头 节 点 ， 然 后 用 这 个 数 左 边 的 数 生成 左 子 树 ， 用 右边 的 数 生 成 右 子 树 即 


?过程 请 参看 如 下 代码 中 的 generateTree 方 法 。 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


public Node generateTree(int[] sortArr) { 
if (sortArr == null) { 
return null; 


} 


return generate(sortArr, 0, sortArr.length - 1); 


public Node generate(int[] sortArr, int start, int end) 


if (start > end) { 
return null; 


} 


int mid = (start + end) / 2; 


Node head = new Node(sortArr[mid]); 
head.left = generate(sortArr, start, mid - 1); 
head.right = generate(sortArr, mid + 1, end); 


return head; 


在 二 叉 树 中 找到 一 个 节 挟 的 后 继 节 所 


【题目 】 
现在 有 一 种 靳 的 二 义 树 入 上 后 类 型 如 下 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node parent; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


AP LE AT GE I — NÉ HA parent FEET ° RA 
一 棵 Node 类 型 的 太 点 组 成 的 二 叉 树 ， 树 中 每 个 节点 的 parent 指 针 都 正确 地 
指向 目 己 的 父 节 点 ， 头 市 点 的 parent 指 辣 null。 只 给 一 个 在 二 叉 树 中 的 某 
个 节点 node， 请 实现 返回 node 的 后 继 节 AA ERAS © EO AN FÆRD 
的 序列 中 ，node 的 下 一 个 和 点 叫 作 node 的 后 继 节 点 。 


例如 ， 图 3-40 所 示 的 二 又 树 。 


图 3-40 
中 序 遍 历 的 结果 为 : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 


所 以 节点 1 的 后 继 为 节点 2， 刷 点 2 的 后 继 为 和 点 3，.………， 节 点 10 的 后 继 
null ° 


【难度 】 
hh ror 
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先 简 单 介绍 一 种 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 较 高 但 易于 理解 的 方法 。 既 然 
新 类 型 的 二 又 树 世 点 有 指向 父 玉 点 的 指针 ， 那 么 一 直 往 上 移动 ， 目 然 可 
以 找到 头 世 点 。 找 到头 节点 之 后 ， 再 进行 二 又 树 的 中 序 所 历 ， 生 成 中 序 
遍历 序列 ， 然 后 在 这 个 序列 中 找到 node 节 点 的 下 一 个 节点 返回 即 可 。 如 
果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 这 种 方法 要 把 二 叉 树 的 所 有 闻 点 至 少 遍 历 一 
JB, EAT ED AF ADA BRAS IN 的 空间 ， 所 以 该 方法 的 时 间 复 
杂 度 与 额外 空间 复杂 度 都 为 O(N )。 本 书 不 再 详 述 。 


最 优 解法 不 必 人 裔 历 所 有 的 节点 ， 如 采 node 市 点 和 node 后 继 节 点 之 间 的 实 
际 距 离 为 L ， 最 优 解法 只 用 走 过 L 个 市 点 ， 时 间 复 杂 度 为 O (L )， 额 外 空 
Me (1) > TRAN AE UKE node TR 


情况 1: 如 果 node 有 右 子 树 ， 那 么 后 继 节 点 就 是 右 子 树 上 最 左边 的 节点 。 


例如 ， 题 目 所 未 的 二 又 桂 中 ， 当 node 为 节点 1 ”3 、4 GROR, RSA 
情况 。 


情况 2: 如果 node 没 有 右 子 树 ， 那 么 先 看 node 是 不 是 node 父 市 点 的 左 孩 
子 ， 如 果 是 左 孩 子 ， 那 么 此 时 node 的 父 节 点 束 是 node 的 后 继 节 点 ;如 果 
是 右 孩 和子， 就 同上 寻找 node 的 后 继 节 点 ， 假 设 同 上 移动 到 的 节点 记 为 s，s 
的 父 节 点 记 为 p， 如 果 发 现 s 是 p 的 左 孩 和子， 那么 节点 p 就 是 node 点 的 后 继 
节点 ， 否 则 就 一 直 同 上 移动 。 


例如 ,题目 所 示 的 二 叉 树 中 ， 当 node 为 节点 7 时 ， 节 点 7 的 父 节 点 是 节点 
8， 同 时 节点 7 是 万 点 8 的 左 孩子 ， 此 时 节点 8 就 是 和 点 7 的 后 继 节 点 。 


再 如 ， 题 目 所 示 的 二 叉 树 中 ， 当 node 为 节点 5 时 ， 节 点 5 的 父 节 点 是 节点 
4， 但 是 节点 5 是 节点 4 的 右 孩子 ， 所 以 网 上 寻找 node 的 后 继 节 点 。 当 辐 上 
移动 到 方 点 4， 节 点 4 的 父 节 点 是 节点 3， 但 是 节点 4 还 是 节点 3 的 右 孩 子 ， 
继续 向 上 移动 。 当 向 上 移动 到 节点 3 时 ， 节 点 3 的 父 节点 是 节点 6， 此 时 终 
于 发 现 节 点 3 是 节点 6 的 左 孩 子 ， 移动 停止 ， 闻 点 6 就 是 node (市 点 5) 的 
FATA ° 


情况 3: WREEF- AREF, BERET ANSER ZH 
node HART A, WilinodefRk AK NESET Å o 


比如 ， 题 目 所 示 的 二 又 树 中 ， 当 node 为 节点 10 时 ， 一 直 向 上 移动 到 节点 
6， 此 时 发 现世 点 6 的 父 忆 点 已 经 为 空 ， 说 明 node 没 有 后 继 节 点 。 


情况 1 和 情况 2 遍历 的 节点 就 是 node 到 node 后 继 节 点 这 条 路 径 上 的 节点 
情况 3 遇 历 的 万 点 数 也 不 会 超过 二 叉 树 的 高 度 。 


最 优 解 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getNextNode 方 法 。 


public Node getNextNode(Node node) { 
if (node == null) { 
return node; 
) 
if (node.right ! = null) I 


return getLeftMost(node.right); 


} else { 


Node parent = node.parent; 


while (parent ! = null && parent.left ! 
= node) { 

node = parent; 
parent = node.parent; 

} 

return parent; 

} 
} 


public Node getLeftMost(Node node) { 
if (node == null) { 


return node; 


) 

while (node.left ! = null) I 
node = node.left; 

) 


return node; 


在 二 又 树 ne ad 


【题目 】 


一 棵 二 又 树 的 头 和 点 head， 以 及 这 棵 树 中 的 两 个 节点 o1 和 o2， 请 返 
人 近 公 共 祖 先 节点 。 


例如 ， 图 3-41 所 示 的 二 又 树 。 
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图 3-41 


TAMM AA SAO AEE HATT 2, TAST AA BOA UE 
TRAV, AOA OMB ASC TAA TAS, TAST 
点 8 的 最 近 公 共 祖 先世 点 为 节点 1。 


进 阶 ， 如 采 查 询 两 个 市 点 的 最 近 公 共 祖 先 的 操作 十 分 频繁 ， 想 法 让 单条 
查询 的 查询 时 间 减 少 。 


HD: 给 定 二 又 树 的 头 世 点 head， 同 时 给 定 所 有 想 要 进行 的 查询 。 二 
又 树 的 节点 数量 为 N ， 碍 询 条 数 为 M ， 请 在 时 间 复 洒 度 为 O(N +M ) 内 返 
回 所 有 查询 的 结 

【难度 】 

RE: + kry 


进 阶 问题 : RY à 20% 


再 进 阶 问题 : 校 à à 0% 
【解答 】 


先 来 解决 原 问 题 。 后 序 遇 历 二 叉 树 ， 假 设 遍 历 到 的 当前 节点 为 cur。 因 为 
是 后 序 遇 历 ， 所 以 先 处 理 cur 的 两 棵 子 树 。 假 设 处 理 cur 左 子 树 时 返回 节点 
为 left， 处 理 右 子 树 时 返回 right 。 


1， 如 果 发 现 cur 等 于 null， 或 者 o1、o2， 则 返回 cur 。 
2. 如 果 left 和 right 都 为 空 ， 说 明 cur 整 棵 子 树 上 没有 发 现 过 o1 或 02， 返 回 


null ? 


3 如果 left 和 right 都 不 为 裤 ， 说 明 左 子 树 上 发 现 过 o1 或 o2， 右 子 树 上 也 发 
现 过 o2 或 o1， 说 明 o1 况 上 与 o2 癌 上 的 过 程 中 ， 首 次 在 cur 相 遇 ， 返 回 cur 。 


4. 如果 1left 和 right 有 一 个 为 空 ， 另 一 个 不 为 空 ， 假 设 不 为 空 的 那个 记 为 
node， 此 时 node 到 底 是 什么 9 省 两 种 可 能 要 么 node 是 o1 或 02 中 的 一 = À 
Se eee eee 。 不管 是 哪 种 情况 ， 直接 返回 
node 即 可 。 


以 题目 二 又 树 的 例子 来 说 明 一 下 ， 假 设 o1 为 节点 6，o2 为 节点 8， 过 程 为 
E FØD ° 


e 依次 遍历 节点 4、 节 点 5、 节 点 2， 都 没有 发 现 o1 或 02， 所 以 节点 1 
的 左 子 树 返 回 为 null; 


e 遍历 节点 6， 发 现 节点 6 等 于 o01， 返 回 节点 6， 所 以 节点 3 左 子 树 的 
返回 值 为 节点 6; 


e 遍历 节点 8， 发 现 节点 8 等 于 02， 返 回 季 点 8， 所 以 节点 7 左 子 树 的 
返回 值 为 节点 8; 


e AZRA TN null, HATATA FER EME null; 


e GHANA, Æ TOR TRS, ATR Eu, Rese, IE 
时 返回 世 点 8， 所 以 万 点 3 的 右 子 树 的 返回 值 为 节点 8; 


e 明 有 历 世 点 3， 左 子 树 返 回 世 点 6， 右 子 树 返回 和 点 8， 根 据 步 又 3， 
此 时 返回 节点 3， 所 以 节点 1 的 右 子 树 的 返回 值 为 节点 3; 


e RATA, ATK EU, GPR RS, MTR, He 
终 返 回 节点 3。 


找到 两 个 节点 最 近 公 共 祖 先 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
lowestAncestor 方 法 。 


public Node lowestAncestor(Node head, Node o1, Node 02) 


if (head == null || head == 01 || head == 02) { 
return head; 
) 
Node left = lowestAncestor(head.left, o1, 02); 
Node right = lowestAncestor(head.right, o1, 02); 
if (left ! = null && right ! = null) { 
return head; 


} 


return left ! = null ?3 left : right; 


进 阶 问题 其 实 是 先 花 较 大 的 力气 建立 一 种 记录 ， 以 后 执行 每 次 查询 时 就 
可 以 完 TAPE 询 。 记 有 杂 的 方式 可 以 有 很 多 种 ， 本 书 提供 两 种 
记录 结构 供 读者 参考 ， 两 种 记录 各 有 优 缺 点 。 

结构 一 : 建立 二 又 树 中 每 个 节点 对 应 的 父 忆 点 信息 ， 是 一 张 哈 硕 表 。 


如 采 对 题目 中 的 二 义 树 建立 这 种 哈 硕 表 ， 哈 布 表 中 的 信息 如 下 : 
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二 义 树 ， 这 张 表 吕 可 以 创建 好 ， 以 后 每 次 查询 都 可 以 根据 这 张 哈 硕 表 进 
人 


假设 想 查 节点 4 和 节点 8 的 最 近 公 共 祖 先 ， 方 法 是 使 用 如 上 的 哈 希 表 ， 把 
包括 下 点 4 在 内 的 所 有 节点 4 的 祖先 凶 点 放 进 另 一 个 蛤 希 表 A 中 ，A 表 示 节 
ee eer < 路径 上 所 有 节点 的 集 sr AR (a4, T42, TÅ 

。 然 后 使 用 如 上 的 哈 希 表 ， 。 首 先 

eine 发 现 不 在 A 中 ， 然 后 是 节点 7， 发 现 也 不 在 A 中 ， 接 下 来 是 节点 
3， 依 然 不 在 A 中 ， 最 后 是 节点 1， 发 现在 A 中 ， BP Z TL DAA 
点 8 的 最 近 公 共 祖 先 。 HE He Phat Path RAT 点 在 A 中 ， 这 个 节点 
就 是 要 求 的 公共 祖先 节点 。 


结构 一 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 Record1 类 的 实现 ， 构 造 画 数 是 创建 
记录 过 程 ， 方法 query 是 查询 操作 。 


public class Recordi £ 


private HashMap<Node, Node> map; 


public Recordi(Node head) { 
map = new HashMap<Node, Node>(); 
if (head ! = null) { 


map.put(head, null); 


setMap(head); 


private void setMap(Node head) { 


if (head == null) { 


return; 
) 
if (head.left ! = null) { 
map.put(head.left, head); 
) 
if (head.right ! = null) { 
map.put(head.right, head); 
) 


setMap(head.left); 


setMap(head.right); 


public Node query(Node o1, Node 02) { 


HashSet<Node> path = new HashSet<Node> 


(); 
while (map.containsKey(o1)) { 
path.add(o1); 
o1 = map.get(o1); 
) 
while (! path.contains(02)) { 


02 = map.get(02); 


} 


return 02; 


很 明显 ， 结 构 一 建 并 记录 的 过 程 时 间 复 洒 度 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 度 为 
O (N)。 碍 询 操作 时 ， 时 间 复 杂 度 为 O (h )， 其 中 , h TX MERE - 


结构 二 ， 直 搂 建立 任意 两 个 节点 之 间 的 最 近 公共 祖先 记录 ， 便 于 以 后 查 
询 时 直接 查 。 


建立 记录 的 具体 过 程 如 下 : 

1. 对 二 又 树 中 的 每 棵 子 树 (一 共 N ER) 都 进行 步骤 2。 

2. 假设 子 树 的 头 世 点 为 hb，h 所 有 的 后 代 节 点 和 h 节 点 的 最 近 公 共 祖 先 都 
是 h， 记 录 下 来 。h 左 子 树 的 每 个 节点 和 h 右 子 树 的 每 个 节点 的 最 近 公 共 祖 
先 都 是 hn， 记 录 下 来 。 

为 了 保证 记录 不 重复 ， 设 计 一 种 好 的 实现 方式 是 这 种 结构 实现 的 重点 。 
结构 二 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 Record2 类 的 实现 。 


public class Record2 { 


private HashMap<Node, HashMap<Node, Node>> map; 


public Record2(Node head) { 


map = new HashMap<Node, HashMap<Node, No 
de>>(); 


initMap(head); 


setMap(head); 


(O); 


private 


private 


private 


void initMap(Node head) { 
if (head == null) { 


return; 


map.put(head, new HashMap<Node, 


initMap(head. left); 


initMap(head.right); 


void setMap(Node head) { 
if (head == null) { 

return; 
} 
headRecord(head.left, head); 
headRecord(head.right, head); 
subRecord(head); 
setMap(head.left); 


setMap(head.right); 


void headRecord(Node n, Node h) { 
if (n == null) { 


return; 


Node> 


) 
map.get(n).put(h, h); 
headRecord(n.left, h); 


headRecord(n.right, h); 


private void subRecord(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
preLeft(head.left, head.right, head); 
subRecord(head.left); 


subRecord(head.right); 


private void preLeft(Node 1, Node r, Node h) { 
if (1 == null) { 
return; 
) 
preRight(l, r, h); 
preLeft(l.left, r, h); 


preLeft(l.right, r, h); 


private void preRight(Node 1, Node r, Node h) { 


if (r == null) { 
return; 

) 

map.get(1l).put(r, h); 

preRight(l, r.left, h); 


preRight(l, r.right, h); 


public Node query(Node o1, Node 02) { 
if (01 == 02) { 
return ol; 
) 
if (map.containsKey(o1)) { 
return map.get(o1).get(o2); 
) 
if (map.containskey(02)) { 
return map.get(o2).get(o1); 
) 


return null; 


如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 想 要 记录 每 两 个 节点 之 间 的 信息 ， 信 息 的 条 
数 为 ((N -DXN )/2。 所 以 建立 结构 二 的 过 程 的 额外 空间 复杂 度 为 O CN ?)， 
时 间 复 杂 度 为 O(N:)， 单 次 查询 的 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 


再 进 阶 的 问题 ， 请 参看 下 一 题 “Tarjan 算 法 与 并 查 集 解决 二 叉 树 节点 间 最 
近 公共 祖 移 的 批量 查询 问题 ”。 


Tarjan 算 法 与 并 查 集 解决 二 又 树 节 点 间 
最 近 公 共 人 祖先 的 批量 查询 问题 


【题目 】 


如 下 的 Node 类 是 标准 的 二 又 树 节 点 结构 : 


public class Node { 
public int value; 
public Node left; 
public Node right; 
public Node(int data) { 


this.value = data; 


再 定义 Query 类 如 下 : 


public class Query { 
public Node 01; 
public Node 02; 
public Query(Node o1, Node 02) { 
this.o1 = o1; 


this.o2 = 02; 


一 个 Query 类 的 实例 表示 一 条 查询 语句 ， 表 示 想 要 查询 01 市 点 和 02 节 点 的 
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给 定 一 棵 二 叉 树 的 头 节 点 head， 并 给 定 所 有 的 查询 语句 ， 即 一 个 Query 类 
型 的 数组 Query[] ques， 请 返回 Node 类 型 的 数组 Node[] ans, ans[i] KK 

ques[ 订 这 条 查询 的 答案 ， 即 ques[i.o1 和 ques[ij.o2 的 最 近 公 共 祖 先 。 
【要 求 】 


如 果 二 义 树 的 节点 数 为 N， 查 询 语句 的 条 数 为 M ， 整 个 处 理 过 程 的 时 间 
复杂 度 要 求 达 到 O (N+M) ° 


【难度 】 

KO i 

【解答 】 

本 题 的 解法 利用 了 Tarjan 算 法 与 并 查 集 结构 的 结合 。 二 又 树 如 图 3-42 所 
示 ， 假 设想 要 进行 的 查询 为 ques[0]= (节点 4 和 节点 7) ，ques[1]= (节点 7 
和 节点 8) , ques[2]= (节点 8 和 节点 9) ，ques[3]= (节点 9 和 节点 3) ， 


ques[4]= (节点 6 和 节点 6) , ques[5]= (nul 和 节点 5) ，ques[6]= (null 和 
null) 。 


图 3-42 


样 的 ans 数 组 ， 如 下 三 种 情况 的 查询 是 可 以 直接 得 
| 


1. 如 果 ol1 等 于 02， 答 案 为 0o1。 例 如 ，qdues[4]， 令 ans[4]= 节 点 6。 


2. 如 果 o1 和 o2 只 有 一 个 为 nul， 答 案 是 不 为 空 的 那个 。 例 如 ，qdues[5] 
令 ans[5]= 节 点 5。 


3. 如果 ol 和 o2 都 为 hul， 管 案 为 null。 例 如 ques[6]， 令 ans[6]=null 。 
NR err E 查询 ， 我 们 把 查询 的 格式 转换 一 下 ， 有 具体 过 程 如 


1. 生成 两 张 哈 希 表 queryMap 和 indexMap“。qdueryMap 类 似 于 邻接 表 ，key 
表示 查询 涉及 的 某 个 节点 ，value 是 一 个 链表 类 型 ， 表 示 key 与 那些 好 点 之 
间 有 查询 任务 。indexMap 的 key 也 表示 查询 涉及 的 某 个 节点 ，value 也 是 链 
表 类 型 ， 表 示 如 果 依 次 解决 有 关 key 广 点 的 每 个 问题 ， 该 把 答案 放 在 ans 的 
什么 位 置 。 也 就 是 说 ， 如 有 果 一 个 节点 为 node，node 与 哪些 节点 之 间 有 但 


WEZE? 都 放 在 queryMap 中 ; 获得 的 答案 该 放 在 ans 的 什么 位 置 呢 ? 都 
放 在 indexMap 中 。 


比如 ， 根 据 ques[0~3]，qdueryMap 和 indexMap 生 成 记录 如 下 : 


Key Value 
节点 4 queryMap 中 市 点 4 的 链表 :， {市 点 7} 


indexMap'F T 4A HER: {0} 
节点 7 queryMap 中 节点 7 的 链表 : {节点 4， 节 点 8} 


indexMap 中 万 点 7 的 链表 : (0, 1} 
节点 8 queryMap TT ASHER: (787, TAO} 


indexMap 中 广 点 8 的 链表 : (1, 2} 
节点 9 ”queryMap 中 市 点 9 的 链表 :， (788, 753) 


indexMap 中 广 点 9 的 链表 : (2, 3} 
PAB queryMap 中 市 点 3 的 链表 :， (79) 


indexMap 中 市 点 3 的 链表 : (3) 


读者 应 该 会 发 现 一 条 (o1，o2) 的 查询 语句 在 上 面 的 两 个 表 中 其 实生 成 了 两 
次 。 这 么 做 的 目的 是 为 了 处 理 时 方便 找到 关于 每 个 节点 的 查询 任务 ， 也 
方便 设置 答案 ， 介 绍 完整 个 流程 之 后 ， 会 有 进一步 说 明 。 

接 下 来 是 Tarjan 算 法 处 理 M 条 查询 的 过 程 ， 整 个 过 程 是 二 又 树 的 匈 左 、 再 
根 、 再 右 、 最 后 再 回 到 根 的 思 历 。 以 图 3-42 的 二 叉 树 来 说 明 。 


1) 对 每 个 节点 生成 各 自 的 集合 ，{1}，{2}，...，{9}， 开 始 时 每 个 集合 的 
祖先 节点 设 为 空 。 


2) 裔 历 季 点 4， 发 现 它 属于 集合 {4}， 设 置 集合 {4} 的 祖先 为 节点 4， 发 现 
有 关于 节点 4 和 节点 7 的 查询 任务 ， 发 现世 点 7 属于 集合 {7}， 但 集合 {7} 的 
祖先 节点 为 空 ， 说 明 还 没 通 历 到 ， 所 以 暂时 不 执行 这 个 查询 任务 。 


2. WATR, SWERBTRA(2, RBRA QCA A2, UE 
左 孩 子 世 点 4 属于 集合 {4}， 将 集合 {4} 与 集合 {2} 合 并 ， 两 个 集合 一 旦 合 
并 ， 小 的 不 再 存在 ， 而 是 生成 更 大 的 集合 {4，2}， 并 设置 集合 {4，2} 的 
祖先 为 当前 节点 2。 


3. 明 历 下 点 7， 发 现 它 属于 集合 {7}， 设 置 集合 {7} 的 祖先 为 节点 7， 发 现 
AAT RATT 4 ES, AUB PRA, 2}, RA, 2} 
ICT RA NR, WAT SMITTE SE À], AR FindexMapAl 
道 答案 应 放 在 0 位 置 ， 所 以 设置 ans[0]= 节 点 2; 又 发 现 有 节点 7 和 和 节点 8 的 
查询 任务 ， 发 现 节 点 8 属 于 集合 {8}， 但 集合 {8} 的 祖先 市 点 为 空 ， 说 明 还 
BOEDE, AE o 


4. 忆 历 市 后 5， 发 现 它 属于 集合 {5}， 设 置 集合 {5} 的 祖先 为 节点 5， 此 时 
左 孩 子 节 点 7 属于 集合 {7}， 两 集合 合并 为 {7，5}， 并 设置 集合 {7，5} 的 祖 
FEA) ABUT AAS ° 


5. 人 忆 历 节点 8， 发 现 它 属于 集合 {8}， 设 置 集合 {8} 的 祖先 为 方 点 8， 发 现 
有 节点 8 和 节点 7 的 查询 任务 ， 发 现 节 点 7 属于 集合 {7，5}， 集 合 {7，5} 的 
祖先 节点 为 节点 5， 设 置 ans[1= 节 点 5， 发 现 有 节点 8 和 节点 9 的 查询 任 
务 ， 忽 略 。 


6. 从 下 点 5 的 右 子 树 重新 回 到 和 节点 5， 下 点 5 属于 {17，5}， 贡 点 5 的 右 孩 子 
节点 8 属于 {8}， 两 个 集合 合并 为 {7，5，8}， 并 设置 {7，5，8} 的 祖先 节点 
为 当前 的 和 点 5。 


7， 从 节点 2 的 右 子 树 重新 回 到 节点 2， 节 点 2 属于 集合 (2，4} ， 节 点 2 的 右 
孩子 节点 5 属于 集合 {7，5，8}， 合 并 为 {2，4，7，5，8}， 并 设置 这 个 集 
合 的 祖先 节点 为 当前 的 节点 2。 


8. WIRI, (2, 4, 7, 5, 8) 511) AHA, 4, 7, 5, 8, 1}, AV 
集合 祖先 节点 为 当前 的 节点 1; 


9. 遍历 节点 3， 发 现 属于 集合 {3}， 集 合 {3} 祖 先 节 点 设 为 点 3， 发 现 有 
节点 3 和 节点 9 的 查询 任务 ， 但 节点 9 没 遍 历 到 ， 名 略 。 


10. 电 历 节点 6， 发 现 属于 集合 {6}， 集 合 {6} 祖 移 世 点 设 为 万 点 6。 
11. 届 历 市 点 9， 发 现 属 于 集合 {9}， 集 合 {9} 祖 先 市 点 设 为 节点 9;， 发 现 有 


节 扩 9 和 节 后 8 的 查询 任务 ， 节 后 8 属 于 {2，4，7，5，8，1}， 这 个 集合 的 
人 诅 先 节点 为 斑点 1， 根 据 indexMap 知 道 答案 应 放 在 2 位 置 ， 所 以 设置 


ans[2]= 节 点 1; 发 现 有 节点 9 和 节点 3 的 查询 任务 ， 节 点 3 属于 {3}， 这 个 集 
合 的 祖先 节点 为 节点 3， 根 据 indexMap， 管 案 应 放 在 3 位 置 ， 所 以 设置 
ans[3]=- 7 #1 ° 


12， 回 到 节点 6， 合 并 {61 和 {9} 为 16，9}，{6，9} 的 祖先 节点 设 为 节点 6。 


13.， 回 到 节点 3， 合 并 {3} 和 {16，9} 为 13，6，9}，{13，6，9} 的 祖先 节点 设 
HT ° 


14. HAY 51, 2442, 4, 7, 5, 8, 114113, 6, 973941, 2, 3, 4, 
5，6，7，8，9}， 祖 先 节 点 设 为 节点 1。 


15. 过 程 结束 ， 所 有 的 答案 都 已 得 到 。 


现在 我 们 可 以 解释 生成 queryMap 和 indexMap 的 意义 了 ， 通 历 到 一 个 布点 
时 记 为 a，queryMap 可 以 让 我 们 迅速 查 到 有 哪些 节点 和 a 之 间 有 得 询 任 
务 ， 如 采 能 够 得 到 答案 ，indexMap 还 能 告诉 我 们 把 答案 放 在 ans 的 什么 位 
置 。 假 设 a 和 节点 b 之 间 有 得 询 任 务 ， 如 果 此 时 b 已 经 届 历 过 ， 目 然 可 以 取 
得 答案 ， 然 后 在 有 关 a 的 链表 中 ， 删 除 这 个 查询 任务 ， 如 采 此 时 b 没 有 允 
历 过 ， 依 然 在 属于 a 的 链表 中 删除 这 个 查询 任务 ， 这 个 任务 会 在 遍历 到 b 
的 时 候 重 新 被 发 现 ， 因 为 同样 的 任务 b 也 存 了 一 份 。 所 以 亿 历 到 一 个 市 
点 ， 有 关 这 个 节点 的 任务 列表 会 被 完全 清空 ， 可 能 有 些 任 务 已 被 解决 ， 
有 些 则 没有 也 不 要 紧 ， 一 定 会 在 后 序 的 过 程 中 被 发 现 并 得 以 解决 。 这 束 
是 queryMap 和 indexMap 生 成 两 这 查询 任务 信息 的 意义 。 


上 述 流程 很 好 理解 ， 但 大 量 出 现 生成 集合 、 合 并 集合 和 根据 市 点 找到 所 
在 集合 的 操作 ， 如 有 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 那 么 生成 集合 操作 O (NIK, 

合并 集合 操作 O (N ) 次 ， 根 据 节 后 找到 所 在 集合 O(N +M ) 次 。 所 以 ， 如 采 
上 述 整 个 过 程 想 达到 O (N +M YEE TEI AZ AS BE, BRERA ARR SAY IK 
操作 ， 平 均 时 间 复 杂 度 要 求 为 0 (1)， 请 注意 这 里 说 的 是 平均 。 存 在 这 么 
er FE RÉ RER PRET ER 


并 查 集 结构 由 Bernard A. Galler 和 Michael J. Fischer 在 1964 年 发 明 ， 但 证 明 
时 间 复 杂 度 的 工作 却 持续 了 数 年 之 入， 直到 1989 才 彻底 证 明 完 毕 。 有 兴 
趣 的 读者 请 阅读 《算法 导论 》 一 书 来 了 解 整个 证 明 过 程 ， 本 书 由 于 篇 幅 
所 限 ， 不 再 详 述 证 明 过 程 ， 这 里 只 重点 介绍 并 查 集 的 结构 和 各 种 操作 的 
并 实现 针对 二 又 树 结构 的 并 查 集 ， 这 是 一 种 经 常 使 用 的 高 级 数据 


请 读者 注意 ， 上 述 流 程 中 提 到 一 个 集合 祖先 市 点 的 概念 与 接 下 来 介绍 并 
查 集 时 提 到 的 一 个 集合 代表 节点 QT) 的 概念 不 是 一 回 事 。 本 题 的 
流程 中 有 关 设 置 一 个 集合 祖先 市 点 的 操作 也 不 属于 并 碍 集 自 映 的 操作 ， 
关于 这 个 操作 ， 我 们 在 介绍 完 并 碍 集结 构 之 后 再 详细 说 明 。 


并 查 集 由 一 群集 合 构成 ， 比 如 步骤 1 中 对 每 个 节点 都 生成 各 自 的 集合 ， 所 


有 集合 的 全 体 构成 一 个 并 得 集 ={ {1}，{2}，.…，{9} }。 这 些 集合 可 以 合 
并 ， 如 果 最 终 合 并 成 一 个 大 集合 (53814) ， 那 么 此 时 并 查 集 中 有 一 个 
元 素 ， 这 个 元 素 是 这 个 大 集合 ， 即 并 得 集 ={ {1，2，...，9} }。 其 实 主 要 


征 想 说 明 并 碍 集 征 集合 的 集合 这 个 概念 。 


FEREALE, BRE AI, VENDT RAPE 
成 一 个 只 含有 上 自己 的 集合 。 那 么 并 查 集中 的 单个 集合 是 什么 结构 昵 ? 如 
果 集 合 中 只 有 一 个 元 素 ， 记 为 节点 a 时 ， 如 图 3-43 所 示 。 


father 


图 3-43 


当 集 合 中 只 有 一 个 元 素 时 ， 这 个 元 素 的 father 为 自己 ， 也 就 意味 着 这 个 集 
合 的 代表 节点 就 是 唯一 的 元 素 。 实 现 记 录 节 点 father 信 息 的 方式 有 很 多 ， 
本 书 使 用 哈 希 表 来 保存 所 有 并 查 集 中 所 有 集合 的 所 有 元 素 的 father 信 息 ， 
记 为 fatherMap。 比 如 ， 对 于 这 个 集合 ， 在 fatherMap 中 肯定 有 某 一 条 记录 
为 (节点 a (key) ， 节 点 a (value) )， 表 示 key 节 点 的 father 为 value 节 点 。 
每 个 元 素 除 了 father 信 息 ， 还 有 另 一 个 信息 叫 rank，rank 为 整数 代表 一 个 和 
点 的 秩 ， 秩 的 概念 可 以 粗略 地 理解 为 一 个 节点 下 面 还 有 和 多少 层 节点 ， 但 
是 并 查 集结 构 对 每 个 廊 点 秩 的 更 新 并 不 严格 ， 所 以 每 个 节点 的 秩 只 能 粗 
略 描述 该 节点 下 面 的 深度 ， 正 是 由 于 秩 在 更 新 上 的 不 严格 ， 换 来 了 极 好 
的 时 间 复 杂 度 ， 而 也 正 是 因为 这 种 不 严格 增加 了 并 查 集 上 时间 复杂 度 证 明 
的 难度 。 集 合 中 只 有 一 个 元 素 时 ， 这 个 元 素 的 rank 初 始 化 为 0。 APA TR 
的 秩 信 息 保 存在 rankMap 中 。 


对 二 叉 树 结构 并 查 集 初始 化 的 具体 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 类 中 的 
makeSets 方 法 。 


PARR, PET AR father ALT, BEAT father 
最 上 层 的 节点 义 叫 集合 的 代表 节点 ， 如 图 3-44 所 示 。 


图 3-44 


在 并 查 集 中 ， 阁 要 查 一 个 节点 属于 哪个 集合 ， 束 是 在 查 这 个 广 点 所 在 集 
SHIRE RETA, ve HJEM father FEB RER LAAT, 
这 个 节点 的 father 是 自己 ， 代 表 整 个 集合 。 比 如 图 3-44 中 ， 任 何 一 A 
最 终 都 找到 万 点 a， 比 如 布点 g。 如 果 另 外 一 找到 的 代表 
PADET Ma, AURET AgI ALNE 合 中 。 通 过 一 个 
节点 找到 所 在 集合 代表 市 点 的 过 程 叫 作 ia t EE a 
返回 代表 节点 ， Re rat acl 会 把 整个 查找 路 径 
压缩 。 比 如 ， 执 行 findFather(g)， 通 过 father 逐 wa 找到 最 上 层 节 点 a 


之 后 ， 会 把 从 a 到 g 这 条 路 人 径 上 所 有 市 点 的 father 都 设置 为 a， 则 集合 变 成 图 
3-45 的 样子 。 


图 3-45 


经 过 路 人 径 压缩 之 后 ， 路 径 上 每 个 节点 下 次 在 找 代 表 节 点 的 时 候 都 只 需 经 
过 一 次 移动 的 过 程 。 这 也 是 整个 并 碍 集结 构 的 设计 中 最 重要 的 优化 。 


根据 一 个 节点 查找 所 在 集合 代表 节点 的 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 类 中 
的 findFather 方 法 。 


前 面 已 经 展示 了 并 碍 集中 的 集合 如 何 初 始 化 ， 如 何 根据 某 一 个 点 查找 
所 在 集合 的 代表 元 素 以 及 如 何 做 路 径 压缩 的 过 程 ， 接 下 来 介绍 集合 如 何 
合并 。 首 先 ， 两 个 集合 进行 合并 操作 时 ， 参 数 并 不 是 两 个 集合 ， 而 是 并 
查 集中 任意 的 两 个 节点 ， 记 为 a 和 b。 所 以 集合 的 合并 更 准确 的 说 法 是 ， 
根据 a 找到 a 所 在 集合 的 代表 节点 是 findFather(a)， 记 为 aFf， 根 据 b 找 到 b 所 
在 集合 的 代表 下 点 是 findFather(b)， 记 为 bF， 然 后 用 如 下 策略 决定 由 哪个 
代表 节点 作为 合并 后 大 集合 的 代表 节点 。 


1. 如果 aF==bF， 说 明 a 和 b 本 喘 就 在 一 个 集合 里 ， 不 用 合并 。 


2. 如果 aF! =bF, HA HR aF AY rank få ic Jy aFrank, bFHJrank{Ë ic Å 
bFrank。 根 据 对 rank 的 解释 ，rank 可 以 粗 拉 一 个 节点 下 面 的 层 数 ， 而 aF 和 
bF 本 喘 又 是 各 上 自 集 合 中 最 上 面 的 节点 ， 所 以 aFrank 粗 描 a 所 在 集合 的 总 层 
数 ，bFrank 粗 描 b 所 在 集合 的 总 层 数 。 如 果 aFrank<bFrank， 那 么 把 aFf 的 
father 设 为 DF， 表 示 a 所 在 集合 因为 层 数 较 少 ， 所 在 挂 在 了 b 所 在 集合 的 下 
面 ， 这 样 合并 之 后 的 大 集合 rank 不 会 有 变化 。 如 果 aFrank>bFrank， 就 把 
bF 的 father 设 为 aF。 如 果 aFrank==bFrank， 那 么 aF 和 bF 谁 做 大 集合 的 代表 
er 即 把 bF 的 father 设 为 aF， 此 时 aF 的 
rank H1 ° 


合并 过 程 如 图 3-46 和 图 3-47 所 示 。 


aFrank=2  bFrank=l1 bFrank=2 
T AR 


JO A WOW 


aFrank > bFrank 
反之 同 理 


图 3-46 


aFrank=1  bFrank=] 


FAR 
合并 
(a) å ei aF 在 上 
© 


aFrank=bFrank 
图 3-47 


合并 两 个 集合 的 过 程 请 参看 如 下 DisjointSets 类 中 的 union 方 
VE o 


public class DisjointSets { 
public HashMap<Node, Node> fatherMap; 
public HashMap<Node, Integer> rankMap; 
public DisjointSets() { 
fatherMap = new HashMap<Node, Node>(); 


rankMap = new HashMap<Node, Integer>(); 


public void makeSets(Node head) { 
fatherMap.clear(); 


rankMap.clear(); 


preorderMake(head); 


private void preorderMake(Node head) { 
if (head == null) { 
return; 
) 
fatherMap.put(head, head); 
rankMap.put(head, 0); 
preOrderMake(head. left); 


preOrderMake(head.right); 


public Node findFather(Node n) { 
Node father = fatherMap.get(n); 
if (father ! =n) { 
father = findFather(father); 
) 
fatherMap.put(n, father); 


return father; 


public void union(Node a, Node b) I 
if (a == null || b == null) { 


return; 


) 

Node aFather = findFather(a); 
Node bFather = findFather(b); 
if (aFather ! = bFather) { 


int aFrank = rankMap.get(aFather 
); 

int bFrank = rankMap.get(bFather 
); 

if (aFrank < bFrank) { 


fatherMap.put(aFather, b 


Father ); 
} else if (aFrank > bFrank) { 
fatherMap.put(bFather, a 
Father ); 
} else { 
fatherMap.put(bFather, a 
Father ); 
rankMap.put(aFather, aFr 
ank + 1); 


介绍 完 并 查 集 的 结构 之 后 ， 最 后 解释 一 下 在 总 流程 中 如 何 设置 一 个 集合 
的 祖先 节点 ， 如 上 流程 中 的 每 一 步 都 有 把 当前 点 node 所 在 集 合 的 祖先 节 
点 设置 为 node 的 操作 。 在 整个 流程 开始 之 前 ， 建立 一 张 哈 希 表 ， 参看 如 
下 Tarjan 类 中 的 ancestorMap， 我 们 知道 在 并 查 集 中 ， 每 个 集合 都 是 用 该 集 
HUNDE TE RAR ZONA 。 Fr LL, WRH Ende MERAT SX 
node， 只 用 把 记录 (findFather(node) , node ) 放 入 ancestorMap 中 即 可 o jE] 


理 ， 如 采 想 得 到 一 个 节点 a 所 在 集合 的 祖先 节点 ， 令 key 为 findFather(a)， 
然后 从 ancestorMap 中 取出 相应 的 记录 即 可 。ancestorMap 同 时 还 可 以 表示 
一 个 和 点 是 否 被 访问 过 。 


全 部 的 处 理 流程 请 参看 如 下 代码 中 的 tarJanQuery 方 法 。 


// 主 方法 


public Node[] tarJanQuery(Node head, Query[] quries) { 


Node[] ans = new Tarjan().query(head, quries); 


return ans; 


// Tarjan 类 实现 处 理 流程 


public class Tarjan { 


private HashMap<Node, LinkedList<Node>> queryMap 


private HashMap<Node, LinkedList<Integer>> index 
Map; 
private HashMap<Node, Node> ancestorMap; 
private DisjointSets sets; 
public Tarjan() { 
queryMap = new HashMap<Node, LinkedList< 
Node>>(); 


indexMap = new HashMap<Node, LinkedList< 
Integer>>(); 


ancestorMap = new HashMap<Node, Node>(); 


sets = new DisjointSets(); 


public Node[] query(Node head, Query[] ques) { 
Node[] ans = new Node[ques.length]; 
setQueries(ques, ans); 
sets.makeSets(head); 
setAnswers(head, ans); 


return ans; 


private void setQueries(Query[] ques, Node[] ans 


) { 
Node o1 = null; 
Node 02 = null; 
for (int i = 0; i ! = ans.length; i++) { 
o1 = ques[i].01; 
02 = ques[i].02; 
if (01 == 02 || 01 == null || 02 
== null) { 
ans[i] = o1 ! = null ? o 
1 : 02; 
} else { 
if (! queryMap.containsK 
ey(01)) { 


queryMap.put(o1, new L 
inkedList<Node>()); 


indexMap.put(o1, new L 
inkedList<Integer>()); 


} 


if (! queryMap.containsK 
ey(02)) { 


queryMap.put(o2, new L 
inkedList<Node>()); 


indexMap.put(02, new L 
inkedList<Integer>()); 


} 


queryMap.get(o1).add(o2) 


indexMap.get(o1).add(i); 


queryMap.get(o2).add(o1) 


indexMap.get(02).add(i); 


private void setAnswers(Node head, Node[] ans) { 
if (head == null) { 
return; 
} 
setAnswers(head.left, ans); 
sets.union(head.left, head); 


ancestorMap.put(sets.findFather(head), h 
ead); 


setAnswers(head.right, ans); 


ead); 


ad); 


(head); 


O) I 


e); 


Father)) { 


.get(nodeFather); 


sets.union(head.right, head); 


ancestorMap.put(sets.findFather(head), h 


LinkedList<Node> nList = queryMap.get(he 


LinkedList<Integer> iList = indexMap.get 


Node node = null; 
Node nodeFather = null; 
int index = 0; 


while (nList ! = null && ! nList.isEmpty 


node = nList.poll(); 
index = iList.poll(); 


nodeFather = sets.findFather(nod 


if (ancestorMap.containsKey (node 


ans[index] = ancestorMap 


= SUPT AE] BN sae ACES a 


【题目 】 


从 二 义 树 的 节 感 A 出 发 ， 可 以 同上 或 者 向 下 走 ， 但 沿途 的 节点 只 能 经 过 一 
次 ， 当 到 达 市 点 B 时 ， 路 径 上 的 节点 数 叫 作 A 到 B 的 距离 。 


比如 ， 图 3-48 所 示 的 二 义 树 ， 节 点 4 和 节点 2 的 距离 为 2， 节 点 5 和 节点 6 的 
距离 为 5。 给 定 一 棵 二 又 树 的 头 节 点 head， 求 整 棵 树 上 节点 间 的 最 大 距 
À o 


] 


2 os, 
AN 


图 3-48 
【要 求 】 
如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 时 间 复 杂 度 要 求 为 O (W)。 
DER] 
FH 交友 次 次 
CFE] 


一 个 以 h 为 头 的 树 上 ， 最 大 距离 只 可 能 来 自 以 下 三 种 情况 : 
e hh 的 左 子 树 上 的 最 大 距离 。 
e jh 的 右 子 树 上 的 最 大 距离 。 
å h 左 子 树 上 离 h.left 最 远 的 距离 +1(hD)+h 右 子 树 上 离 hright 最 远 的 距 


三 个 值 中 最 大 的 那个 吏 是 整 棵 h 树 中 最 远 的 距离 。 
根据 如 上 分 析 ， 设 计 解法 的 过 程 如 下 : 
1. 整个 过 程 为 后 序 遍 历 ， 在 二 又 树 的 每 棵 子 树 上 执行 步骤 2。 


2. 假设 子 树 头 为 h， 处 理 h 左 子 树 ， 得 到 两 个 信息 ， 左 子 树 上 的 最 大 距离 
记 为 IMax， 左 子 树 上 距离 h 左 孩子 的 最 远 距 离 记 为 maxfromLeft。 同 理 ， 
处 理 h 右 子 树 得 到 右 子 树 上 的 最 大 距离 记 为 rMax 和 距离 h 右 孩子 的 最 远 距 
离 记 为 maxFromRight。 那 么 maxfromLeft + 1 +maxFromRight Hi Æ 5h T A, 
情况 下 的 最 大 距离 ， 再 与 IMax 和 和 rMax 比 较 ， 把 三 者 中 的 最 值 作为 h 树 上 的 
最 大 距离 返回 ，maxfromLeft+1 就 是 h 左 子 树 上 离 h 最 远 的 点 到 h 的 距离 ， 
maxFromRight+1 残 是 h 右 子 树 上 离 h 最 远 的 点 到 h 的 距离 ， 选 两 者 中 最 大 的 
一 个 作为 h 树 上 距离 h 最 远 的 距离 返回 。 如 何 返 回 两 个 值 ? 一 个 正常 返 
回 ， 另 一 个 用 全 局 变量 表示 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxDistance 方 法 ， 其 中 ，record[0] 束 表示 
另 一 个 返回 值 。 


public int maxDistance(Node head) { 
int[] record = new int[1]; 


return posOrder(head, record); 


public int posOrder(Node head, int[] record) { 
if (head == null) { 
record[O] = 0; 
return 0; 
) 
int lMax = posOrder(head.left, record); 


int maxfromLeft = record[0]; 


int rMax = posOrder(head.right, record); 
int maxFromRight = record[0]; 
int curNodeMax = maxfromLeft + maxFromRight + 1; 


record[0] = Math.max(maxfromLeft, maxFromRight ) 


return Math.max(Math.max(1Max, rMax), curNodeMax 


) 


先 序 、 中 序 和 后 序 数组 两 两 结合 重 构 二 
| 

【题目 】 

已 知 一 棵 二 又 树 的 所 有 节点 值 都 不 同 ， 给 定 这 棵 二 又 树 正确 的 先 序 、 中 
序 和 后 序数 组 。 请 分 别 用 三 个 函数 实现 任意 两 种 数组 结合 重 构 原 来 的 二 
叉 树 ， 并 返回 重 构 二 义 树 的 头 节 上 后。 

【难度 】 

先 序 与 中 序 结 合 I kit 

中 序 与 后 序 结合 E kxk 

先 序 与 后 序 结合 尉 sky 

【解答 】 

先 序 与 中 序 结合 重 构 二 叉 树 的 过 程 如 下 : 

1. 先 序数 组 中 最 左边 的 值 就 是 树 的 头 节 点 值 ， 记 为 nh， 并 用 h 生 成 关节 
点 ， 记 为 head。 然 后 在 中 序数 组 中 找到 h， 假 设 位 置 古 i。 那 么 在 中 序数 


组 中 ，i 左边 的 数组 就 古 头 节点 左 子 树 的 中 序数 组 ， 假 设 长 度 为 1 MA 
子 树 的 先 序数 组 就 是 先 序数 组 中 h 往 右 长 度 也 为 1 的 数组 。 


than: 先 序数 组 为 [1，2，4，5，8，9，3，6，7]， 中 序数 组 为 [4，2， 
8，5，9，1，6，3，7]， 二 又 树 头 节点 的 值 是 1， 在 中 序数 组 中 找到 1 的 位 
置 ，1 左 边 的 数组 为 4，2，8，5，9]， 是 头 节 点 左 子 树 的 中 序数 组 ， 长 度 
为 5; 先 序数 组 中 1 的 右边 长 度 也 为 5 的 数组 为 [2，4，5，8，9]， 就 是 左 子 
树 的 先 序数 组 。 


ar 递归 整个 过 程 建立 左 子 树 ， 返 回 的 头 市 
FC lett 。 


3. å 右边 的 数组 吏 是 头 世 点 右 子 树 的 中 序数 组 ， 假 设 长 度 为 r。 移 序数 组 
中 右 侧 等 长 的 部 分 吏 是 头 节 点 右 子 树 的 先 序数 组 。 

比如 步骤 1 的 例子 ， 中 序数 组 中 1 右边 的 数组 为 [6，3，7]， 长 度 为 3;， 先 序 
-m 6，7]， 它 们 分 别 为 头 节 点 右 子 树 的 中 序 和 移 
FAH ° 


4. 用 右 子 树 的 先 序 和 中 序数 组 ， 递 归 整 个 过 程 建立 右 子 树 ， 返 回 的 头 市 
AC right ° 


5， 把 head 的 亚 孩 子 和 右 孩 子 分 别 设 为 left 和 right， 返 回 head， 过 程 结束 。 


如 果 二 又 树 的 节点 数 为 N ， 在 中 序数 组 中 找到 位 置 ; 的 过 程 可 以 用 哈 希 表 
来 实现 ， 这 样 整个 过 程 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 preInToTree 方 法 。 


public Node preInToTree(int[] pre, int[] in) { 
if (pre == null || in == null) { 
return null; 


} 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Inte 
ger, Integer>(); 


for (int i = 0; i < in.length; i++) { 


map.put(in[i], i); 


return preIn(pre, 0, pre.length - 1, in, 0, in.l 
ength - 1, map); 


} 


public Node preIn(int[] p, int pi, int pj, int[] n, int 
ni, int nj, 


HashMap<Integer, Integer> map) ( 
if (pi > pj) i 
return null; 
) 
Node head = new Node(p[pi]); 
int index = map.get(p[pi]); 


head.left = preIn(p, pi + 1, pi + index - ni, n, 
ni, index - 1, map); 


head.right = preIn(p, pi + index - ni + 1, pj, n 
, index + 1, nj, map); 


return head; 


中 序 和 后 序 重 构 的 过 程 与 先 序 和 中 序 的 过 程 类 似 。 先 序 和 中 序 的 过 程 古 

用 先 序数 组 最 左 的 值 来 对 中 序数 组 进行 划分 ， 因 为 这 是 头 节 点 的 值 。 后 

ee 所 以 用 后 序 最 石 的 值 来 划分 
F Z o 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 inPosToTree 方 法 。 


public Node inPosToTree(int[] in, int[] pos) { 
if (in == null || pos == null) { 


return null; 


} 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Inte 
ger, Integer>(); 


for (int i = 0; i < in.length; i++) { 


map.put(in[i], i); 


) 
return inPos(in, ©, in.length - 1, pos, ©, pos.l 
ength - 1, map); 
) 
public Node inPos(int[] n, int ni, int nj, int[] s, int 
si, int sj, 


HashMap<Integer, Integer> map) { 
if (si > sj) { 
return null; 
) 
Node head = new Node(s[sj]); 
int index = map.get(s[sj]); 


head.left = inPos(n, ni, index - 1, S, 
index - ni - 1, map); 


head.right = inPos(n, index + 1, nj, s, 


si + ind 
ex - ni, sj - 1, map); 


return head; 


先 序 和 后 序 结合 重 构 二 义 树 。 要 求 面 试 者 首先 分 析出 节点 值 都 不 同 的 二 
又 树 ， 即 便 得 到 了 正确 的 移 序 与 后 序数 组 ， 在 大 多 数 情 底下 也 不 能 通过 
这 两 个 数组 把 原来 的 树 重 构 出 来 。 这 是 因为 很 多 结构 不 同 的 树 中 ， 先 序 


与 后 序数 组 是 一 样 的 ， 比 如 ， 头 市 点 为 1、 左 孩子 为 2、 右 孩子 为 null 的 
树 ， 先 序数 组 为 [1，2]， 后 序数 组 为 [2，1]。 而 头 节 点 为 1、 左 孩子 为 
nul、 右 孩子 为 2 的 树 也 是 同样 的 结果 。 然 后 需要 分 析出 什么 样 的 树 可 以 
被 先 序 和 后 序数 组 重建 ， 如 果 一 棵 二 又 树 除 时 节点 之 外 ， 其 他 所 有 的 节 
点 都 有 左 孩 和子 和 右 孩 和子， 只 有 这 样 的 树 才 可 以 被 先 序 和 后 序数 组 重 构 出 
来 。 最 后 才 是 通过 划分 左右 子 树 各 目的 先 序 与 后 序数 组 的 方式 重建 整 棵 
树 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 prePosToTree 方 法 。 


// 每 个 节点 的 孩子 数 都 为 6 或 2 的 二 又 树 才 能 被 先 序 与 后 序 重 构 出 来 


public Node prePosToTree(int[] pre, int[] pos) { 
if (pre == null || pos == null) { 
return null; 


} 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Inte 
ger, Integer>(); 


for (int i = 0; i < pos.length; i++) { 
map.put(pos[i], i); 


} 


return prePos(pre, 0, pre.length - 1, pos, 0, po 
s.length - 1, map); 


} 


ER public Node prePos(int[] p, int pi, int pj, int[] s, int 
si, int sj, 
HashMap<Integer, Integer> map) { 
Node head = new Node(s[sj--]); 
if (pi == pj) I 


return head; 


] 
int index = map.get(p[++pi]); 


head.left = prePos(p, pi, pi + index - si, s, si 
, index, map); 


head.right = prePos(p, pi + index - si + 1, pj, 
s, index + 1, sj, map); 


return head; 


过 先 序 和 中 序数 组 生成 后 序数 组 


【题目 】 


已 知 一 棵 二 又 树 所 有 的 节点 值 都 不 同 ， 给 定 这 樟树 正确 的 先 友 和 中 序数 
组 ， 不 要 重建 整 棵 树 ， 而 是 通过 这 两 个 数组 直接 生成 正确 的 后 序数 组 。 


【难度 】 
E RK 
【解答 】 


举例 说 明生 成 后 序数 组 的 过 程 ， 假 设 pre=[1，2,，4,，5，3,，6,7],，in= 
[4, 2, 5, 1, 6, 3, 7]° 


1. 根据 pre 和 in 的 长 度 ， 生 成 长 度 为 7 的 后 序数 组 pos， 按 以 下 规则 从 右 到 
左 填 满 pos 。 


2. 根据 [L，2，4，5，3，6，7] 和 [4，2，5，1，6，3， 设置 
pos[6]=1， 即 先 序 数组 最 左边 的 值 。 根据 1 把 in 划 分 SERIA, 2: To 3, 
7]，pre 中 1 的 右边 部 分 根据 这 两 部 分 等 长 划分 出 2，4，5] 和 [3，6，7]。 
[2，4，5] 和 [4，2，5] 一 组 ，[3，6，7] 和 [6，3，7] 一 组 。 


3. 根据 [3，6，7] 和 [6，3，7]， 设 置 pos[5]=3， 再 次 划分 出 [6 (] 来 自 [3， 
6，7]) å J 3，7]) 一 组 ，[7] (来 自 [3，6，7]) 和 [7] (来 自 
[6, 3, 7]) 一 组 。 


4. 根据 [7] 和 [7] 设 置 pos[4]=7。 
5. 根据 [6] 和 [6] 设 置 pos[3]=6。 
. 根据 [2，4，5] 和 [4，2，5]， 设 置 pos[2]=2， 再 次 划分 出 [4 (] 来 自 [2， 


，5]) 和 [4 (] 来 自 [4，2，5]) 一 组 ，[5] (来 自 [[2，4，5]) 和 [5] GEE 
[4，2，5]) 一 组 。 


Rm 


7. 根据 [5] 和 [5] 设 置 pos[1]=5。 

8. 根据 [4] 和 [4] 设 置 pos[0]=4。 

如 上 过 程 简单 总 结 为 : 根据 当前 的 先 序 和 中 序数 组 ， 设 置 后 序数 组 最 右 
边 的 值 ， 然 后 划分 出 左 子 树 的 移 序 、 中 序数 组 ， 以 及 右 子 树 的 先 序 、 中 
序数 组 ， 先 根据 右 子 树 的 划分 设置 好 后 序数 组 ， 再 根据 左 子 树 的 划分 ， 
从 右边 到 左边 依次 设置 好 后 序数 组 的 全 部 位 置 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getPosArray 方 法 。 


public int[] getPosArray(int[] pre, int[] in) { 
if (pre == null || in == null) { 
return null; 
) 
int len = pre.length; 
int[] pos = new int[len]; 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Inte 
ger, Integer>(); 


for (int i = 0; i < len; i++) { 
map.put(in[i], i); 
} 


setPos(pre, 0, len - 1, in, 0, len - 1, pos, len 
- 1, map); 


return pos; 


// 从 右 往 左 依次 填 好 后 序数 组 S 
// Si 为 后 序数 组 s 该 填 的 位 置 


// 返回 值 为 s 该 填 的 下 一 个 位 置 


public int setPos(int[] p, int pi, int pj, int[] n, int 
ni, int nj, 


int[] s, int si, HashMap<Integer, Intege 
r> map) { 


if (pi > pj) { 
return si; 
) 
s[si--] = p[pi]; 
int i = map.get(p[pi]); 


si = setPos(p, pj - nj + i + 1, pj, n, i +1, nj 


return setPos(p, pi + 1, pi + i - ni, n, ni, i - 


统计 和 生成 所 有 不 同 的 二 又 树 
[GA] 


给 定 一 个 整数 N ， 如 果 N<1， 代 表 空 树 结构 ， 和 否则 代表 中 序 遍历 的 结果 
为 {1，2，3，...，N}。 请 返回 可 能 的 二 叉 树 结构 有 多 少 。 


例如 ，N =-1 时 ， 代 表 空 树 结构 ， 返 回 1; N=2N, MEAT FRA, 2} 
的 二 又 树 结构 只 有 如 图 3-49 所 示 的 两 种 ， 所 以 返回 结 采 为 2。 


IN PS 


null 2 ] null 


null null null null 
图 3-49 


进 阶 ，N 的 含义 不 变 ， 假 设 可 能 的 二 又 树 结构 有 M 种 ， 请 返回 M 个 二 又 
树 的 头 节 点 ， 每 一 棵 二 文 树 代表 一 种 可 能 的 结构 。 


【难度 】 
ht kro 
【解答 】 


如 果 中 序 遍 历 有 序 且 无 重复 值 ， 则 二 又 树 必 为 搜索 二 叉 树 。 假 设 num(a) 
代表 a 个 节点 的 搜索 二 叉 树 有 多 少 种 可 能 ， 再 假设 序列 为 {1,，...，, i 
，...，N}， 如 果 以 1 作为 头 节 点 ，1 不 可 能 有 左 子 树 ， 故 以 1 作为 头 和 点 
有 多 少 种 可 能 的 结构 ， 完 全 取决 于 1 的 右 子 树 有 多 少 种 可 能 结构 ，1 的 右 
FINAN -1 个 下 点 ， 所 以 有 num(N-1T) 种 可 能 。 


如 有 果 以 i 作为 头 市 点 ,i 的 左 子 树 有 i -1 个 节点 ， 所 以 可 能 的 结构 有 num(i- 
1 种 ， 右 子 树 有 N-i 个 节点 ， 所 以 有 num(N-D 种 可 能 。 故 以 [为 头 节 点 的 
可 能 结构 有 num(i-1)xnum(N-i) 种 。 

如 果 以 N 作为 头 方 点 ，N 不 可 能 有 右 子 树 ， 故 以 N 作为 头 季 点 有 多 少 种 可 
能 ， 完 全 取决 于 N 的 左 子 树 有 多 少 种 可 能 ，N 的 左 子 树 有 N -1 个 节点 ， 所 
以 有 num(N-1) 种 。 


把 从 1 到 N 分 别 作为 头 世 点 时 ， 所 有 可 能 的 结构 加 起 来 承 是 答案 ， 可 以 利 
用 动态 规划 来 加 速 计算 的 过 程 ， 从 而 做 到 O (N 2) 的 时 间 复 杂 度 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 numTrees 方 法 。 


public int numTrees(int n) { 
if (n< 2) { 
return 1; 
) 
int[] num = new int[n + 1]; 
num[O] = 1; 
for (int i = 1; i < n + 1; i++) { 
for (int j = 1; j <i +1; j+) { 


num[i] += num[j - 1] * num[i - j 


} 


return num[n]; 


} 


ANNES J BATTRE ER RUE > UREE FE Æ la. 
b} 的 所 有 结构 ， 束 从 a 开始 一 直到 b， 枚 举 每 一 个 值 作为 关节 点 ， 把 每 次 
生成 的 二 叉 树 结构 的 头 节 点 都 保存 下 来 即 可 。 假 设 其 中 一 次 是 以 i 值 为 类 
节点 的 (a si sb )， 以 i 头 世 点 的 所 有 结构 按 如 下 步骤 生成 : 


1. 用 {a...i-1} 递 归 生 成 左 子 树 的 所 有 结构 ， 假 设 所 有 结构 的 头 世 点 保存 
在 listLeft 链 表 中 。 


2. 用 {a...i+1} 递 归 生 成 右 子 树 的 所 有 结构 ， 假 设 所 有 结构 的 头 节 点 保存 
在 listRight 链 表 中 。 


3. 在 以 i 为 头 节 点 的 前 提 下 ，listLeft 中 的 每 一 种 结构 都 可 以 与 listRight 中 
的 每 一 种 结构 构成 单独 的 结构 ， 且 和 其 他 任何 结构 都 不 同 。 为 了 保证 所 
有 的 结构 之 间 不 互相 交叉， 所 以 对 每 一 种 结构 都 复制 出 新 的 树 ， 并 记录 
在 总 的 链表 res 中 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 generateTrees 方 法 。 


public List<Node> generateTrees(int n) { 


return generate(1, n); 


public List<Node> generate(int start, int end) { 
List<Node> res = new LinkedList<Node>(); 
if (start > end) { 
res.add(null); 
) 
Node head = null; 
for (int i = start; i < end + 1; i++) { 
head = new Node(i); 


List<Node> 1Subs = generate(start, i - 1 


); 
List<Node> rSubs = generate(i + 1, end); 
for (Node 1 : 1Subs) { 
for (Node r : rSubs) { 
head.left = 1; 
head.right = r; 


res.add(cloneTree(head) ) 


return res; 


public Node cloneTree(Node head) { 
if (head == null) { 
return null; 


) 

Node res = new Node(head.value); 
res.left = cloneTree(head.left); 
res.right = cloneTree(head.right); 


return res; 


BTE SOA TS REN 

【题目 】 

给 定 一 棵 完全 二 又 树 的 头 节 点 head， 返 回 这 棵 树 的 节点 个 数 。 
[ÆR] 

如 采 完 全 二 又 树 的 节点 数 为 WN ， 请 实现 时 间 复 杂 度 低 于 O (N ) 的 解法 。 
【难度 】 
ht XX 

【解答 】 


遇 历 整 棵 树 当 然 可 以 求 出 和 点数， 但 这 肯定 不 是 最 优 解法 ， 本 书 不 再 详 


jit o 


如 果 完 全 二 义 树 的 层 数 为 h ， 本 书 的 解法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (h ”)， 
具体 过 程 如 下 : 


1. 如 果 head==nul， 说 明 是 空 树 ， 直 接 返 回 0。 


2. MAREE, HAMER, KAKA MST GE EEE ØP — 
BE, HØGLI - 


3. 这 一 步 是 求解 的 主要 逻辑 ， 也 是 一 个 递归 过 程 记 为 bsnode，1，Db)， 
node 表 示 当 前 节点 ，1 表 示 node 所 在 的 层 数 , 户 表 示 整 棵 树 的 层 数 是 始终 
不 变 的 。bs(node，1，h) 的 返回 值 表示 以 node 为 头 的 完全 二 义 树 的 节点 数 
是 多 少 。 初 始 时 node 为 头 节 点 head，1 为 1， 因 为 head 在 第 1 层 ， 一 共有 h 
a 。 那么 这 个 递归 的 过 程 可 以 用 两 个 例子 来 说 明 ， 如 图 3-50 和 图 
3-51ATIR ° 


<— node==head， 在 1==] E 


到 达 最 后 一 层 ， 即 h==4 层 


<— node==head, Æ =l E 


SAAB 


1 () 
图 3-51 


找到 node 右 子 树 的 最 左 方 点 ， 如 果 像 图 3-51 的 例子 一 样 ， 发 现 它 能 到 达 最 
后 一 层 ， 即 h==4 层 。 此 时 说 明 node 的 整 棵 左 子 树 都 是 满 二 又 树 ， 并 且 层 
数 为 h JE, RE BO -1 的 满 二 叉 树 ， 其 万 点 数 为 2":-1 个 。 如 果 加 上 
node 节 点 自己 ， 那 么 节点 数 为 2\(h-D-1+1==2A(h-D 个 。 此 时 如 果 再 知道 
node 右 子 树 的 节点 数 ， 那 么 以 node 为 头 的 完全 二 又 树 上 到 展 有 多 少 个 节 
点 就 求 出 来 了 。 那 么 node 右 子 树 的 节点 数 到 底 是 多 少 呢 ? 就 是 
bs(node.right ，l+1，b) 的 结果 ， 递 归 去 求 即 可 。 最 后 整体 返回 2^AQh- 
1)+bs(node.right, 1+1, h)- 


找到 node 右 子 树 的 最 左 节 点， 如 果 像 图 3-51 的 例子 一 样 ， 发 现 它 没有 到 达 
最 后 一 层 ， 说 明 node 的 整 棵 右 子 树 都 是 满 二 又 树 ， 并 且 层 数 为 六 -1 -1 层 ， 
一 棵 层 数 为 h -1 -1 的 满 二 叉 树 ， 其 节点 数 为 2*"!-1 个 。 如 有 果 加 上 node 市 点 
自己 ， 那 么 节点 数 为 2^(h-1-1)-1+1==2^(h-1-1) 个 。 此 时 如 果 再 知道 node 左 
子 树 的 节点 数 ， 那 么 以 node 为 头 的 完全 二 又 树 上 到 底 有 多 少 个 太 点 束 求 
HÆ T ° node FATT HENK ES DIE? 就 是 bs(node.left，1+1，h) 的 
结果 ， 递 归 去 求 即 可 ， 最 后 整体 返回 2^(h-l-1)+bs(node.left,，1+1,，h)。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 nodeNum 方 法 。 


+ 1, h); 


public int nodeNum(Node head) { 
if (head == null) < 
return 0; 


} 


return bs(head, 1, mostLeftLevel(head, 1)); 


public int bs(Node node, int 1, int h) { 
if (1 == h) { 
return 1; 
} 
if (mostLeftLevel(node.right, 1 + 1) == h) { 


return (1 << (h - 1)) + bs(node.right, 1 


} else { 


return (1 << (h - 1 - 1)) + bs(node.left 


public int mostLeftLevel(Node node, int level) { 
while (node ! = null) { 
level++; 


node = node.left; 


return level - 1; 


每 一 层 只 会 选择 一 个 节操 node 进 行 bs 的 递归 过 程 ， 所 以 调用 bs 函数 的 次 数 
FIO (h)。 每 次 调用 bs 函数 时 ， 都 会 查看 node 右 子 树 的 最 左 节 上 后 ， 所 以 会 
HO (h ) 个 节点 ， 整 个 过 程 的 时 间 复 洒 度 为 O (h*) © 


第 4 章 
递归 和 动态 规划 
斐 波 那 契 系列 问题 的 递归 和 动态 规划 


【题目 】 
给 定 整 数 N ， 返 回 辈 波 那 契 数列 的 第 项 。 
【补充 题目 1 ]】 


给 定 整 数 N ， 代 表 人 台阶 数 ， 一 次 可 以 跨 2 个 或 者 1 个 台阶 ， 返 回 有 多 少 种 
走 法 。 


【举例 】 

N=3， 可 以 三 次 都 跨 1 个 台阶 ， 也 可 以 先 跨 2 个 台阶 ， 再 跨 1 个 台阶 ;还 可 
以 先 跨 1 个 台阶 ， 再 跨 2 个 台阶 。 所 以 有 三 种 走 法 ， 返 回 3。 

【补充 题目 2】 

假设 农场 中 成 熟 的 母 牛 每 年 只 会 生 1 头 小 母 牛 ， 并 且 永 远 不 会 死 。 第 一 年 


农场 有 1 只 成 熟 的 母 牛 ， 从 第 二 年 开始 ， 和 母 牛 开始 生 小 母 牛 。 每 只 小 母 牛 
3 年 之 后 成 熟 又 可 以 生 小 母 牛 。 给 定 整数 N ， 求 出 N 年 后 牛 的 数量 。 


【举例 】 
N=6， 第 1 年 1 头 成 熟 母 牛 记 为 a; 第 2 年 as 生 了 新 的 小 母 牛 ， 记 为 b， 总 牛 数 
为 2; 第 3 年 as 生 了 新 的 小 母 牛 ， 记 为 c， 总 牛 数 为 3; 第 4 年 a 生 了 新 的 小 母 
牛 ， 记 为 4， 总 牛 数 为 4。 第 5 年 b 成 熟 了 ，a 和 b 分 别 生 了 新 的 小 母 牛 ， 总 
HBG; 第 6 年 c 也 成 熟 了 ，a、b 和 c 分 别 生 了 新 的 小 母 牛 ， 总 牛 数 为 9， 
返回 9 。 
【要 求 】 


对 以 上 所 有 的 问题 ， 请 实现 时 间 复 杂 度 O (logN ) 的 解法 。 


【难度 】 
将 dok 
CFE] 


RE + O(N TE > FRIBERG, 1, 2, 3, 5, 8, …, BØE 
除 第 1 项 和 第 2 项 为 1 以 外 ， 对 于 第 N 项 ， 有 F (N) (N -1)+F (N -2), TÆ 
很 轻松 地 写 出 暴力 递归 的 代码 。 请 参看 如 下 代码 中 的 fl 方法 。 


public int fi(int n) { 

if (n< 1) { 
return 0; 

) 

if (n = 1 || n = 2) { 
return 1; 

} 

return fi(n - 1) + fi(n - 2); 


} 


O(N )HI AIK ° SENIOR] LIMA EE KRR HE AE, BBA 
过 顺序 计算 求 到 第 N 项 即 可 。 请 参看 如 下 代码 中 的 人 2 方法 。 


public int f2(int n) { 
if (n< 1) { 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n == 2) { 


return 1; 


) 

int res = 1; 

int pre = 1; 

int tmp = 0; 

for (int i = 3; i <= n; i++) { 
tmp = res; 
res = res + pre; 


pre = tmp; 


return res; 


) 


O (log N ) 的 方 法 。 如 果 递 归 式 严格 遵循 F(N )=F (N -1)+F (N -2), SFR 
SBN 项 的 值 ， 有 和 矩阵 乘法 的 方式 可 以 将 时 间 复 杂 度 降 至 O (logN )。F (n 
)=F (n -D+F (n -2)， 是 一 个 二 阶 递 推 数列 ， 一 定 可 以 用 矩阵 乘法 的 形式 表 
示 ， 且 状态 矩阵 为 2x2 的 矩阵 : 


(F(n), F(n — 1)) = (Fn — 1),F(n — 2)) x |? 


p 


把 斐 波 那 契 数列 的 前 4 项 FE (1)==1, F(2)==1, F(3)==2, F (4)==3 代 入 ， 
可 以 求 出 状态 矩阵 : 


å pr 14 a 
c d 1 0 
求 矩 阵 之 后 ， 当 n >2 时 ， 原 来 的 公式 可 化 简 为 : 


i. 1 1 
(F(3), F(2)) = (F(2),F(4)) x |, J=ADXL, 5 


2 
(F(4), F(3)) = (F(3),F(2)) x |= add 


| n-2 
(FarPa-D)=(a-DFa-2)x| |=GDx|， > 


FLL, CSE BAB Re EN 项 的 问题 整 变 成 了 如 何 用 最 快 的 方法 求 一 个 
和 矩阵 的 N 次 方 的 问题 ， 而 求 矩 阵 N 次 方 的 问题 明显 是 一 个 能 够 在 O (logN ) 
时 间 内 解决 的 问题 。 为 了 表述 方便 ， 我 们 现在 用 求 一 个 整数 N 次 方 的 例 
子 来 说 明 ， 因 为 只 要 理解 了 如 何在 O (logN ) 的 时 间 复 杂 度 内 求 整数 N 次 方 
的 问题 ， 对 于 求 矩 阵 N 次 方 的 问题 是 同 理 的 ， 区 别 有 古 矩 阵 乘 法 和 整数 乘 
法 在 细节 上 有 些 不 一 样 ， 但 对 于 怎么 乘 更 快 ， 两 者 的 道理 相同 。 


假设 一 个 整数 是 10， 如 何 最 快 地 求解 10 的 75 次 方 。 

1.75 的 二 进 制 数 形式 为 1001011 ° 

2.10 的 75 次 方 =10“x10s*x102:x10:。 

在 这 个 过 程 中 ， 我 们 先 求 出 10:， 然 后 根据 10: 求 出 10:， 再 根据 10 : 求 出 
10“，......， 最 后 根据 10? 求 出 10“*， 即 75 的 二 进 制 数 形式 总 共有 和 多少 
位 ， 我 们 就 使 用 了 几 次 乘法 © 


3. 在 步骤 2 进行 的 过 程 中 ， 把 应 该 累 乘 的 值 相 乘 即 可 ， 比 如 10“、10*、 
10:、10: 应 该 累 乘 ， 因 为 64、8、2、1 对 应 到 75 的 二 进 制 数 中 ， 相 应 的 位 
上 是 1， 而 102>、10*、10:4 不 应 该 票 乘 ， 因 为 32、16、4 对 应 到 75 的 二 进 
制 数 中 ， 相 应 的 位 上 是 0。 

对 和 矩阵 来 说 同 理 ， 求 矩阵 m Wp 次 方 请 参看 如 下 代码 中 的 matrixPower 方 
法 。 其 中 muliMatrix 方 法 是 两 个 矩阵 相 乘 的 具体 实现 。 


public int[][] matrixPower(int[][] m, int p) { 


int[][] res = new int[m.length][m[0].length]; 


++) { 


[k] * m2[k][j]; 


// 先 把 res 设 为 单位 矩阵 ， 相 当 于 整数 中 的 1 


for (int i = 0; i < res.length; i++) { 


res[i][i] = 1; 


} 

int[][] tmp = m; 

for (; p ! = 0; p >>= 1) I 
if ((p & 1) ! = 0) I 


res = muliMatrix(res, tmp); 


} 


tmp = muliMatrix(tmp, tmp); 


} 


return res; 


public int[][] muliMatrix(int[][] mi, int[][] m2) { 


int[][] res = new int[m1.length][m2[0].length]; 
for (int i = 0; i < m2[0].length; i++) < 
for (int j = 0; j < mi.length; j++) { 


for (int k = 0; k < m2.length; k 


res[i][j] += m1[i] 


} 


return res; 


} 


å PERE FUR ARSE BOP RB BN 项 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 f3 方 
De 


public int f3(int n) { 
if (n< 1) I 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n = 2) { 
return 1; 
} 
int[][] base = ( { 1, 1), (1,0) }; 
int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 
return res[0][0] + res[1][0]; 


} 


补充 问题 1。 如 果 人 台阶 上 只 有 1 级 ， 方 法 只 有 1 种 。 如 果 人 台阶 有 2 级 ， 方 法 有 2 
种 。 如 果 台 阶 有 N 级 ， 最 后 跳 上 第 N 级 的 情况 ， 要 和 勾 是 从 N -2 级 台阶 直接 
跨 2 级 台阶 ， 要 么 是 从 N -1 级 台阶 跨 1 级 台阶 ， 所 以 台阶 有 NN 级 的 方法 数 为 
跨 到 N -2 级 台阶 的 方法 数 加 上 跨 到 N -1 级 台阶 的 方法 数 ， 即 S (N )=S (N 
-1)+S (N -2)， 初 始 项 s (1)==1, S (2)==2。 所 以 类 似 斐 波 那 契 数列 ， 唯 一 
的 不 同 就 是 初始 项 不 同 。 可 以 很 轻易 地 写 出 O (2*) 与 O(N ) 的 方法 ， 请 参 
看 如 下 代码 中 的 sS1 和 s2 方 法 。 


public int si(int n) I 
if (n < 1) { 


return 0; 


} 


if (n = 1 || n = 2) I 


return n; 
} 
return si(n - 1) + si(n - 2); 
} 
public int s2(int n) { 
if (n< 1) I 
return 0; 
} 


if (n == 1 || n == 2) { 
return n; 

) 

int res = 2; 

int pre = 1; 

int tmp = 0; 

for (int i = 3; i <= n; i++) { 
tmp = res; 
res = res + pre; 


pre = tmp; 


return res; 


O (logN ) 的 方法 。 表 达 式 S (n )=S (n -1)+S (n -2) 是 一 个 二 阶 递 推 数 列 ， 同 
样 用 上 文 和 矩阵 乘法 的 方法 ， 根 据 前 4 项 S (D)==1，S (2)==2，S (3)==3, S 


(4)==5， 求 出 状态 矩阵 : 
FE a _ | 1 
ce å 1 0 
同样 根据 上 文 的 过 程 得 到 : 
n-2 


n=2 1 1 


(S(n),S(n — 1)) = (S(2),S(1)) x =(21)x|, > 


全 部 的 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 s3 方 法 。 


1 
0 


1 
1 


public int s3(int n) I 
if (n<1) I 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n 22) 4 
return n; 
} 
int[][] base = ( { 1, 1), {1,0}}; 
int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 
return 2 * res[0][0] + res[1][0]; 


} 


补充 问题 2。 所 有 的 牛 都 不 会 死 ， 所 以 第 N -1 年 的 牛 会 时 无 损失 地 活 到 第 
N 年 。 同 时 所 有 成 熟 的 牛 都 会 生 1 头 新 的 牛 ， 那 么 成 熟 牛 的 数量 如 何 估 
计 ? 就 是 第 N -3 年 的 所 有 牛 ， 到 第 N 年 肯定 都 是 成 熟 的 牛 ， 其 间 出 生 的 牛 
肯定 都 没有 成 熟 。 所 以 C On )=C (n -1)+C (n -3)， 初 始 项 为 C(1)==1， 

C(2)==2，C(3)==3。 这 个 和 斐 波 那 契 数列 又 十 分 类 似 ， 只 不 过 C (n ) 依 赖 
C (n -1) 和 C (n -3) 的 值 ， 而 斐 波 那 契 数列 FE (n ) 依 赖 F (n -1) 和 FF (n -2) 的 值 。 


De (2*) 与 O(N ) 的 方法 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 cl1 和 
C2 方法 。 


public int ci(int n) { 
if (n <1) { 
return 0; 
) 
if (n == 1 || n == 2 || n == 3) { 
return n; 


} 


return ci(n - 1) + ci(n - 3); 


public int c2(int n) { 
if (n< 1) + 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n == 2 || n = 3) { 


return n; 


int res = 3; 
int pre = 2; 
int prepre = 1; 
int tmp1 = 0; 


int tmp2 = 0; 


for (int i = 4; i <= n; i++) { 
tmp1 = res; 
tmp2 = pre; 
res = res + prepre; 
pre = tmpl; 
prepre = tmp2; 

t 

return res; 


} 


O (logN ) 的 方法 。C (nm )=C (n-1)+C (n -3) 是 一 个 三 阶 递 推 数列 ， 一 定 可 以 
用 和 矩阵 乘法 的 形式 表示 ， 且 状态 矩阵 为 3x3 的 和 矩阵。 


a 
(Cr Cn-1, EN 到 (Cf Cn-2» Cn-3) X d 


= © & 


C 
Å 
l 


CD 


Lee C(2)==2，C(3)==3，C(4)==4，C(5)==6 代 入 ， 求 出 状态 
BBE 


abc 1 1 0 
de f|=|0 0 1 
g hi 1 0 0 


SABRE ZIG, Sin >3 时 ， 原 来 的 公式 可 化 简 为 : 


n-3 


1 À of 110 
(Cas Cn-15 Cn-2) = (636,61) XI0 0 1) =(3,2,1)x/0 0 1 
1 0 0 1 0 0 


接 下 来 的 过 程 又 是 利用 加 速 矩 阵 乘 法 的 方式 进行 实现 ， 具 体 请 参看 如 下 
代码 中 的 c3 方 法 。 


public int c3(int n) { 
if (n< 1) { 
return 0; 
} 
if (n = 1 || n == 2 || n == 3) { 
return n; 
} 


int[] 
[] base = { { 1, 1,07, { 9, 0, 1}, { 1, 9, 0) 1; 


int[][] res = matrixPower(base, n - 3); 


return 3 * res[0][0] + 2 * res[1][0] + res[2] 
[0]; 


} 
如 果 递 归 式 严格 符合 F (n )=a xF (n -1) +b xF (n -2)+...+k xF (n-i), PAE 
就 是 一 个 i 阶 的 递 推 式 ， 必 然 有 与 i xi 的 状态 矩阵 有 关 的 矩阵 乘法 的 表 
达 。 一 律 可 以 用 加 速 和 矩阵 乘法 的 动态 规划 将 时 间 复 杂 度 降 为 O (logN )。 


矩阵 的 最 小 路 径 和 


【题目 】 


给 定 一 个 矩阵 mm ， 从 左上 角 开 始 每 次 只 能 回 右 或 者 向 下 走 ， 最 后 到 达 碳 
D à 返回 所 有 的 路 径 
最 小 的 路 径 和 。 


【举例 】 
如 采 给 定 的 如 下 : 


工 3 5 9 
8 工 3 4 
5 0 6 工 


8 8 4 0 


路 径 1，3，1，0，6，1，0 是 所 有 路 径 中 路 径 和 最 小 的 ， 所 以 返回 12。 
DER] 

FH kk 
【解答 】 


经 典 动态 规划 方法 。 假 设 和 矩阵 六 的 大 小 为 M xN ， 行 数 为 M ， 列 数 为 N 。 
先生 成 大 小 和 m 一 样 的 矩阵 dp，dp 风 Dj] 的 值 表示 从 左上 角 ( 即 (0，0)) 位 
置 走 到 (i ，j) 位 置 的 最 小 路 径 和 。 对 m 的 第 一 行 的 所 有 位 置 来 说 ， 即 (0，; 
)(0<j <N)， 从 (0，0) 位 置 走 到 (0， 门 位 置 只 能 回 右 走 ， 所 以 (0，0) 位 置 到 
(0, j) 位 置 的 路 径 和 就 是 m[0][0..j] 这 些 值 的 累加 结果 。 同 理 ， 对 m 的 第 一 
列 的 所 有 位 置 来 说 ， 即 (i ，0)(0<i <M )， 从 (0，0) 位 置 走 到 (i ，0) 位 置 只 
能 同 下 走 ， 所 以 (0，0) 位 置 到 (i ，0) 位 置 的 路 径 和 束 是 m[0..i][0] 这 些 值 的 
累加 结果 。 以 题目 中 的 例子 来 说 ，dp 第 一 行 和 第 一 列 的 值 如 下 : 


14 


22 


除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 (i ，j ) 外 ， 都 有 左边 位 置 (i -1，j ) 和 上 边 位 
置 (i ，j -1)。 从 (0，0) 到 (i ,，j ) 的 路 径 必然 经 过 位 置 (i -1，j OMEA, j 
-1])， 所 以 ，dp[ 让 [j=min{dp[i-1][j]，dpf[ij[j-1]}+mf[i][j]， 含 义 是 比较 从 (0， 
0) 位 置 开始 ， 经 过 (i -1，j ) 位 置 最 终 到 达 (i ，j ) 的 最 小 路 径 和 经 过 (i ，j -1) 
位 置 最 终 到 达 (i ，j ) 的 最 小 路 径 之 间 ， 哪 条 路 径 的 路 径 和 更 小 。 那 么 更 小 
nr °。 以 题目 的 例子 来 说 ， 最 终生 成 的 dp 矩阵 如 


1 4 9 18 


14 5 11 12 


22 13 15 12 


除 第 一 行 和 第 一 列 之 外 ， 每 一 个 位 置 都 考虑 从 左边 到 达 目 己 的 路 径 和 更 
小 还 是 从 上 边 达 到 自己 的 路 径 和 更 小 。 最 右 下 角 的 值 就 是 整个 问题 的 答 
案 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minPathSum1 方 法 。 


public int minPathSumi(int[][] m) I 


if (m == null || m.length == 0 || m[0] == null | 
| m[O].length == 0) { 


return 0; 
) 
int row = m.length; 
int col = m[0].length; 
int[][] dp = new int[row][col]; 
dp[0] [0] = m[0][0]; 


for (int i = 1; i < row; i++) { 


dp[i][0] = dp[i - 1][0] + m[i][9]; 
} 
for (int j = 1; j < col; j++) { 

dp[0][j] = dp[0][j - 1] + m[O][j]; 
} 
for (int i = 1; i < row; i++) { 

for (int j = 1; j < col; j++) { 


dp[i][j] = Math.min(dp[i - 1] 
[3], dp[i][j - 1]) + m[i][j]; 


} 
t 


return dp[row - 1][col - 1]; 


} 


矩阵 中 一 共有 M xN 个 位 置 ， 每 个 位 置 都 计算 一 次 从 (0，0) 位 置 达 到 目 己 
的 最 小 路 径 和 ， 计 算 的 时 候 只 是 比较 上 边 位 置 的 最 小 路 径 和 与 左边 位 置 
的 最 小 路 径 和 哪个 更 小 ， 所 以 时 间 复 洒 度 为 O (M xN )，dp 和 矩阵 的 大 小 为 
MXN ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (M xN) ° 


动态 规划 经 过 空间 压缩 后 的 方法 。 这 道 题 的 经 典 动 态 规划 方法 在 经 过 空 
间 压 缩 之 后 ， 时 间 复 杂 度 依然 是 O (M xN )， 但 是 额外 空间 复杂 度 可 以 从 
O (MXN ) 减 小 至 0 (min{M ，N })， 也 就 是 不 使 用 大 小 为 M xN BY dp #8 
阵 ， 而 仅仅 使 用 大 小 为 min{M , N } 的 arr 数 组 。 具 体 过 程 如 下 (以 题目 的 
例子 来 举例 说 明 ) : 


1. 生成 长 度 为 4 的 数组 arr， 初 始 时 arr=[0，0，0，0]， 我 们 知道 从 (0，0) 
位 置 到 达 m 中 第 一 行 的 每 个 位 置 ， 最 小 路 径 和 就 是 从 (0，0) 位 置 的 值 开始 
依次 累加 的 结果 ， 所 以 依次 把 ar 设置 为 arr=[1，4，9，18]， 此 时 arr[j] 的 
值 代表 从 (0，0) 位 置 达 到 (0，j ) 位 置 的 最 小 路 人 径 和 。 


2. 步骤 1 中 arr[j] 的 值 代表 从 (0，0) 位 置 达 到 (0，j ) 位 置 的 最 小 路 径 和 ， 在 
这 一 步 中 想 把 arr[j] 的 值 更 新 成 从 (0，0) 位 置 达 到 (1， 门 位 置 的 最 小 路 径 


和 。 首 先 来 看 arr[0]， 更 新 之 前 arr[0] 的 值 代表 (0，0) 位 置 到 达 (0，0) 位 置 的 
最 小 路 径 和 (dp[0[0D)， 如 果 想 把 arr[0] 更 新 成 从 (0，0) 位 置 达到 (1，0) 位 置 
的 最 小 路 径 和 (dp[1[0]) ， 令 arr[0]=arr[0]+m[1][0]=9 即 可 。 然 后 来 看 
artr[1]， 更 新 之 前 ar[1] 的 值 代 表 (0，0) 位 置 到 达 (0，1) 位 置 的 最 小 路 径 和 
(dp[0][1])， 更 新 之 后 想 让 ar[1] 代 表 (0，0) 位 置 到 达 (1，1) 位 置 的 最 小 路 径 
和 (dp[1][1])。 根 据 动态 规划 的 求解 过 程 ， 到 达 (1， 1) 位 置 有 两 种 选择 ， = 
MEA, OMEGA, DME dpa, 3 REMO, DE 
置 到 达 (1，1) 位 置 (dp[0][1]+m[1][1])， 应 该 选择 路 径 和 最 小 的 那个 。 此 时 
arr[0] 的 值 已 经 更 新 成 dp[1][0]，arr[1] 目 前 还 没有 更 新 ， 所 以 ，ar[1] 还 是 
dp[0][1] ，arr[1]=min{arr[0] ，arr[1]}+m[1][1]=5。 EZ IE, arr[1] AEE 
为 dp[1][1] 的 值 。 同 理 ，arr[2]=min{arr[1]，arr[2]}+m[1][2]， .最 终 arr 可 
以 更 新 成 [9，5，8，12]。 


3. 重复 步骤 2 的 更 新 过 程 ， 一 直到 ar 彻底 变 成 dp 矩阵 的 最 后 一 行 。 整 个 
过 程 其 实 就 是 不 断 深 动 更 新 arr 数 组 ， 让 arr 依 次 变 成 dp 窍 阵 每 一 行 的 值 
最 终 变 成 dp 矩阵 最 后 一 行 的 值 。 


or 的 行 数 等 于 列 数 ， 如 果 给 定 的 矩阵 列 数 小 于 行 数 (N 

M) ， 依 然 可 以 用 上 面 的 方法 令 arr 更 新 成 dp 矩阵 每 一 行 的 值 。 但 如 果 给 
HOME BE RUN FIL (M<N) ， 那 么 就 生成 长 度 为 M 的 arr， 然 后 令 arr 
更 新 成 dp 矩阵 每 一 列 的 值 ， 从 左 向 右 滚动 过 去 。 以 本 例 来 说 ， 如 果 按 列 
来 更 新 ，arr 首 先 更 新 成 [L，9，14，22]， 然 后 向 右 滚动 更 新 成 [4，5，5， 
13), AAEM AYA EH HALO, 8, 11, 15], KAÆLNIS, 12, 12, 12] Å 
之 ， 是 根据 给 定 和 抢 阵 行 和 列 的 大 小 关系 决定 滚动 的 方式 ， 始 终生 成 最 小 
长 度 (min{M , N 】)) 的 ar 数 组 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
minPathSum2 方 法 。 


public int minPathSum2(int[][] m) < 


if (m == null || m.length == © || m[0] == null | 
| m[0].length == 0) { 


return 0; 


} 


int more = Math.max(m.length, m[0].length); // 
行 数 与 列 数 较 大 的 那个 为 nore 


int less = Math.min(m.length, m[0].length); // 


行 数 与 列 数 较 小 的 那个 为 less 


boolean rowmore = more == m.length; // 行 数 是 不 是 


大 于 等 于 列 数 


int[] arr = new int[less]; // 辅助 数组 的 长 度 仅 为 行 数 


与 列 数 中 的 最 小 值 


arr[0] = m[0][0]; 
for (int i= 1; i < less; i++) { 


arr[i] = arr[i - 1] + (rowmore ? m[0] 


[i] : m[i][0]); 
) 
for (int i = 1; i < more; i++) { 


arr[0] = arr[0] + (rowmore ? m[i] 


[0] : m[O][i]); 
for (int j = 1; j < less; j++) { 


arr[j] = Math.min(arr[j - 1], ar 


r[j]) 


+ (rowmore ? m[i 


1[3] + m[j][i]); 


} 


return arr[less - 1]; 


【扩展 】 


本 题 压缩 空间 的 方法 几乎 可 以 应 用 到 所 有 需要 二 维 动态 规划 表 的 面试 题 
目 中 ， 通 过 一 个 数组 滚动 更 新 的 方式 无 疑 万 省 了 大 量 的 空间 。 没 有 优化 
之 前 ， 取 得 某 个 位 置 动态 规划 值 的 过 程 古 在 矩阵 中 进行 两 次 寻 址 ， 优 化 
后 ， 这 一 过 程 只 需要 一 次 寻 址 ， 程 序 的 常数 时 间 也 得 到 了 一 定 程 度 的 加 
速 。 但 是 空间 压缩 的 方法 是 有 局 限 性 的 ， 本 题 如 果 改 成 “打印 具有 最 小 路 
径 和 的 路 径 *»， 那 么 就 不 能 使 用 空间 压缩 的 方法 。 如 有 果 类 似 本 题 这 种 需要 


二 维 表 的 动态 规划 题目 ， 最 终 目 的 十 想 求 最 优 解 的 具体 路 径 ， 往 往 需 要 
完整 的 动态 规划 表 ， 但 如 果 只 是 想 求 最 优 解 的 值 ， 则 可 以 使 用 空间 压缩 
的 方法 。 因 为 空间 压缩 的 方法 是 滚动 更 新 的 ， 会 覆盖 之 前 求解 的 值 ， 让 
求解 轨迹 变 得 不 可 回调 。 布 望 读者 好 好 研究 这 种 空间 压缩 的 实现 扩 巧 ， 
本 书 还 有 许多 动态 规划 题目 会 涉及 空间 压缩 方法 的 实现 。 


换钱 的 最 少 货币 数 


CHE] 

给 定数 组 arr，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 且 不 重复 。 每 个 值 代 表 一 种 面值 的 
货币 ， 每 种 面值 的 货币 可 以 使 用 任意 张 ， 再 给 定 一 个 整数 aim 代 表 要 找 的 
钱 数 ， 求 组 成 aim 的 最 少 货币 数 。 

【举例 】 

arr=[5, 2, 3], aim=20 ? 


T a 其 他 的 找 钱 方案 都 要 使 用 更 多 张 的 货币 ， 所 以 返 
4。 


arr=[5, 2, 3], aim=0 ° 

不 用 任何 货币 就 可 以 组 成 0 元 ， 返 回 0。 

arr=[3, 5], aim=2 。 

根本 无 法 组 成 2 元 ， 钱 不 能 找 开 的 情况 下 默认 返回 -1。 
【补充 题目 】 


给 定数 组 ar，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 。 每 个 值 仅 代 表 一 张 钱 的 面值 ， 再 
给 定 一 个 整数 aim 代 表 要 找 的 钱 数 ， 求 组 成 aim 的 最 少 货币 数 。 


【举例 】 
arr=[5, 2, 3], aim=20 ? 
5 元 、2 元 和 3 元 的 钱 各 有 1 张 ， 所 以 无 法 组 成 20 元 ， 默 认 返 回 -1。 


arr=[5, 2, 5, 3], aim=10° 

5 元 的 货币 有 2 张 ， 可 以 组 成 10 元 ， 且 该 方案 所 需 张 数 最 少 ， 返 回 2。 
arr=[5, 2, 5, 3], aim=15° 

所 有 的 钱 加 起 来 才能 组 成 15 元 ， 返 回 4。 

arr=[5, 2, 5, 3], aim=0° 

不 用 任何 货币 就 可 以 组 成 0 元 ， 返 回 0。 

【难度 】 

it wk 

【解答 】 

原 问题 的 经 典 动 态 规划 方法 。 如 果 arr 的 长 度 为 N ， 生 成 行 数 为 N、 列 数 
为 aim+1 的 动态 规划 和 表 的 dp。qdp[il[j] 的 含义 是 ， 在 可 以 任意 使 用 arr[0.. 货 
组 成 j 所 需 的 最 小 张 数 。 根 据 这 个 定义 ，dpID] 的 值 按 如 下 


1.dp[0..N-1][0] 的 值 ( 即 dp 和 矩阵 中 第 一 列 的 值 ) 表示 找 的 钱 数 为 0 时 需要 的 
最 少 张 数 ， 钱 数 为 0 时 ， 完 全 不 需要 任何 货币 ， 所 以 全 设 为 0 即 可 。 


2.dp[0][0..aim] 的 值 〈 即 dp 矩阵 中 第 一 行 的 值 ) 表示 只 能 使 用 arr[0] 货 币 的 
情况 下 ， 找 某 个 钱 数 的 最 小 张 数 。 比 如 ，arr[0]=2， 那 么 能 找 开 的 钱 数 为 
2, 4, 6, 8, … 所 以 令 dp[0][2]=1，dp[0][4]=2，dp[0][6]=3，... 第 一 行 
其 他 位 置 所 代表 的 钱 数 一 律 找 不 开 ， 所 以 一 律 设 为 32 位 整数 的 最 大 值 ， 
我 们 把 这 个 值 记 为 max 。 


3. 剩 下 的 位 置 依 次 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 。 假 设计 算 到 位 置 (i ，] 
)，dp[ 中 的 值 可 能 来 自 下 面 的 情况 。 


e 完全 不 使 用 当前 货币 arr[] 情 况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1D] 的 值 。 
e 只 使 用 1 张 当 前 货币 arr 旧 情况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1][j- 


arr[i]|+1 ° 


e 只 使 用 2 张 当 前 货币 ar 器 情况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1][j- 
2*arr[i]]+2 ° 


e 只 使 用 3 张 当前 货币 ar 器 情况 下 的 最 少 张 数 ， 即 dp[i-1][j- 
3*arr[i] |+3 ° 


所 有 的 情况 中 ， 最 终 取 张 数 最 小 的 。 所 以 

dp[iJ[j]=min{ dp[i-1][j-k*arr[i]]+k(0<=k)} 

=>dp[i]G]=mint(dp[i-1]G], min{dp[i-1][j-x*arr[i]]+x(1<=x)}} 
=>dp[i]G]=mint(dp[i-1]G], min{dp[i-1][j-arrLi]-y*arr[i]]+y+1(0<=y)}} 

XM A min{dp[i-1][j-arr[i]-y*arr[i]]+y(0<=y)} => dp[il[j-arr[i]], AD, mex 
有 : dplil[jJ=min{dp[i-1][j], dplillj-amti]]+1} + 如果 j-arr[i]<0， 即 发 生 越界 
了 ， 说 明 arr[i 太 大 ， 用 一 张 都 会 超过 钱 数 | ， 令 dp[ 让 [j=dp[i-1][j] 即 可 。 具 


体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins1 方 法 ， 整 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 与 额 
外 空间 复杂 度 都 为 O(N xaim), N 为 arr 的 长 度 。 


public int minCoinsi(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return -1; 

} 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[][] dp = new int[n][aim + 11; 

for (int j= 1; j <= aim; j++) { 
dp[O][j] = max; 


if (j - arr[0] >= © && dp[0] 
[j - arr[0]] ! = max) { 


站 får dp[0][j] = dp[o] 
j - arr + 1; 


} 
int left = 0; 
for (int i = 1; i < n; i++) I 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
left = max; 


if (j - arr[i] >= © && dp[i] 


[j - arr[i]] ! = max) I 
left = dp[i] 
[j - arr[i]] + 1; 
) 
dp[i] 
[j] = Math.min(left, dp[i - 1][j]); 
) 
) 
return dp[n - 1][aim] ! = max ? dp[n - 1] 
[aim] : -1; 
) 


原 问 题 在 动态 规划 基础 上 的 空间 压缩 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参考 
本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”了 问题， 这 里 不 再 详 述 。 我 们 选择 生成 一 个 长 度 
为 aim+1 的 动态 规划 一 维 数 组 dp， 然 后 按 行 来 更 新 dp 即 可 。 之 所 以 不 选 按 
ME, EA RA dplilljl=mintdpli-1]G], dplillj-arrfill+1) 450, fr EG 
， 门 依赖 位 置 (i -1， 门 ， 即 往 上 跳 一 下 的 位 置 ， 也 依赖 位 置 i，j-arr[i)， 
即 往 左 跳 arr[i] 一 下 的 位 置 ， 所 以 按 行 更 新 只 需要 1 个 一 维 数 组 ， 按 列 更 新 
需要 的 一 维 数 组 个 数 就 与 ar 中 货币 的 最 大 值 有 关 ， 如 最 大 的 货币 为 a bi 
明 最 差 情况 下 要 向 左 侧 跳 a 下 ， 相 应 地 ， 就 要 准备 a VÆRET HØR 
动 复 用 ， 这 样 实现 起 来 很 麻烦 ， 所 以 不 采用 按 列 更 新 的 方式 。 具 体 请 参 
看 如 下 代码 中 的 minCoins2 方 法 ， 空 间 压 缩 之 后 时 间 复 杂 度 为 O (N 
xaim)， 额 外 空间 复杂 度 为 O (aim)。 


max) < 


public int minCoins2(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) I 
return -1; 

) 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[] dp = new int[aim + 1]; 

for (int j = 1; j <= aim; j++) { 


dp[j] = max; 


if (j - arr[0] >= 0 && dp[j - arr[0]] ! 


dp[j] = dp[j - arr[0]] + 1; 


} 
int left = 0; 
for (int i = 1; i < n; itt) I 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
left = max; 


if (j - arr[i] >= 0 && dp[j - ar 


left = dp[j - arr[i]] + 


} 
dp[j] = Math.min(left, dp[j]); 


return dp[aim] ! = max ? dp[aim] : -1; 


i 


补充 问题 的 经 典 动 态 规划 方法 。 如 果 arr 的 长 度 为 N ， 生 成 行 数 为 N、 列 
数 为 aim+1 的 动态 规划 表 的 dp。dp 自 中 的 含义 是 ， 在 可 以 任意 使 用 arr[0..il 
货币 的 情况 下 (每 个 值 仅 代表 一 张 货币 ) ， 组 成 j 所 需 的 最 小 张 数 。 根 据 
这 个 定义 ，dp[i[j] 的 值 按 如 下 方式 计算 : 


1.dp[0.N-H[0] 的 值 〈 即 dp 矩阵 中 第 一 列 的 值 ) 表示 找 的 钱 数 为 0 时 需要 的 
最 少 张 数 ， 钱 数 为 0 时 完全 不 需要 任何 货币 ， 所 以 全 设 为 0 即 可 。 


2.dp[0][0..aim] 的 值 〈 即 dp 矩阵 中 第 一 行 的 值 ) 表示 只 能 使 用 一 张 arr[0] 货 
币 的 情况 下 ， 找 某 个 钱 数 的 最 小 张 数 。 比 如 arr[0]=2， 那 么 能 找 开 的 钱 数 
仅 为 2， 所 以 令 dp[0][2]=1。 因 为 只 有 一 张 钱 ， 所 以 其 他 位 置 所 代表 的 钱 
数 一 律 找 不 开 ， 一 律 设 为 32 位 整数 的 最 大 值 。 


3. 剩 下 的 位 置 依次 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 。 假 设计 算 到 位 置 , j 
)，dp[il0j] 的 值 可 能 来 目下 面 两 种 情况 。 


1) ”dp[i-1][j] 的 值 代表 在 可 以 任意 使 用 arr[0..i-1] 货 币 的 情况 下 ， 组 成 j 所 
需 的 最 小 张 数 。 可 以 任意 使 用 arr[0.. 刘 货币 的 情况 当然 包括 不 使 用 这 一 张 
面值 为 arr[ 让 的 货币 ， 而 只 任意 使 用 arr[0..i-1] 货 币 的 情况 ， 所 以 dp[i[j ] 的 
值 可 能 等 于 dp[i-1][j]* 


2) 因为 arr[i 只 有 一 张 不 能 重复 使 用 ， 所 以 我 们 考虑 dp[i-1][j-arr[ 详 的 值 ， 
这 个 值 代表 在 可 以 任意 使 用 arr[0..i-1] 货 币 的 情况 下 ， 组 成 j-arr 中 所 需 的 最 
小 张 数 。 从 钱 数 为 j-arr[ 到 钱 数 六， 只 用 再 加 上 当前 的 这 张 arr[ 即 可 。 所 
以 dp[iD] 的 值 可 能 等 于 dp[i-1][j-arr[i]+1。 


4. 如 果 dp[i-1][j-arr[ 订 中 j-arr[i<0， 也 怠 是 位 置 越界 了 ， 说 明 arr[i 太 大 ， 
只 用 一 张 都 会 超过 钱 数 i ， 令 apblfjl=dpli-11G] BY À ° MN dplil 
[jJ=min{dpli-1][j], dpli-1]lj-arrli]l+1} ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins3 方 法 ， 整 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 与 
额外 空间 复杂 度 都 为 O (N xaim), N 为 arr 的 长 度 。 


这 


public int minCoins3(int[] arr, int aim) { 


if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return -1; 

) 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[][] dp = new int[n][aim + 1]; 

for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
dp[O][j] = max; 

) 

if (arr[0] <= aim) { 
dp[0][arr[0]] = 1; 

) 

int leftup = 0; // 左上 角 某 个 位 置 的 值 


for (int i = 1; i < n; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) { 
leftup = max; 


if (j - arr[i] >= 0 && dp[i - 1] 
[j - arr[i]] ! = max) { 


leftup = dp[i - 1] 
[j - arr[i]] + 1; 


} 
[j] = Math.min(leftup, dp[i - 1][j]); dp[i] 
} 
return dp[n - 1][aim] ! = max ? dp[n - 1] 


[aim] : -1; 


进 阶 问题 在 动态 规划 基础 上 的 空间 压缩 方法 。 空 间 压缩 的 原理 请 读者 参 
考 本 书 “矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 我 们 选择 生成 一 个 长 
度 为 aim+1 的 动态 规划 一 维 数组 dp ， 然 后 按 行 来 更 新 dp 即 可 ， 不 选 按 列 更 
新 的 方式 与 原 问题 同 理 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 minCoins4 方 法 ， 空 间 
压缩 之 后 时 间 复 杂 度 为 O(N xaim)， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (aim)。 


public int minCoins4(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return -1; 

) 

int n = arr.length; 

int max = Integer.MAX VALUE; 

int[] dp = new int[aim + 1]; 

for (int j = 1; j <= aim; j++) { 
dp[j] = max; 

) 

if (arr[0] <= aim) { 
dp[arr[0]] = 1; 

) 

int leftup = 0; // 左上 角 某 个 位 置 的 值 


for (int i = 1; i < n; i++) { 
for (int j = aim; j > 0; j--) { 
leftup = max; 


if (j - arr[i] >= 0 && dp[j - ar 
r[i]] ! = max) { 


leftup = dp[j - arr[i]] 


+ 1; 
) 
dp[j] = Math.min(leftup, dp[j]); 
) 
) 
return dp[aim] ! = max ? dp[aim] : -1; 
) 
A 
换钱 的 方法 数 
【题目 】 


给 定数 组 arr，arr 中 所 有 的 值 都 为 正 数 且 不 重复 。 每 个 值 代表 一 种 面值 的 
货币 ， 每 种 面值 的 货币 可 以 使 用 任意 张 ， 再 给 定 一 个 整数 aim 代 表 要 找 的 
钱 数 ， 求 换钱 有 多 少 种 方法 。 

【举例 】 
arr=[5, 10, 25, 1], aim=0 ? 
组 成 0 元 的 方法 有 1 种 ， 就 是 所 有 面值 的 货币 都 不 用 。 所 以 返回 1。 
arr=[5, 10, 25, 1], aim=15 ? 


组 成 15 元 的 方法 有 6 种 ， 分 别 为 3 张 5 元 、1 张 10 元 +1 张 5 元 、1 张 10 元 +5 张 1 
元 、10 张 1 元 +1 张 5 元 、2 张 5 元 +5 张 1 元 和 15 张 1 元 。 所 以 返回 6。 


arr=[3, 5], aim=2 ? 

任何 方法 都 无 法 组 成 2 元 。 所 以 返回 0。 
【难度 】 

导 kor 


【解答 】 


本 书 将 由 浅 入 深 地 给 出 所 有 的 解法 ， 最 后 解释 最 优 解 。 这 道 题 的 经 典 之 
处 在 于 它 可 以 体现 暴力 递归 、 记 忆 搜 索 和 动态 规划 之 间 的 关系 ， 并 可 以 
在 动态 规划 的 基础 上 进行 再 一 次 的 优化 。 在 面试 中 出 现 的 大 量 紧 力 递 归 
的 题目 都 有 相似 的 优化 轨迹 ， 硕 望 引起 读者 重视 。 


首先 介绍 暴力 递归 的 方法 。 如 果 arr=[5，10，25，1]，aim=1000， 分 析 过 
程 如 下 : 


1. 用 0 张 5 元 的 货币 ， 让 [10，25，1] 组 成 璋 下 的 1000， 最 终 方法 数 记 为 


resi ? 


2. H15k5m Att, LEO, 25, NÆRT H995, MATERA 


res2 ? 


3. A2sksscA tem, LEO, 25, NÆRT H990, MATERA 


res3 ? 


201. FA2005K57cH tem, ik[10, 25, ÆR TO, BÆRERE NH 
res201 ° 


那么 res1+res2+...+res201 的 值 职 是 总 的 方法 数 。 根 据 如 上 的 分 析 过 程 定 义 
14 Hk Äprocessl(arr, index, aim), LØSE X ÆW R H arrfindex..N-1 iX 
o 返回 总 的 方法 数 。 有 具体 实现 参见 如 下 代码 中 的 
coins1 方 法 。 


public int coinsi(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return 0; 


) 


return processi(arr, 0, aim); 


public int processi(int[] arr, int index, int aim) { 
int res = 0; 
if (index == arr.length) { 
res = aim == 0 ? 1 : 0; 
} else { 


for (int i = 0; arr[index] * i <= aim; i 


++) € 


res += processi(arr, index + 1, 
aim - arr[index] * i); 


) 


return res; 


) 


接 下 来 介绍 基于 又 力 递归 的 初步 优化 的 方法 ， 也 就 是 记忆 搜索 的 方法 © 
骏 力 递归 之 所 以 权 力 ， 是 因为 存在 大 量 的 重复 计算 。 比 如 上 面 的 例子 ， 
当 已 经 使 用 0 张 5 元 +1 张 10 元 的 情况 下 ， 后 续 应 该 求 [25， 了 ] 组 成 剩 下 的 990 
的 方法 总数 。 当 已 经 使 用 2 张 5 元 +0 张 10 元 的 情况 下 ， 后 续 还 是 求 [25，11] 
组 成 剩 下 的 990 的 方法 总 数 。 两 种 情况 下 都 需要 求 process1(arr，2，990)。 
类 似 这 样 的 重复 计算 在 骏 力 递归 的 过 程 中 大 量 发 生 ， 所 以 骏 力 递归 方法 
的 时 间 复 杂 度 非常 高 ， 并 且 与 arr 中 钱 的 面值 有 关 ， 最 差 情况 下 为 O (aim* 
) o 


记忆 化 搜索 的 优化 方式 。processl(arr，index，aim) 中 ar 是 始终 不 变 的 ， 

变化 的 只 有 index 和 aim， 所 以 可 以 用 plindex，aim) 表 示 一 个 递归 过 程 。 重 
复 计算 之 所 以 大 量 发 生 ， 是 因为 每 一 个 递归 过 程 的 结果 都 没 记 下 来 ， 所 
以 下 次 还 要 重复 去 求 。 所 以 可 以 事先 准备 好 一 个 map， 每 计算 完 一 个 递归 
过 程 ， 都 将 结果 记录 到 map 中 。 当 下 次 进行 同样 的 递归 过 程 之 前 ， 先 在 
map 中 查询 这 个 递归 过 程 是 否 已 经 计算 过 ， 如 果 已 经 计算 过 ， 束 把 值 拿 出 
来 直接 用 ， 如 果 没 计算 过 ， 需 要 再 进入 递归 过 程 。 具 体 请 参看 如 下 代码 
中 的 coins2 方 法 ， 它 和 coins1 方 法 的 区 别 束 是 准备 好 全 局 变量 map， 记 录 
已 经 计算 过 的 递归 过 程 的 结果 ， 防 止 下 次 重复 计算 。 因 为 本 题 的 递归 过 


程 可 由 两 个 变量 表示 ， 所 以 map 是 一 张 二 维 表 。map[i][j] 表 示 递 归 过 程 p(i 
，j ) 的 返回 值 。 另 外 有 一 些 特别 值 ，map[i][j]==0 表 示 递 归 过 程 p (i ，j ) 从 
来 没有 计算 过 。map[i][j]==-1 表 示 弟 归 过 程 p (i, ) 计 算 过 ， 但 返回 值 是 
0。 如 果 map[ilfj] 的 值 既 不 等 于 0， 也 不 等 于 -1， 记 为 a， 则 表示 递归 过 程 p 
(i ,j ) 的 返回 值 为 a。 


public int coins2(int[] arr, int aim) { 
if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return 0; 
) 
int[][] map = new int[arr.length + 1][aim + 1]; 


return process2(arr, 0, aim, map); 


public int process2(int[] arr, int index, int aim, int[] 


[] map) I 
int res = 0; 
if (index == arr.length) { 
res = aim == 071: 0; 
} else { 
int mapValue = 0; 
for (int i = 0; arr[index] * i <= aim; i++) 
{ 
mapValue = map[index + 1] 
[aim - arr[index] * i]; 
if (mapValue ! = 0) I 


res += mapValue == -1 ? 0 : mapValue 


} else { 


res += process2(arr, index + 1, aim 
- arr[index] * i, map); 


map[index][aim] = res == 0 ? -1 : res; 
return res; 


) 


WAZ LER IT VA EI TI VI BT RA LETT, FE NR) 
状态 可 以 由 哪些 变量 表示 ， 做 出 相应 维度 和 大 小 的 map 即 可 。 记 忆 化 搜索 
方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N xaim?)， 我 们 在 解释 完 下 面 的 方法 后 ， 再 来 具 
体 解 释 为 什么 是 这 个 时 间 复 杂 度 。 


动态 规划 方法 。 生 成 行 数 为 N、 列 数 为 aim+l 的 矩阵 dp dpi Ge 
arr[0. 避 货币 的 情况 下 ， 组 成 钱 数 | 有 多 少 种 方法 。dp[iDj] 的 值 求法 
HD: 


1. 对 于 矩阵 dp 第 一 列 的 值 dp[..][0]， 表 示 组 成 钱 数 为 0 的 方法 数 ， 很 明显 
征 1 种 ， 也 如 是 不 使 用 任何 货币 。 所 以 dp 第 一 列 的 值 统 一 设置 为 1。 


2. 对 于 和 矩阵 dp 第 一 行 的 值 dp[0][..]， 表 示 只 能 使 用 arr[0] 这 一 种 货币 的 情 
况 下 ， 组 成 钱 的 方法 数 ， 比 如 ，arr[0]==5 时 ， 能 组 成 的 钱 数 只 有 0，5， 
10，15，...。 所 以 ， 令 dp[0][k*arr[0]]=1(0<=ks*arr[0]<=aim ，k 为 非 负 整 
ZX) ° 

3. 除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 ， 记 为 位 置 (i，j)。dp[i[j] 的 值 是 以 下 几 
个 值 的 累加 。 


e 完全 不 用 arr[ 货 币 ， 只 使 用 arr[0.-1] 货 币 时 ， 方 法 数 为 dp[i-1] 
[j] ° 

e 用 1 张 arr[i 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-arr[i]] ° 


e 用 2 张 arr[i 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-2*arr[i]] ° 


e kkarl m, À] NAV Aarr(0..i-1] 62 HÆR, DERON 
dp[i-1][j-k*arr[i]] ° j-k*arr[i]>=0, k ASEM PER 。 


4. 最 终 dp[N-1][aim] 的 值 就 是 最 终结 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 coins3 方 法 。 


public int coins3(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return 0; 

} 

int[][] dp = new int[arr.length][aim + 1]; 

for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
dp[i][0] = 1; 

) 

for (int j = 1; arr[0] * j <= aim; j++) { 
dp[O][arr[0] * j] = 1; 

) 

int num = 0; 

for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) { 

num = 0; 


for (int k = 0; j - arr[i] * k > 
= 0; k++) 4 


num += dp[i - 1] 
[j - arr[i] * k]; 


} 


dp[i][j] = num; 


} 


return dp[arr.length - 1][aim]; 


} 


在 最 差 的 情况 下 ， 对 位 置 (i ，j Rw, OR ap lil T RITER RC 
dp[i-1][0..j] 上 的 所 有 值 ，dp 一 共有 N xaim 个 位 置 ， 所 以 总 体 的 时 间 复 杂 度 
HO (N xaim*) ° 


下 面 解 释 之 前 记忆 化 搜索 方法 的 时 间 复 杂 度 为 什么 也 是 O (N xaim*), 
为 在 本 质 上 记忆 化 搜索 方法 等 价 于 动态 规划 方法 。 记 忆 化 搜索 的 方法 说 
白 了 就 是 不 关心 到 达 某 一 个 递归 过 程 的 路 径 ， 只 是 单纯 地 对 计算 过 的 递 
归 过 程 进行 记录 ， 避 免 重 复 的 递归 过 程 ， 而 动态 规划 的 方法 则 是 规定 好 
每 一 个 递归 过 程 的 计算 顺序 ， 依 次 进行 计算 ， 后 计算 的 过 程 严格 依赖 前 
面 计 算 过 的 过 程 。 两 者 都 是 空间 换 时 间 的 方法 ， 也 都 有 枚 举 的 过 程 ， 区 
别 就 在 于 动态 规划 规定 计算 顺序 ， 而 记忆 搜索 不 用 规定 。 所 以 记忆 化 搜 
索 方 法 的 时 间 复 杂 度 也 是 O (N xaim?)。 两 者 各 有 优 缺 点 ， 如 果 对 暴力 递 
归 过 程 简单 地 优化 成 记忆 搜索 的 方法 ， 递 归 函 数 依然 在 使 用 ， 这 在 工程 
上 的 开销 较 大 。 而 动态 规划 方法 严格 规定 了 计算 顺序 ， 可 以 将 递归 计算 
变 成 顺序 计算 ， 这 是 动态 规划 方法 具有 的 优势 。 其 实 记 忆 搜 索 的 方法 也 
有 优势 ， 本 题 就 很 好 地 体现 了 。 比 如 ，arr=[20000，10000，1000]， 
aim=2000000000 ° 如果 是 动态 规划 的 计算 方法 ， 要 严格 计算 
3x2000000000 个 位 置 。 而 对 于 记忆 搜索 来 说 ， 因 为 面值 最 小 的 钱 为 
1000， 所 以 百 位 为 (1~9)、 十 位 为 (1~-9) 或 各 位 为 (1~9) 的 钱 数 是 不 可 能 
出 现 的 ， 当 然 也 就 不 必要 计算 。 通 过 本 例 可 以 知道 ， 记 忆 化 搜索 是 对 必 
须要 计算 的 递归 过 程 才 去 计算 并 记录 的 。 


接 下 来 介绍 时 间 复 杂 度 为 O (CN xaim) 的 动态 规划 方法 。 我 们 来 看 上 一 个 动 
态 规划 方法 中 ， 求 dp[[j] 值 的 时 候 的 步骤 3， 这 也 十 最 关键 的 枚 举 过 程 : 


3.， 除 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 位 置 ， 记 为 位 置 i，j)。dp 呈 Dj 的 值 是 以 下 几 
个 值 的 累加 。 
e 完全 不 用 arr[ 货 币 ， 只 使 用 arr[0..-1] 货 币 时 ， 方 法 数 为 dp[i-1] 
[j] ° 
e 用 1 张 arr[i 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-arr[i]] ° 


e 用 2 张 arr[i 货 币 ， 剩 下 的 钱 用 arr[0..i-1] 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-2*arr[i]] ° 


e 用 K 张 arr 器 货币， 剩 下 的 钱 用 arr[0..1H 货 币 组 成 时 ， 方 法 数 为 
dp[i-1][j-k*arr[i]] ° j-k*arr[i]>=0, k 为 非 负 整数 。 
步骤 3 中 ， 第 1 种 情况 的 方法 数 为 dp[i-1[j]， 而 第 2 种 情况 一 直到 第 K 种 情 
况 的 方法 数 累 加 值 其 实 就 是 dp[il[j-arr[i] 的 值 。 所 以 步骤 3 可 以 简化 为 dpj 
[j=dp[i-1][j]+dp[i][j-ar[i]]。 一 下 省 去 了 枚 举 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 也 减 小 
至 O (N xaim)， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 coins4 方 法 。 


public int coins4(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == 0 || aim < 0) { 
return 0; 

) 

int[][] dp = new int[arr.length][aim + 1]; 

for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
dp[i][0] = 1; 

) 

for (int j = 1; arr[O] * j <= aim; j++) I 


dp[O][arr[0] * j] = 4 


for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) I 
dp[i][j] = dp[i - 1][j]; 


dp[i] 
[j] += j - arr[i] >= © ? dp[i][j - arr[i]] : ©; 


) 
t 


return dp[arr.length - 1][aim]; 


时 间 复 杂 度 为 O (CN xaim) 的 动态 规划 方法 再 结合 空间 压缩 的 技巧 。 空 间 压 
缩 的 原理 请 读者 参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 请 
参看 如 下 代码 中 的 coins5 方 法 。 


public int coins5(int[] arr, int aim) { 

if (arr == null || arr.length == © || aim < 0) { 
return 0; 

) 

int[] dp = new int[aim + 1]; 

for (int j = 0; arr[0] * j <= aim; j++) { 
dp[arr[0] * j] = 1; 

) 

for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= aim; j++) { 


dp[j] t= j - arr[i] >= © ? dp[j 
- arr[i]] : 0; 


} 


return dp[aim]; 


) 


至 此 ， 我 们 得 到 了 最 优 解 ， 是 时 间 复 杂 度 为 O (N xaim)、 额 外 空间 复杂 度 
O (aim) 的 方法 。 


【扩展 】 


通过 本 题目 的 优化 过 程 ， 可 以 梳理 出 暴力 递归 通用 的 优化 过 程 。 对 于 在 
面试 中 遇 到 的 具体 题目 ， 面 试 者 一 旦 想到 暴力 递归 的 过 程 ， 其 实 之 后 的 
优化 过 程 是 水 到 当成 的 。 首 先 看 写 出 来 的 暴力 递归 函数 ， 找 出 有 哪些 参 
数 是 不 发 生变 化 的 ， 名 上 略 这 些 变量 。 只 看 那些 变化 并 且 可 以 表示 递归 过 
程 的 参数 ， 找 出 这 些 参数 之 后 ， 记 忆 搜 索 的 方法 其 实 可 以 很 轻易 地 写 出 
来 ， 因 为 只 是 简单 的 修改 ， 计 算 完 就 记录 到 map 中 ， 并 在 下 次 直接 拿 来 使 
用 ， 没 计算 过 则 依然 进行 递归 计算 。 接 下 来 观察 记忆 搜索 过 程 中 使 用 的 
map 结 构 ， 看 看 该 结构 某 一 个 具体 位 置 的 值 是 通过 哪些 位 置 的 值 求 出 的 ， 
被 依赖 的 位 置 先 求 ， 束 能 改 出 动态 规划 的 方法 。 改 出 的 动态 规划 方法 
中 ， 如 果 有 枚 举 的 过 程 ， 看 看 枚 举 过 程 是 否 可 以 继续 人 优化， 常规 的 方法 
网 有 本 题 所 实现 的 通过 表达 式 来 化 简 枚 举 状态 的 方式 ， 也 有 本 书 的 “ 丢 棋 
子 问 题 *、“ 画 匠 问 题 ? 和 “邮局 选 址 问题 ”所 涉及 的 四 边 形 不 等 式 的 相关 内 
容 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 学 习 。 


最 长 递增 于 序列 


【题目 】 
给 定数 组 arr， 返 回 arr 的 最 长 递增 子 序 列 。 
【举例 】 


arr=[2, 1, 5, 3, 6, 4, 8, 9, 7], 返回 的 最 长 递增 子 序 列 为 [L，3，4， 
8, 9]° 


【要 求 】 
如 果 arr 长 度 为 N ， 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O (VlogN ) 的 方法 。 


【难度 】 
校 kn 
CFE] 
先 介绍 时 间 复 杂 度 为 O(N *) 的 方法 ， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 生成 长 度 为 N 的 数组 dp，dp 自 表示 在 以 ar 自 这 个 数 结尾 的 情况 下 ， 
arr[0. 吕 中 的 最 大 递增 子 序列 长 度 。 


2， 对 第 一 个 数 ar[0] 来 说 ， 令 dp[0]=1， 接 下 来 从 左 到 右 依次 算出 以 每 个 
位 置 的 数 结尾 的 情况 下 ， 最 长 递增 子 序 列 长 度 。 


3. 假设 计算 到 位 置 h， 求 以 arr 扣 结尾 情况 下 的 最 长 递增 子 序 列 长 度 ， 即 
dp[i]。 如 果 最 长 递增 子 序列 以 ar[i] 结 尾 ， 那 么 在 arr[0..i-1] 中 所 有 比 arr[i] 
小 的 数 都 可 以 作为 倒数 第 二 个 数 。 在 这 么 多 倒数 第 二 个 数 的 选择 中 ， 以 
哪个 数 结尾 的 最 大 递增 子 序 列 更 大 ， 就 选 那个 数 作为 倒数 第 二 个 数 ， 所 
LA dp[iJ=max {dp[j]+1(0<=j<i, arr[j]<arr[i])} ° AR an(0..i-1] F rE AY SER 
Nr 
ZN arr[il ° 


da 以 计算 出 dp 数组 ， 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getdp1 方 
JE o 


public int[] getdpi(int[] arr) { 
int[] dp = new int[arr.length]; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) I 
dp[i] = 1; 
for (int j = 0; j < i; j++) { 
if (arr[i] > arr[j]) { 


dp[i] = Math.max(dp[i], 
dp[j] + 1); 


} 


return dp; 


} 


接 下 来 解释 如 何 根据 求 出 的 dp 数组 得 到 最 长 递增 子 序 列 。 以 题目 的 例子 
来 说 明 ，arr=[2，1，5，3，6，4，8，9，7]， 求 出 的 数组 dp=[1，1，2， 
2 33-4 5, 4]? 


1. 遇 历 dp 数组 ， 找 到 最 大 值 以 及 位 置 。 在 本 例 中 最 大 值 为 5， 位 置 为 7， 
说 明 最 终 的 最 长 递增 子 序列 的 长 度 为 5， 并 且 应 该 以 ar[7] 这 个 数 
(arr[7]==9) 结 尾 。 


2. 从 art 数 组 的 位 置 7 开始 从 右 疝 左 遍历 。 如 果 对 某 一 个 位 置 ; BE arti] 
<arr[7]， 又 有 dp[j==dp[7]-1， 说 明 arr 中 可 以 作为 最 长 递增 子 序 列 的 倒数 
第 二 个 数 。 在 本 例 中 ，arr[6]<arr[7]， 并 且 dp[6]==dp[7]-1， 所 以 8 应 该 作 
为 最 长 递增 子 序列 的 倒数 第 二 个 数 。 


3， 从 ar 数 组 的 位 置 6 开始 继续 向 左 遍 历 ， 按 照 同 样 的 过 程 找到 倒数 第 三 
个 数 。 在 本 例 中 ， 位 置 5 满足 arr[5]<arr[6]， 并 且 dp[5]==dp[6]-1， 同 时 位 
置 4 也 满足 。 选 arr[5] 或 者 arr[4] 作 为 倒数 第 三 个 数 都 可 以 。 


4. 重复 这 样 的 过 程 ， 直 到 所 有 的 数 都 找 出 来 。 


dp 数组 包含 每 一 步 决 策 的 信息 ， 其 实 根据 dp 数组 找 出 最 长 递增 子 序列 的 
过 程 聊 是 从 某 一 个 位 置 开 始 逆序 还 原 出 决策 路 径 的 过 程 。 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 generateLIS 方 法 。 


public int[] generateLIS(int[] arr, int[] dp) I 
int len = 0; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 


if (dp[i] > len) I 


len = dp[i]; 


index = i; 


) 
int[] lis = new int[len]; 
lis[--len] = arr[index]; 


for (int i = index; i >= 0; i--) I 


if (arr[i] < arr[index] && dp[i] == dp[i 


ndex] - 1) { 


lis[--len] = arr[i]; 


index = i; 


} 


return lis; 


整个 过 程 的 主 方法 参看 如 下 代码 中 的 lis1 方 法 。 


public int[] lisi(int[] arr) I 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return null; 
) 
int[] dp = getdpi(arr); 


return generateLIS(arr, dp); 


很 明显 ， 计 算 dp 数 组 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (W?)， 根 据 dp 数 组 得 到 最 长 
递增 子 序列 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 所 以 整个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O 
(CN?)。 如 果 让 时 间 复 杂 度 达到 O (NlogN )， 只 要 让 计算 dp 数组 的 过 程 达 到 
时 He (N logN ) 即 可 ， 之 后 根据 dp 数组 生成 最 长 递增 子 序列 的 过 程 


Æ Å 


时 间 复 杂 度 O (WlogN) 生 成 dp 数组 的 过 程 是 利用 二 分 查找 来 进行 的 优化 。 
先生 成 一 个 长 度 为 N 的 数组 ends， 初 始 时 ends[0]=arr[0]， 其 他 位 置 上 的 值 
为 0。 生 成 整 型 变量 right， 初 始 时 right=0。 在 从 左 到 右 遍 历 ar 数组 的 过 程 
中 ， 求 解 dp 利 的 过 程 需要 使 用 ends 数 组 和 right 变 量 ， 所 以 这 里 解释 一 下 其 
含义 。 通 历 的 过 程 中 ，ends[0..right] 为 有 效 区 ，ends[right+1..N-1] 为 无 效 
Xo MARX EAD, ， 如 果 有 ends[b]==c， 则 表示 遍历 到 目前 为 止 ， 

Fy +1 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 是 c。 无 效 区 的 位 置 则 没 

意义 。 


比如 ，arr=[2，1，5，3，6，4，8，9，7]， 初 始 时 dp[0]=1，ends[0]=2 ， 
right=0。ends[0..0] 为 有 效 区 ，ends[0]==2 的 含义 是 ， 在 遍历 过 arr[0] 之 后 ， 
所 有 长 度 为 1 的 递增 序列 中 〈 此 时 只 有 [2]) ， 最 小 的 结尾 数 是 2。 之 后 的 
遍历 继续 用 这 个 例子 来 说 明 求 解 过 程 。 


1. 遍历 到 arr[1]==1。ends 有 效 区 =ends[0..0]=[2]， 在 有 效 区 中 找到 最 左边 
的 大 于 或 等 于 arr[1] 的 数 。 发 现 是 ends[0]， 表 示 以 arr[1] 结 尾 的 最 长 递增 序 
列 只 有 amr[1]， 所 以 令 dp[1]=1。 然后 令 ends[0]=1， 因 为 遍历 到 目前 为 止 ， 
在 所 有 长 度 为 1 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 是 1， 而 不 再 是 2。 


2. 遍历 到 arr[2]==5。ends 有 效 区 =ends[0..0]=[1， 在 有 效 区 中 找到 最 左边 
大 于 或 等 于 arr[2] 的 数 。 发 现 没有 这 样 的 数 ， RA Dani 的 最 长 递增 
序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[2]=2。ends 整 个 有 效 区 都 没有 比 
arr[2] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 效 区 长 度 更 长 的 递增 序列 ， 于 是 把 
AMX A, endsAxX=ends[0..1]=[1, 5] ° 


3. 遍历 到 arr[3]==3。ends 有 效 区 =ends[0..1]=[1，5]， 在 有 效 区 中 用 二 分 
法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[3] 的 数 。 发 现 是 ends[1]， 表 示 以 arr[3] 结 尾 的 
最 长 递增 序列 长 度 为 2， 所 以 令 dp[3]=2。 然 后 令 ends[1]=3， 因 为 过 历 到 目 
前 为 止 ， 在 所 有 长 度 为 2 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 是 3， 而 不 再 是 5。 


遍历 到 arr[4]==6。ends 有 效 区 =ends[0..1H]=[1，3]， 在 有 效 区 中 用 二 分 
EEE Ae AP ate T AAS o 发 现 没 有 这 样 的 数 ， #71 an 4d 
尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =eands 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[4]=3。ends 整 g 个 有 


效 区 都 没有 比 arr[4] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 效 区 长 度 更 长 的 递增 
序列 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 =ends[0..2]=[1，3，6]。 


5. 遍历 到 arr[5]==4。ends 有 效 区 =ends[0..2]=[1，3，6]， 在 有 效 区 中 用 二 
分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[5] 的 数 。 发 现 是 ends[2]， 表 示 以 arr[5] 结 尾 
的 最 长 递增 序列 长 度 为 3， 所 以 令 dp[5]=3。 然 后 令 ends[2]=4， 表 示 在 所 有 
长 度 为 3 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 变 为 4。 


6. 遍历 到 arr[6]==8。ends 有 效 区 =ends[0..2]=[1，3，4]， 在 有 效 区 中 用 二 
分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[6] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 表 示 以 arr[6] 
结尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[6]=4。ends 整 个 
有 效 区 都 没有 比 arr[6] 更 大 的 数 ， 说 明 发 现 了 比 ends 有 将 区 长 度 更 长 的 递 
增 序 列 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 =ends[0..3]=[1，3，4，8]。 


7. W) 21 arr[7]==9 ° ends XXX =ends[0..3]=[1, 3, 4, 81, AXE 
用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[7] 的 数 。 发 现 没 有 这 样 的 数 ， 表 示 以 
arr[7] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 =ends 有 效 区 长 度 +1， 所 以 令 dp[7]=5。ends 
整个 有 效 区 都 没有 比 arr[7] 更 大 的 数 ， 于 是 把 有 效 区 扩大 ，ends 有 效 区 
=ends[0..5]=[1, 3, 4, 8, 9]° 


8. 遍历 到 arr[8]==7。ends 有 效 区 =ends[0..5]=[L，3，4，8，9]， 在 有 效 区 
中 用 二 分 法 找到 最 左边 大 于 或 等 于 arr[8] 的 数 。 发 现 是 ends[3]， 表 示 以 
arr[8] 结 尾 的 最 长 递增 序列 长 度 为 4， 所 以 令 dp[8]=4。 然 后 令 ends[3]=7， 
表示 在 所 有 长 度 为 4 的 递增 序列 中 ， 最 小 的 结尾 数 变 为 7。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getdp2 方 法 。 


public int[] getdp2(int[] arr) { 
int[] dp = new int[arr.length]; 
int[] ends = new int[arr.length]; 
ends[0] = arr[0]; 
dp[0] = 1; 
int right = 0; 


int 1 = 0; 


intr = 0; 
int m= 0; 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
1 = 0; 
r = right; 
while (1 <= r) { 
m= (1+r)/ 2; 
if (arr[i] > ends[m]) { 
l=m+1; 
} else { 


r=m- 1; 


} 
right = Math.max(right, 1); 
ends[1] = arr[i]; 
dp[i] = 1 + 1; 
} 


return dp; 


时 间 复 杂 度 O (N log N ) 方 法 的 整个 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 lis2 方 法 。 


public int[] lis2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return null; 


} 
int[] dp = getdp2(arr); 


return generateLIS(arr, dp); 


汉 诺 塔 问题 

EE] 
HE TVER, TOR DOESN) BABE AN 个 圆 盘 ， 假 设 开始 
时 所 有 的 圆 盘 都 放 在 左边 的 柱子 上 ， 想 按照 汉 诺 塔 游戏 的 要 求 把 所 有 的 
圆 盘 都 移 到 右边 的 柱子 上 。 实 现 画 数 打 印 最 优 移动 轨迹 。 

【举例 】 
n=1 时 ， 打 印 : 
move from left to right 
n=2 时 ， 打 印 : 
move from left to mid 
move from left to right 
move from mid to right 

【 进 阶 题目 】 
给 定 一 个 整 型 数组 arr， 其 中 只 含有 1、2 和 3， 代 表 所 有 圆 盘 目前 的 状态 ， 
1 代表 左 柱 ，2 代 表 中 柱 ，3 代 表 右 柱 ，amr 自 的 值 代表 第 i +1 个 圆 盘 的 位 
置 。 比 如 ，arr=[3，3，2， 了 1]， 代 表 第 1 个 圆 盘 在 右 柱 上 、 第 2 个 圆 盘 在 右 
柱 上 、 第 3 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 第 4 个 圆 如 在 左 柱 上 。 如 果 arr 代 表 的 状态 是 
最 优 移动 轨迹 过 程 中 出 现 的 状态 ， 返 回 arr 这 种 状态 是 最 优 移动 轨迹 中 的 


第 几 个 状态 。 如 果 arr 代 表 的 状态 不 是 最 优 移动 轨迹 过 程 中 出 现 的 状态 ， 
则 退回 -1。 


【举例 】 
arr=[1，1]。 两 个 圆 盘 目前 都 在 左 柱 上 ， 也 就 是 初始 状态 ， 所 以 返回 0 。 


arr=[2，1]。 第 一 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 第 二 个 圆 盘 在 左 柱 上 ， 这 个 状态 是 2 个 
图 胡 的 汉 诺 塔 游戏 中 最 优 移动 轨迹 的 第 ] 步 所 以 返回 1。 


arr=[3，3]。 人 第 一 个 圆 盘 在 右 柱 上 、 第 二 个 圆 盘 在 右 柱 上 ， 这 个 状态 是 2 个 
圆 盘 的 汉 谤 塔 游戏 中 最 优 移动 轨迹 的 第 3 步 ， 所 以 返回 3。 


arr=[2，2]。 人 第 一 个 圆 盘 在 中 柱 上 、 第 二 个 圆 盘 在 中 柱 上 ， 这 个 状态 是 2 个 
圆 盘 的 汉 谤 塔 游戏 中 最 优 移动 轨迹 从 来 不 会 出 现 的 状态 ， 所 以 返回 -1。 


【 进 阶 题目 要 求 


a 请 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1) 的 
y o 


【难度 】 
校 0 0 2: 
【解答 】 


原 问 题 。 假 设 有 from 柱 子 、mid 柱 子 和 to 柱子 ， 都 在 from 的 圆 盘 1 一 i 完 全 
移动 到 to， 最 优 过 程 为 : 


步骤 1 为 圆 盘 1 一 -1 从 from 移 动 到 mid ° 
步骤 2 为 单独 把 圆 盘 ; 从 from 移 动 到 to。 


步骤 3 为 把 圆 盘 1~i -1 从 mid 移 动 到 to。 如 果 圆 盘 只 有 1 个 ， 直 接 把 这 个 圆 
盘 从 from 移 动 到 to 即 可 。 


打印 最 优 移动 轨迹 的 方法 参见 如 下 代码 中 的 hanoi 方 法 。 


public void hanoi(int n) { 


if (n> 0) { 


func(n, "left", "mid", "right"); 


public void func(int n, String from, String mid, String 


to) 4 
if (n == 1) À 


System.out.println("move from " + from + 
" to " + to); 


} else { 
func(n - 1, from, to, mid); 
func(1, from, mid, to); 


func(n - 1, mid, from, to); 


进 阶 题目 。 首 移 求 都 在 from 柱 子 上 的 圆 盘 1 人 ， 如 果 都 移动 到 to 上 的 最 少 
步骤 数 ， 假 设 为 S (i )。 根 据 上 面 的 步骤 ，S (i)= 步 又 1 的 步骤 总 数 +1+ 步 又 
3 的 步骤 总 数 =S(i -1)+1+S (i -1), S (1)=1 ° ATLAS (i )+1=2(S (i -1)+1), S 
(1)+1==2。 根 据 等 比 数列 求 和 公式 得 到 Ss (i )+1=2", ATLAS (i)=2"!。 


Le arr[N -1 表示 最 大 圆 盘 N 在 哪个 柱子 上 上， 情况 有 以 下 三 
种 : 
eo 圆 盘 六 在 左 柱 上 ， 说 明 步 又 1 或 者 没有 完成 ， 或 者 已 经 完成 ， 需 
要 考查 圆 盘 1~-N -1 的 状况 。 
e 圆 盘 六 在 右 柱 上 上， 说明 步 骤 1 已 经 完成 ， 起 码 走 完了 2x3:-1 步 。 步 


又 2 也 已 经 完成 ， 起 码 又 走 完了 1 步 ， 所 以 当前 状况 起 码 是 最 优 步 又 
Hy, NAD RE AED EJA HEIN -1 的 状况 。 


e aN 在 中 柱 上 ， 这 十 不 可 能 8 
在 中 柱 上 ， 直 接 返 回 -1。 


ET 


BOLD N fe LEE AEN 处 


所 以 整个 过 程 可 以 总 结 为 : 对 圆 盘 1 一 来 说 ， 如 果 目 标 为 从 from 到 to， 那 
么 情况 有 三 种 : 


e 圆 盘 ;在 ffrom 上 ， 需 要 继续 考查 圆 盘 1~… -1 的 状况 ， 圆 盘 1~i -1 的 
目标 为 从 from 到 mid ° 


o 圆 盘 i 在 io 上， 说 明 起 码 走 完了 2… 步 ， 剩 下 的 步骤 怎么 确定 还 得 
继续 考查 圆 盘 1~ -1 的 状况 ， 圆 盘 1~-1 的 目标 为 从 mid 到 to 。 


e i 在 mid 上 ， 直 接 返 回 -1。 
整个 过 程 参看 如 下 代码 中 的 step1 方 法 。 


Sh 


public int stepi(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return -1; 
) 


return process(arr, arr.length - 1, 1, 2, 3); 


public int process(int[] arr, int i, int from, int mid, 


int to) { 
if (i == -1) I 
return 0; 
} 
if (arr[i] ! = from && arr[i] ! = to) { 


return -1; 


if (arr[i] == from) { 


return process(arr, i - 1, from, to, mid 


} else { 


int rest = process(arr, i - 1, mid, from 
, to); 


if (rest == -1) { 
return -1; 


} 


return (1 << i) + rest; 


step1 方 法 是 递归 函数 ， 递 归 最 多 调用 N 次 ， 并 且 每 步 的 递归 函数 再 调用 
递归 函数 的 次 数 最 多 一 次 。 在 每 个 递归 过 程 中 ， 除 去 递归 调用 的 部 分 ， 
剩 下 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (1)， 所 以 step1 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N)。 但 
是 因为 递归 函数 需要 函数 栈 的 关系 ，step1 方 法 的 额外 空间 复杂 度 为 O (N 
)， 所 以 为 了 达到 题目 的 要 求 ， 需 要 将 整个 过 程 改 成 非 递 归 的 方法 ， 具 体 
请 参看 如 下 代码 中 的 step2 方 法 。 


public int step2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return -1; 
) 
int from = 1; 
int mid = 2; 
int to = 3; 


int i = arr.length - 1; 


int res = 0; 


int tmp O; 
while (i >= 0) { 
if (arr[i] ! = from && arr[i] ! = to) { 
return -1; 
} 
if (arr[i] == to) { 
res += 1 << i; 
tmp = from; 


from = mid; 


} else { 
tmp = to; 
to = mid; 
) 
mid = tmp; 
i<-, 


} 


return res; 


最 长 公共 子 序列 问题 
【题目 】 
给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 返 回 两 个 字符 串 的 最 长 公共 子 序列 。 


【举例 】 


str1="1A2C3D4B56", str2="B1D23CA45B6A" ° 
"123456" 或 者 "12C4B6" 都 是 最 长 公共 子 序 列 ， 返 回 哪 一 个 都 行 。 
【难度 】 

Rt kun 

【解答 】 


本 题 是 非常 经 典 的 动态 规划 问题 ， 先 来 介绍 求解 动态 规划 表 的 过 程 。 如 
果 str1 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 生 成 大 小 为 M xN 的 矩阵 dp， 行 数 为 
M ， 列 数 为 N。dp[i][j] 的 含义 是 str1[0.. 让 与 str2[0..j] 的 最 长 公共 子 序列 的 长 
度 。 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 矩阵 dp 。 


1. 和 矩阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1][0]，dp[i][0] 的 含义 是 str1[0. 站 与 str2[0] 的 最 
长 公共 子 序列 长 度 。str2[0] 只 有 一 个 字符 ， 所 以 dp[i][0] 最 大 为 1。 如果 
str1[i]==str2[0]， 令 dp 和 [0]=1， 一 旦 dp[[0] 被 设置 为 1， 之 后 的 dp[i+1..M- 
1][0] 也 都 为 1。 比 如 ， str1[0..M-1]="ABCDE" ， str2[0]="B" © str1[0] 
为 "A"， 与 str2[0] 不 相等 ， 所 以 dp[0][0]=0。str1[1] 为 "B"， 与 str2[0] 相 等 ， 
所 以 str1[0..1] 与 str2[0] 的 最 长 公共 子 序列 为 "B"， 令 dp[1][0]=1° 之 后 的 
dp[2..4][0] 肯 定 都 是 1， 因 为 str[0..2] 、str[0..3] 和 str[0..4] 与 str2[0] 的 最 长 公 
共 子 序列 肯定 有 "B"。 


2， 和 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1] 与 步 台 1 同 理 ， 如 果 str1[0]==str2[j]， 则 令 
dp[0][j]=1， 一 旦 dp[0][j] 被 设置 为 1， 之 后 的 dp[0][j+1..N-1] 也 都 为 1 。 


3. 对 其 他 位 置 G，j)，dpDD] 的 值 只 可 能 来 目 以 下 三 种 情况 : 


e 可 能 是 dp[i-1][j]， 代 表 str1[0..i-1] 与 str2[0..j] 的 最 长 公共 子 序列 长 
度 。 比 如 ，str1="A1BC2"，str2="AB34C" ° str1[0..3] ( 即 "A1BC") 
与 str2[0..4] ( 即 "AB34C") 的 最 长 公共 子 序列 为 "ABC"， 即 dp[3][4] 为 
3 ° str1[0..4] ( 即 "A1BC2") 与 str2[0..4] ( 即 "AB34C") 的 最 长 公共 子 
序列 也 是 "ABC"， 所 以 dp[4][4] 也 为 3。 


e 可 能 是 dp[ilfj-1H]， 代 表 str1[0. 避 与 str2[0..j-H] 的 最 长 公共 子 序列 长 
度 。 比 如 ，str1="A1B2C"，str2="AB3C4"。str1[0..4] (EF"A1B2C") 
与 str2[0..3] 〈 即 "AB3C") 的 最 长 公共 子 序列 为 "ABC"， 即 dp[4][3] 为 
3 ? str1[0..4] 〈 即 "A1B2C") 与 str2[0..4] ( 即 "AB3C4") 的 最 长 公共 子 
序列 也 是 "ABC"， 所 以 dp[4][4] 也 为 3。 


e 如果 strlr]==str2j] , IG Fl BE Æ dpli-1][j-1]+1 ° 比如 
stri="ABCD", str2="ABCD" ° str1[0..2] (EN"ABC") 与 str2[0..2] 
( 即 "ABC") 的 最 长 公共 子 序 列 为 "ABC"， 即 dp[2][2] 为 3。 因 为 
str1[3]==str2[3]=="D"， 所 以 str1[0..3] 与 str2[0..3] 的 最 长 公共 子 序列 
是 "ABCD" ° 


这 三 个 可 能 的 值 中 ， 选 最 大 的 作为 dp[i[j] 的 值 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代 
码 中 的 getdp 方 法 。 


public int[][] getdp(char[] stri, char[] str2) { 
int[][] dp = new int[stri.length][str2.length]; 
dp[0] [0] = str1[0] == str2[0] ? 1 : 09; 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 


dp[i][0] = Math.max(dp[i - 1] 
[0], stri[i] == str2[0] ? 1: 0); 


} 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) { 


dp[O][j] = Math.max(dp[0] 
[j - 1], str1[0] == str2[j] ? 1: 0); 


) 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) I 


| dp[i][j] = Math.max(dp[i - 1][j], dp[i] 
[j - 11); 


if (stri[i] == str2[j]) I 


dp[i][j] = Math.max(dp[i] 
[j], dp[i - 1][j - 1] + 1); 


} 


} 


return dp; 


} 


dp 和 矩阵 中 最 右 下 角 的 值 代表 str1 整 体 和 str2 整 体 的 最 长 公共 子 序列 的 长 
> 。 通过 整个 dp 和 矩阵 的 状态 ， 可 以 得 到 最 长 公共 子 序列 。 具 体 方 法 如 


1， 从 和 矩阵 的 右 下 角 开 始 ， 有 三 种 移动 方式 ; 同上、 向 左 、 辣 左上 。 假 设 
移动 的 过 程 中 ，i 表示 此 时 的 行 数 ，j 表示 此 时 的 列 数 ， 同 时 用 一 个 变量 
res 来 表示 最 长 公共 子 序列 。 


2， 如 果 dp 和 上 j] 大 于 dp[i-1][j] 和 dp[i]0j-1]， 说 明之 前 在 计算 dp[i]0j] 的 时 候 ， 
一 定 是 选择 了 决策 dp[i-1][j-1]+1， 可 以 确定 str1[ 让 等 于 str2[j]， 并 且 这 个 字 
符 一 定 属 于 最 长 公共 子 序列 ， 把 这 个 字符 放 进 res， 然 后 向 左上 方 移动 。 


3. 如 果 dp[i[j] 等 于 dp[i-1]0]， 说 明之 前 在 计算 dp[[j] 的 时 候 ，dp[i-1][j- 
1]+1 这 个 决策 不 是 必须 选择 的 决策 ， 向 上 方 移动 即 可 。 


4 如果 dp 间 [等 于 dpD[j-1H， 与 步骤 3 同 理 ， 向 左 方 移动 。 


5. 如 果 dp[i][j] 同 时 等 于 dp[i-1][j] 和 dp[ 训 [j-1]， 辣 上 还 是 辣 下 天 所谓， 选择 
其 中 一 个 即 可 ， 反 正 不 会 错过 必须 选择 的 字符 。 


也 就 是 说 ， 通 过 dp 求解 最 长 公共 子 序列 的 过 程 束 是 还 原 出 当时 如 何 求 解 
ee Fe 回 移动 。 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 
Jlcse 方 法 。 


public String lcse(String stri, String str2) { 


if (stri == null || strå == null || stri.equals("") 
|| str2.equals("")) I 


return ""; 


} 


char[] chsi = stri.toCharArray(); 


char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int[][] dp = getdp(chs1, chs2); 
int m = chs1.length - 1; 
int n = chs2.length - 1; 
char[] res = new char[dp[m][n]]; 
int index = res.length - 1; 
while (index >= 0) { 
if (n > 0 && dp[m][n] == dp[m][n - 1]) { 
n--; 
} else if (m > © && dp[m][n] == dp[m - 1][n]) I 
m--; 
} else { 


res[index--] = chs1[m]; 


return String.valueOf(res); 


计算 dp 矩阵 中 的 某 个 位 置 就 是 简单 比较 相关 的 3 个 位 置 的 值 而 已 ， 所 以 时 
间 复 杂 度 为 O (1)， 动 态 规 划 表 dp 的 大 小 为 M XN ， 所 以 计算 dp 和 矩阵 的 时 间 
复杂 度 为 O (M XN) ° 通过 dp 得 到 最 长 公共 子 序列 的 过 程 为 0 (M +N), 
为 向 左 最 多 移动 N 个 位 置 ， 向 上 最 多 移动 M 个 位 置 ， 所 以 总 的 时 间 复 杂 
度 为 O (M xN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (M xN )。 如 果 题 目 不 要 求 返 回 最 长 
公共 子 序列 ， 只 想 求 最 长 公共 子 序 列 的 长 度 ， 那 么 可 以 用 空间 压缩 的 方 
法 将 额外 空 zs 间 复杂 度 减 小 为 O (min{M | N })， 有 兴趣 的 读者 请 阅读 本 
书 “ 矩 阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 


最 长 公共 于 串 问 题 


【题目 】 

给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 返 回 两 个 字符 串 的 最 长 公共 子 串 。 
【举例 】 

str1="1AB2345CD"，str2="12345EF"， 返 回 "2345"。 

【要 求 】 


如 果 strl 长 度 为 M ，str2 长 度 为 N ， 实 现时 间 复 杂 度 为 O (M xN )， 额 外 空 
间 复 杂 度 为 O (1) 的 方法 。 


【难度 】 
BR Akko 
【解答 】 


经 典 动态 规划 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (MXN), HUN EG RE 
为 O (M xN )， 经 过 优化 之 后 的 实现 可 以 把 额外 空间 复杂 度 从 O (M xN ) 降 
BO (1)， 我 们 先 来 介绍 经 典 方法 。 


首先 需要 生成 动态 规划 表 。 生 成 大 小 为 M xN 的 矩阵 dp， 行 数 为 M ， 列 数 
为 N。dp 四 中 的 含义 是 ， 在 必须 把 str1[ 订 和 str2[j] 当 作 公 共 子 串 最 后 一 个 字 
符 的 情况 下 ， 公 共 子 串 最 长 能 有 多 长 。 比 如 ，strl="A1234B" , 
str2="CD1234" ，dp[3][4] 的 含义 是 在 必须 把 strl[3] 〈 即 2:3' ) 和 str2[4] 

( 即 :3' ) 当 作 公 共 子 串 最 后 一 个 字符 的 情况 下 ， 公 共 子 串 最 长 能 有 多 
长 。 这 种 情况 下 的 最 长 公共 子 串 为 "123"， 所 以 dp[3][4] 为 3。 再 如 ， 
str1="A12E4B"，str2="CD12F4"，dp[3][4] 的 含义 是 在 必须 把 str1[3] (BPE 
) 和 str2[4] EPF) 当 作 公 共 子 串 最 后 一 个 字符 的 情况 下 ， 公 共 子 串 最 
长 能 有 多 长 。 这 种 情况 下 根本 不 能 构成 公共 子囊 ， 所 以 dp[3][4] 为 0° 介绍 
了 dp[ 中 的 意义 后 ， 接 下 来 介绍 dp[ 让 中 怎么 求 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. EP dp — 7] EI dp[0..M-1][0] + HÆ — MU EG, NÆR, ME 
stri[i]==str2[0], Sdplill0]=1, FIG dpli][0]=0 + H Xstri="ABAC", 


str2[0]="A"。dp 和 矩阵 第 一 列 上 的 值 依 次 为 dp[0][0]=1，dp[1][0]=0，dp[2] 
[0]=1, dp[3][0]=0 ° 


2. FEREdp 5 — 47 El dp[0][O..N=1] 5 25 38 1 FE 2 NH — SA E (0, j)H 
说 ， 如 果 str1[0]==str2[j]， 令 dp[0][j]=1， 和 否则 令 dp[0][j]=0。 


3. 其 他 位 置 按 照 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 来 计算 ，dpfifj] 的 值 只 可 能 有 两 
种 情况 。 
e 如 采 strl[i]! =str2[j]， 说 明 在 必须 把 str1[ 订 和 str2[j] 当 作 公 共 子 串 最 
后 一 个 字符 是 不 可 能 的 ， 令 dp[i][j]=0。 
e 如 果 str1[i==str2[j]， 说 明 str1[i 和 str2[j 可 以 作为 公共 子 串 的 最 后 
一 个 字符 ， 从 最 后 一 个 字符 向 左 能 扩 多 大 的 长 度 呢 ? 就 是 dp[i-1][j-1] 
的 值 ， 所 以 令 dp[i][j]=dp[i-1][j-1]+1。 


如 果 strL1="abcde"，str2="bebcd"。 计 算 的 dp 窍 阵 如 下 : 


计算 dp 矩阵 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getdp 方 法 。 


public int[][] getdp(char[] stri, char[] str2) { 
int[][] dp = new int[stri.length][str2.length]; 
for (int i = 0; i < stri.length; i++) { 


if (stri[i] == str2[0]) I 


dp[i][0] = 1; 


) 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) I 
if (str1[0] == str2[j]) I 


dp[O][j] = 1; 


) 
for (int i = 1; i < stri.length; i++) { 
for (int j = 1; j < str2.length; j++) { 
if (stri[i] == str2[j]) I 


TET dp[i][j] = dp[i - 1] 
pe 


return dp; 


生成 动态 规划 表 dp 之 后 ， 得 到 最 长 公共 子 串 是 非常 容易 的 。 比 如 ， 上 边 
生成 的 dp 中 ， 最 大 值 是 dp[3][4]==3， 说 明 最 长 公共 子 串 的 长 度 为 3。 最 长 
公共 子 串 的 最 后 一 个 字符 是 str1[3]， 当 然 也 是 str2[4]， 因 为 两 个 字符 一 
样 。 那 么 最 长 公共 子 串 为 从 strl[3] 开 始 向 左 一 共 3 字 节 的 子囊 ， 即 
str1[1..3]， 当 然 也 是 str2[2..4]。 总 之， 遍历 dp 找到 最 大 值 及 其 位 置 ， 最 长 
公共 子 串 自然 可 以 得 到 。 上 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 lcst1 方 法 ， 也 是 
整个 过 程 的 主 方法 。 


public String lcsti(String stri, String str2) { 


if (strl == null || str2 == null || stri.equals("") 
|| str2.equals("")) I 


IT, 
r 


return 
} 
char[] chs1 = stri.toCharArray(); 
char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int[][] dp = getdp(chs1, chs2); 
int end = 0; 
int max = 0; 
for (int i = 0; i < chsi.length; i++) { 

for (int j = 0; j < chs2.length; j++) { 

if (dp[i][j] > max) { 
end = i; 


max = dp[i][j]; 


} 


return stri.substring(end - max + 1, end + 1); 


经 典 动态 规划 的 方法 需要 大 小 为 M XN 的 dp 知 阵 ， 但 实际 上 是 可 以 减 小 至 
O (D 的 ， 因 为 我 们 注意 到 计算 每 一 个 dp 上 [jj] 的 时 候 ， 最 多 只 需要 其 左上 
方 dp[i-1]0j-1] 的 值 ， 所 以 按照 斜 线 方向 来 计算 所 有 的 值 ， 只 需要 一 个 变量 
就 可 以 计算 出 所 有 位 置 的 值 ， 如 图 4-1 所 示 。 
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M 


每 一 条 和 斜 线 在 计算 之 前 生成 整 型 变量 ltn，len 表 示 左 上 方位 置 的 值 ， 初 始 
时 len=0。 从 和 斜 线 最 左上 的 位 置 开始 向 右 下 方 依 次 计算 每 个 位 置 的 值 ， 假 
设计 算 到 位 置 (i ，j )， 此 时 len 表 示 位 置 (i -1，j -1) 的 值 。 如 果 
str1[i]==str2[j] ， 那 么 位 置 (i ，j ) 的 值 为 len+1， 如 果 str1[i]! =str2[j], RA 
位 置 (i ，j ) 的 值 为 0°。 计算 后 将 len 更 新 成 位 置 (i ，j ) 的 值 ， 然 后 计算 下 一 
个 位 置 ， 即 (i +1，j +1) 位 置 的 值 。 依 次 计算 下 去 就 可 以 得 到 和 斜 线 上 每 个 位 
置 的 值 ， 然 后 算 下 一 条 和 斜 线 。 用 全 局 变量 max 记 录 所 有 位 置 的 值 中 的 最 大 
值 。 最 大 值 出 现时 ， 用 全 局 变量 end 记 录 其 位 置 即 可 。 具 体 过 程 请 参看 如 
下 代码 中 的 lcst2 方 法 。 


public String lcst2(String stri, String str2) I 


if (stri == null || str2 == null || stri.equals("") 
|| str2.equals("")) I 


return ""; 
) 
char[] chsi = stri.toCharArray(); 
char[] chs2 = str2.toCharArray(); 
int row = 0; // 斜 线 开始 位 置 的 行 
int col = chs2.length - 1; // 斜 线 开始 位 置 的 列 
int max = 0; // 记录 最 大 长 度 


int end = 0; // 最 大 长 度 更 新 时 ， 记 录 子 串 的 结尾 位 置 


while (row < chsi.length) { 
int i = row; 
int j = col; 
int len = 0; 
// MG, J) FERA FE 


while (i < chsi.length && j < chs2.length) { 


if (chsi[i] ! = chs2[j]) I 
len = 0; 

} else { 
len++; 

} 


// 记录 最 大 值 ， 以 及 结束 字符 的 位 置 
if (len > max) { 
end = 工 ; 


max = len; 


if (col > 0) { // 斜 线 开始 位 置 的 列 先 向 左 移动 


col--; 


} else { // 列 移动 到 最 左 之 后 ， 行 向 下 移动 


row++; 


) 


return stri.substring(end - max + 1, end + 1); 


最 小 编辑 代价 
CE 


给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 再 给 定 三 个 整数 ic、dc 和 rc， 分 别 代表 插入 、 
删除 和 替换 一 个 字符 的 代价 ， 返 回 将 str1 编 辑 成 str2 的 最 小 代价 。 


【举例 】 

strl="abc", str2="adc", ic=5, dc=3, rc=2° 

从 "abc" 编 辑 成 "adc"， 把 'b’ 替 换 成 'd? 是 代价 最 小 的 ， 所 以 返回 2 。 
str1="abc", str2="adc", ic=5, dc=3, rc=100° 


从 "abc" 编 辑 成 "adc"， 先 删除 'b'， 然 后 插入 dg 是 代价 最 小 的 ， 所 以 返回 
8° 


strl="abc", str2="abc", ic=5, dc=3, rc=2 œ 


不 用 编辑 了 ， 本 来 殉 是 一 样 的 字符 串 ， 所 以 返回 0。 


【难度 】 
BR KN 
【解答 】 


如 果 str1 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 经 典 动 态 规划 的 方法 可 以 达到 时 
间 复 杂 度 为 O (M xN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (M xN)。 如 果 结 合 空间 压缩 
的 技巧 ， 可 以 把 额外 空间 复杂 度 减 至 O (min{M , N} e 


先 来 介绍 经 典 动态 规划 的 方法 。 首 先生 成 大 小 为 (M +1)x(N +1) 的 矩阵 
dp，dp[] 中 的 值 代表 str1[0..i-1] 编 辑 成 str2[0..j-1] 的 最 小 代价 。 举 个 例子 ， 
str1="ab12cd3"，str2="abcdf"，ic=5，dc=3，rc=2。dp 是 一 个 8x6 的 矩阵 ， 
最 终 计 算 结 果 如 下 。 


下 面具 体 说 明 dp 矩阵 每 个 位 置 的 值 是 如 何 计算 的 。 
1.dp[0][0]=0， 表 示 str1 空 的 子 串 编辑 成 str2 空 的 子 串 的 代价 为 0。 
2. 和 抢 阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1[0]。dpril[0] 表 示 str1[0..i- 匡 编辑 成 空 串 的 最 


小 代价 ， 吏 无 疑问 ， 是 把 str1[0..i-1] 所 有 的 字符 删 掉 的 代价 ， 所 以 dp 利 
[0]=dc*i 


3. 和 矩阵 和 p 第 一 行 即 dp[0][0..N-1]。dp[0][j] 表 示 空 串 编 辑 成 str2[0..j-1] 的 最 
小 代价 ， 毫 无 疑问 ， 是 在 空 串 里 插入 str2[0..j-1] 所 有 字符 的 代价 ， 所 以 
dp[0][j]=ic*j ° 


4. 其 他 位 置 按照 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 来 计算 ，dp 训 [的 值 只 可 能 来 目 
以 下 四 种 情况 。 


e str1[0..i-1] 可 以 先 编辑 成 str1[0..i-2]， 也 就 是 删除 字符 str1[i-1]， 然 
后 由 str1[0..i-2] 编 辑 成 str2[0..j-1] dpli-1][j] Æ 7 str1[0..i-2] ja #5 BY 
str2[0..j-1] 的 最 小 代价 ， 那 么 dp[][j] 可 能 等 于 dc+dp[i-1][j]。 


e ”str1[0..i-1] 可 以 先 编辑 成 str2[0..j-2] ， 然 后 将 str2[0..j-2] 插 入 字符 
str2[j-1]， 编 辑 成 str2[0..j-1]，dp[[j-1] 表 示 str1[0..i-1] 编 辑 成 str2[0..j-2] 
的 最 小 代价 ， 那 么 dp 加 [可 能 等 于 dp[i][j-1]+ic。 


e 如 果 strl[i-1]! =str2[j-1]。 先 把 str1[0..i-1] 中 str1[0..i-2] 的 部 分 变 成 
str2[0..j-2]， 然 后 把 字符 str1[i-1] 蔡 换 成 str2[j-1]， 这 样 str1[0..i-1] 就 编 
辑 成 str2[0..j-1] 了 。dp[i-1][j-1] 表 示 str1[0..i-2] 编 辑 成 str2[0..i-2] 的 最 小 
代价 ， 那 么 dp[D] 可 能 等 于 dp[i-1][j-1]+rc。 


e 如果 str1[i-1]==str2[j-1]。 先 把 str1[0..i-1] 中 str1[0..i-2] 的 部 分 变 成 
str2[0..j-2]， 因 为 此 时 字符 str1[i-1] 等 于 str2[j-1]， 所 以 str1[0..i-1] 已 经 
编辑 成 str2[0..j-1] T ° dp[i-1][j-1] 表 示 str1[0..i-2] 编 辑 成 str2[0..i-2] 的 最 
小 代价 ， 那 么 dp 自 中 可 能 等 于 dp[i-1][j-1] ° 


5 以 上 四 种 可 能 的 值 中 ， 选 最 小 值 作 为 dp[il[j] 的 值 。dp 最 右 下 角 的 值 惑 
是 最 终结 果 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCost1 方 法 。 


public int minCost1(String stri, String str2, int ic, in 
t dc, int rc) { 


if (stri == null || str2 == null) { 
return 0; 


) 


char[] chsi = stri.toCharArray(); 


= 417% 


- 1] + rc; 


dp[i][j 


char[] chs2 = str2.toCharArray(); 

int row = chs1.length + 1; 

int col = chs2.length + 1; 

int[][] dp = new int[row][col]; 

for (int i = 1; i < row; i++) { 
dp[i][0] = dc * i; 

) 

for (int j = 1; j < col; j++) { 
dp[0] [j] = ic * j; 

) 


for (int i = 1; i < row; i++) { 


for (int j = 1; j < col; j++) À 


if (chsi[i - 1] == 


chs2[j - 1]) 


dp[i][j] = dp[i - 1] 


dp[i][j] = dp[i - 1] 


} else { 
} 
dp[i][j] = 
- 1] + ic); 
dp[i][j] = 


dp[i - 1][j] + dc); 


} 


return dp[row - 1][col - 1]; 


Math.min(dp[i] 


Math.min(dp[i] 


} 


经 典 动态 规划 方法 结合 空间 压缩 的 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参考 本 
书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 但 是 本 题 空间 压缩 的 方法 
有 一 点 特殊 。 在 “和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 中 ，dp[] 中 依赖 两 个 位 置 的 值 
dp[i-1][j] 和 dp[i][j-1] ， 深 动 数 组 从 左 到 右 更 新 是 没有 问题 的 ， 因 为 在 求 
dp[j] 的 时 候 ，dp[j] 没 有 更 新 之 前 相当 于 dp[i-1][j] 的 值 ，dp[j-1] 的 值 又 已 经 
更 新 过 相当 于 dp[i][j-1] 的 值 。 而 本 题 dp[[j] 依 赖 dp[i-1][j]、dp[i][j-1] 和 
dp[i-1][j-1] 的 值 ， 所 以 滚动 数组 从 左 到 右 更 新 时 ， 还 需要 一 个 变量 来 保存 
dp[j-1] 没 更 新 之 前 的 值 ， 也 就 是 左上 和 角 的 dp[i-1][j-1]。 


理解 了 上 述 过 程 后 ， 就 不 难 发 现 该 过 程 确实 只 用 了 一 个 dp 数组 ， 但 dp 长 
度 等 于 str2 的 长 度 加 1 ( 即 N+1) ， 而 不 是 O (min{M ，N })。 所 以 还 要 把 
str1 和 str2 中 长 度 较 短 的 一 个 作为 列 对 应 的 字符 串 ， 长 度 较 长 的 作为 行 对 
应 的 字符 串 。 上 面 介 绍 的 动态 规划 方法 都 是 把 str2 作 为 列 对 应 的 字符 串 ， 
NN 
H o 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCost2 方 法 。 


public int mincost2(String stri, String str2, int ic, in 
t dc, int rc) { 


if (stri == null || str2 == null) { 
return 0; 

) 

char[] chs1 = stri.toCharArray(); 

char[] chs2 = str2.toCharArray(); 


char[] longs = chs1.length >= chs2.length ? chs1 
: chs2; 


char[] shorts = chs1.length < chs2.length ? chs1 
: chs2; 


if (chs1.length < chs2.length) { // str2 较 长 就 交换 
ic 和 dc 的 值 


int[] dp = new int[shorts.length + 1]; 
for (int i = 1; i <= shorts.length; i++) { 
dp[i] = ic * i; 


for (int i = 1; i <= longs.length; i++) { 


int pre = dp[0]; // pre 表 示 左 上 角 的 值 


dp[0] = de + i; 


for (int j= 1; j <= shorts.length; j++) 


{ 
int tmp = dp[j]; // dp[j] 没 更 新 前 
先 保存 下 来 
if (longs[i - 1] == shorts[j - 1 
]) € 
dp[j] = pre; 
} else { 
dp[j] = pre + rc; 
} 
dp[j] = Math.min(dp[j], dp[j - 1 
] + ic); 
dp[j] = Math.min(dp[j], tmp + dc 
); 
pre = tmp; // pre 变 成 dp[j] 没 更 新 前 
的 值 


} 


return dp[shorts.length]; 
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【题目 】 


给 定 三 个 字符 种 strl、str2 和 aim， 如 果 aim 包 含 且 仅 包含 来 自 str1 和 str2 的 
所 有 字符 ， 而 且 在 aim 中 属于 strl 的 字符 之 间 保 持原 来 在 str1 中 的 顺序 ， 属 
于 str2 的 字符 之 间 保 持原 来 在 str2 中 的 顺序 ， 那 么 称 aim 是 str1 和 str2 的 交错 
组 成 。 实 现 一 个 函数 ， 判 断 aim 是 否 是 str1 和 str2 交 错 组 成 。 


【举例 】 


str1="AB" str2="12" å As 
么 "AB12"、"A1B2"、"Al2B"、"1A2B" 和 "1AB2" 等 都 是 strL 和 str2 的 交错 
组 成 。 


【难度 】 
BE Kr 
【解答 】 


如 果 str1 的 长 度 为 M ，str2 的 长 度 为 N ， 经 典 动态 规划 的 方法 可 以 达到 时 
间 复 杂 上 度 为 O (M xN )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O M xN )。 如 果 结 合 空间 压缩 
的 技巧 ， 可 以 把 额外 空间 复杂 度 减 至 O (min{M ，Nh。 


完 来 介绍 经 典 动态 规划 的 方法 。 首 先 aim 如 采 是 str1 和 str2 的 交错 组 成 ， 
aim 的 长 度 一 定 是 M+N ， 否 则 直接 返回 false。 然 后 生成 大 小 为 (M +1)x(N 
+1) 布 尔 类 型 的 矩阵 dp ，dp 引 中 的 值 代表 aim[0..i+tj-1] 能 否 被 str1[0..i-1] 和 
str2[0..j-1] 交 错 组 成 。 计 算 dp 和 矩阵 的 时 候 ， 是 从 左 到 右 ， 再 从 上 到 下 计算 
的 ，dp[M][N] 也 残 是 dp 和 窍 阵 中 最 右 下 角 的 值 ， 表 示 aim 整 体能 否 被 str1 整 
体 和 str2 整 体 交 错 组 成 ， 也 就 是 最 终结 果 。 下 面具 体 说 明 dp 和 矩阵 每 个 位 置 
的 值 是 如 何 计算 的 。 


1.dp[0][0]=true。aim 为 空 串 时 ， 当 然 可 以 被 str1 为 空 串 和 str2 为 空 串 交错 组 
成 o 


a 


2， 和 矩阵 dp 第 一 列 即 dp[0..M-1][0]。dp[i][0] 表 示 aim[0..i-1] 能 否 只 被 str1[0..i- 
1] 交 错 组 成 。 如 果 aim[0..i-1] 等 于 str1[0..i-1]， 则 令 dp[i][0]=true ， 否 则 令 
dp[i][0]=false ° 


3， 和 矩阵 dp 第 一 行 即 dp[0][0..N-1]。dp[0][j 表 示 aim[0..j-1] 能 否 只 被 str2[0..j- 
1] 交 错 组 成 。 如 果 aim[0..j-1] 等 于 str1[0..j-1]， 则 令 dp[ 让 [0]=trme， 否 则 令 
dp[i][0]=false ° 

4. 对 其 他 位 置 (i j) apli A h SATO > 


e = dpli-1)[j] (VK aim[0..i+j-2] BÉ A WX str1[0..i-2] À str2[0..j-1] 30 Få 2B 
成 ， 如 果 可 以 ， 那 么 如 果 再 有 str1[i-1] 等 于 aim[i+j-1]， 说 明 str1[i-1] 叉 
可 以 作为 交错 组 成 aim[0..i+j-1] 的 最 后 一 个 字符 。 令 dp[ 让 [j=true ° 


e  dplillj-1] {È Æ aim[0..i+j-2] BÉ E WX str1[0..i-1] FH str2[0..j-2] 30 $S 2B 
成 ， 如 果 可 以 ， 那 么 如 果 再 有 str2[j-1] 等 于 aim[i+j-1]， 说 明 str1[j-1] 又 
可 以 作为 交错 组 成 aim[0..i+j-1] 的 最 后 一 个 字符 。 令 dp[ 让 [j=true ° 

e 如 采 第 1 种 情况 和 第 2 种 情况 都 不 满足 ， 令 dp[i][j]=false ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isCross1 方 法 。 


public boolean isCrossi(String stri, String str2, String 
aim) { 


if (stri == null || str2 == null || aim == null) 


return false; 
) 
char[] chi = stri.toCharArray(); 
char[] ch2 = str2.toCharArray(); 
char[] chaim = aim.toCharArray(); 


if (chaim.length ! = chi.length + ch2.length) { 


return false; 


boolean[][] dp = new boolean[chi.length + 1] 
[ch2.length + 11; 


dp[0][0] = true; 


for (int i = 1; i <= chi.length; i++) { 


if (ch1[i - 1] ! = chaim[i - 1]) { 
break; 
) 
dp[i] [0] = true; 
} 
for (int j = 1; j <= ch2.length; j++) { 
if (ch2[j - 1] ! = chaim[j - 1]) { 
break; 
) 


dp[O][j] = true; 
) 
for (int i = 1; i <= ch1.length; i++) { 
for (int j = 1; j <= ch2.length; j++) { 


if ((chi[i - 1] == chaim[i + j - 1] 
&& dp[i - 1][j]) 


|| (ch2[j - 1] == chaim[i + j - 
1] && dp[i][j - 1])) X 


dp[i][j] = true; 


) 
return dp[ch1.length][ch2.length]; 


经 典 动态 规划 方法 结合 空间 压缩 的 方法 。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参考 本 
书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 和 ”问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 实 际 进行 空间 压缩 的 时 
候 ， 比 较 str1 和 str2 中 哪个 长 度 较 小 ， 长 度 较 小 的 那个 作为 列 对 应 的 字符 
串 ， 然 后 生成 和 较 短 字符 串 长 度 一 样 的 一 维 数组 dp， 深 动 更 新 即 可 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isCross2 方 法 。 


public boolean isCross2(String stri, String str2, String 
aim) { 


if (stri == null || str2 == null || aim == null) 


return false; 

) 

char[] chi = stri.toCharArray(); 

char[] ch2 = str2.toCharArray(); 

char[] chaim = aim.toCharArray(); 

if (chaim.length ! = chi.length + ch2.length) { 
return false; 


} 


char[] longs = chi.length >= ch2.length ? chi : 
ch2; 


char[] shorts = ch1.length < ch2.length ? chi : 
ch2: 


boolean[] dp = new boolean[shorts.length + 1]; 


dp[0] = true; 


for (int i = 1; i <= shorts.length; i++) { 
if (shorts[i - 1] ! = chaim[i - 11) I 
break; 
) 
dp[i] = true; 
) 
for (int i = 1; i <= longs.length; i++) { 


dp[0] = dp[0] && longs[i - 1] == chaim[i 
for (int j = 1; j <= shorts.length; j++) 


if ((longs[i - 1] == chaim[i +j - 1 
] && dp[j]) 
|| (shorts[j - 1] == chaim[i + j 
- 1] && dp[j - 1])) I 


dp[j] true; 


} else { 


dp[j] = false; 


} 
return dp[shorts.length]; 


龙 与 地 下 城 游 戏 问 题 


【题目 】 


HÆ NI HR map, Ce, ØRN, GI NPE: 


2 +3 3 
5 -10 1 
0 30 -5 
游戏 的 规则 如 下 : 


e 骑士 从 左上 和 角 出 发 ， 每 次 只 能 癌 右 或 向 下 走 ， 最 后 到 达 右 下 角 见 
APE 

e 地 图 中 每 个 位 置 的 值 代 表 骑 士 要 遭遇 的 事情 。 如 有 果 是 负数 ， 说 明 
此 处 有 怪 置 ， 要 让 骑士 损失 血 量 。 如 有 宁 是 非 负 数 ， 代 表 此 处 有 血 
AL, Beltet Fu o 


e 骑士 从 左上 角 到 右 下 角 的 过 程 中 ， 走 到 任何 一 个 位 置 时 ， 血 量 都 
不 能 少 于 1。 


为 了 保证 策 十 能 见 到 公主 ， 初始 血 量 至 少 是 多 少 ? 根据 map， 返 回 初 始 血 
FH Oo 


【难度 】 

tor 

【解答 】 

先 介绍 经 典 动 态 规 划 的 方法 ， 定 义 和 地 图 大 小 一 样 的 矩阵 ， 记 为 dp， 
dpt NÆRT EE TU EG , ，j)， 并 且 从 该 位 置 选 一 条 最 优 的 
路 径 ， 最 后 走 到 右 下 角 ， 牺 士 起 码 应 该 具备 的 血 量 。 根 据 dp 的 定义 ， 我 
们 最 终 需 要 的 是 dp[0][0] 的 结果 。 以 题目 的 例子 来 说 ，map[2][2] 的 值 
为 5， 所 以 骑士 看 要 走 上 这 个 位 置 ， 需 要 6 点 血 才 能 让 目 己 不 死 。 同 时 位 
置 (2，2) 已 经 是 最 右 下 角 的 位 置 ， 即 没有 后 续 的 路 径 ， 所 以 dp[2][2]==6。 


那么 dpDD] 的 值 应 该 怎么 计算 呢 ? 


骑士 还 要 面临 向 下 还 是 向 右 的 选择 ，dp[i][j+1] 是 骑士 选择 当前 向 右 走 并 
最 终 达 到 右 下 角 的 血 量 要求 。 同 理 ，dp[i+1] 中 是 向 下 走 的 要 求 。 如 果 骑 
士 决 定向 右 走 ， 那 么 骑士 在 当前 位 置 加 完 血 或 者 扣 完 血 之 后 的 血 量 只 要 
等 于 dp[i[j+1] 即 可 。 那 么 骑士 在 加 血 或 扣 血 之 前 的 血 量 要 求 (也 就 是 在 
没有 踏 上 (i ,j) 位 置 之 前 的 血 量 要 求 ) ， 就 是 dp[i[j+1]-map[[]。 同 时 ， 
骑士 血 量 要 随时 不 少 于 1， 所 以 向 右 的 要 求 为 max{dp[i][j+1]-map[ 让 [j]， 
1}。 如 果 骑 士 决 定 呵 下 走 ， 分 析 方 式 相 同 ， 疝 下 的 要 求 为 max{dp[i+1][j]- 
maplillj], 1} ° 

骑士 可 以 有 两 种 选择 ， 当 然 要 选 最 优 的 一 条 ， 所 以 dp[i[j]=min{ 回 右 的 要 
求 ， 辐 下 的 要 求 }。 计 算 dp 窍 阵 时 从 右 下 角 开 始 计算 ， 选 择 依次 从 右 至 
左 、 再 从 下 到 上 的 计算 方式 即 可 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 minHP1 方 法 。 


public int minHP1(int[][] m) I 


if (m == null || m.length == 0 || m[0] == null | 
| m[O].length == 0) { 


return 1; 
) 
int row = m.length; 
int col = m[0].length; 
int[][] dp = new int[row--][col--]; 


dp[row][col] = m[row][col] > 0 ? 1 : -m[row] 
[col] + 1; 


for (int j = col - 1; j >= 0; j--) { 


dp[row][j] = Math.max(dp[row] 
[j + 1] - m[row][j], 1); 


} 
int right = 0; 


int down = 0; 


for (int i = row - 1; i >= 0; i--) { 


dp[i][col] = Math.max(dp[i + 1] 
[col] - m[i][col], 1); 


for (int j = col - 1; j >= 0; j--) I 


right = Math.max(dp[i] 
[j + 1] - m[i][j], 1); 


down = Math.max(dp[i + 1] 
[j] - m[i][j], 1); 


dp[i] 
[j] = Math.min(right, down); 


} 
} 


return dp[0][0]; 


如 采 map 大 小 为 M XN ， 经 典 动态 规划 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (M xN), Fil 
外 空间 复杂 度 为 O (M xN )。 结 合 空 间 压 缩 之 后 可 以 将 额外 空间 复杂 度 降 
至 O (min{M ，N j)。 空 间 压 缩 的 原理 请 读者 参考 本 书 “ 和 矩阵 的 最 小 路 径 
和 ?问题 ， 这 里 不 再 详 述 。 请 参看 如 下 代码 中 的 minHP2 方 法 。 


public static int minHP2(int[][] m) { 


if (m == null || m.length == © || m[0] == null | 
| m[0].length == 0) { 


return 1; 
) 
int more = Math.max(m.length, m[0].length); 
int less = Math.min(m.length, m[0].length); 
boolean rowmore = more == m.length; 


int[] dp = new int[less]; 


[col], 1); 


[row][col], 1); 


w][col], 1); 


m[row][col], 1); 


en2); 


int tmp = m[m 


dp[less 


1] 


int row 0; 


int col = 0; 


.length - 1][m[0].length - 11; 


= tmp > © ? 1 : -tmp + 1; 


less - 2; j >= 0; j--) I 
rowmore ? more - 1 : j; 


rowmore ? j : more - 1; 


dp[j] = Math.max(dp[j + 1] - m[row] 


for (int j = 
row = 
col = 
} 


int choosen1 
int choosen2 


for (int i = 


row 


col = 


0; 


0; 
more - 2; i >= 0; i--) I 
rowmore ? i : less - 1; 


rowmore ? less- 1 : i; 


dp[less - 1] = Math.max(dp[less - 1] - m 


for ( 


int j = less - 2; j >= 0; j--) { 
row = rowmore ? i: j; 
col = rowmore ? j : i; 


choosen1 = Math.max(dp[j] - m[ro 


choosen2 = Math.max(dp[j + 1] - 


dp[j] = Math.min(choosen1, choos 


} 


return dp[0]; 


} 


数字 字符 串 转换 为 字母 组 合 的 种 数 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 囊 str，str 全 部 由 数字 字符 组 成 ， 如 果 str 中 某 一 个 或 菜 相信 
两 个 字符 组 成 的 子 串 值 在 1~26 之 间 ， 则 这 个 子 串 可 以 转换 为 一 个 字母 。 
规定 "1" 转 换 为 "A"，"2" 转 换 为 "B"，"3" 转 换 为 "C"..."26" 转 换 为 "2"。 写 一 
个 画 数 ， 求 sr 有 多 少 种 不 同 的 转换 结果 ， 并 返回 种 数 。 
【举例 】 


str="1111" ° 


能 转换 出 的 结果 有 "AAAA"、"LAA"、"ALA"、"AAL" 和 "LL"， 返 回 5。 
str="01" ° 

"0" 没 有 对 应 的 字母 ， 而 "01" 根 据 规定 不 可 转换 ， 返 回 0。 

str="10" ° 

能 转换 出 的 结果 是 "J"， 返 回 1。 

DER] 

FH 妇女 六 六 

【解答 】 

暴力 递归 的 方法 。 假 设 str 的 长 度 为 N， 先 定义 递归 函数 p (i (Osi <N ) ° p 
(i ) 的 含义 是 str[0..i-1] 已 经 转换 完毕 ， 而 str[i..N-1] 还 没 转换 的 情况 下 ， 最 
终 合法 的 转换 种 数 有 多 少 并 返回 。 特 别 指出 ，p (N ) 表 示 str[0..N-1] (也 就 


是 str 的 整体 ) 都 已 经 转换 完 ， 没 有 后 续 的 字符 了 ， 那 么 合法 的 转换 种 数 
为 1， 即 p (N )=1。 比如，str="111123"，p(4) 表 示 str[0..3] 〈 即 "1111") 已 经 


转换 完毕 ， 具 体 结果 是 什么 不 重要 ， 反 正 已 经 转换 完毕 并 且 不 可 变 ， 没 
转换 的 部 分 是 str[4..5] ( 即 "23") ， 可 转换 的 为 "BC" 或 "W" 只 有 两 种 ， 所 
以 p (4)=2。p (6) 表 示 str 整 体 已 经 转换 完毕 ， 所 以 p (6)=1 ° 那么 p (i ) 如 何 计 
算 呢 ? 只 有 以 下 4 种 情况 。 


e 如 果 i==N。 根 据 上 文 对 p (N)=1 的 解释 ， 直 接 返 回 1。 

e 如 果 不 满足 情况 1， 又 有 str[i]=='0'。str[0..i-H] 已 经 转换 完毕 ， 而 
str[i..N-1] 此 时 又 以 0: 开头 ，strfi.N-H 无 论 怎样 都 不 可 能 合法 转换 ， 
所 以 直接 返回 0。 


e 如果 不 满足 情况 1 和 情况 2， 说 明 str[i 属 于 ’1' 9, ，str[ 让 可 以 转换 
IPA ST, Ap (i ) 的 值 一 定 包 含 p (i +1) ANE, Bip (i )=p (i +1)。 

e 如 果 不 满足 情况 1 和 情况 2， 说 明 str[i] 属 于 1' 9, WEVA 
str[i..i+1] 在 "10”"~" 26" 之 间 ，str[i..i+1] 可 以 转换 为 ~~"'Z'， 那 么 p (i) 
的 值 一 定 也 包含 p (i +2) 的 值 ， 即 pP (i )+=p (i +2)。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1 方 法 。 


public int numi(String str) I 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 
) 
char[] chs = str.toCharArray(); 
return process(chs, 0); 
) 
public int process(char[] chs, int i) { 
if (i == chs.length) { 
return 1; 
) 
if (chs[i] == '0') I 


return 0; 


) 
int res = process(chs, i + 1); 


if (i + 1 < chs.length && (chs[i] - '0') * 10 + 
chs[i + 1] - '0' < 27) I 


res += process(chs, i + 2); 


) 


return res; 


以 上 过 程 中 ，p (i ) 最 多 可 能 会 有 两 个 递归 分 支 p (i +1) 和 p (i +2)， 一 共有 NN 
层 递 归 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 0 (2*)， 额 外 空间 复杂 度 就 是 递归 使 用 的 函数 
栈 的 大 小 为 O(N )。 但 是 研究 一 下 递归 函数 p 就 会 发 现 ，p (i ) 最 多 依赖 p (i 
+1) 和 p (i +2) 的 值 ， 这 是 可 以 从 后 往 前 进行 顺序 计算 的 ， 也 就 是 先 计算 p 
(N Ap (N -1)， 然 后 根据 这 两 个 值 计算 p (N -2)， 再 根据 p (N -1) Åp (N -2) 
计算 p (N -3)， 最 后 根据 p (1) 和 p (2) 计 算出 p (0) 即 可 ， 类 似 斐 波 那 契 数列 
的 求解 过 程 ， 只 不 过 辈 波 那 契 数列 是 从 前 往 后 计算 的 ， 这 里 是 从 后 往 前 
计算 而 已 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 


public int num2(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 
) 
char[] chs = str.toCharArray(); 
int cur = chs[chs.length - 1] == '0' ? 0: 1; 
int next = 1; 
int tmp = 0; 


for (int i = chs.length - 2; i >= 0; i--) I 


if (chs[i] == '0') I 
next = cur; 
cur = 0; 

} else { 
tmp = cur; 


if ((chs[i] - '0') + 10 + chs[i 


cur += next; 


} 


next = tmp; 


} 


return cur; 


} 


因为 是 顺序 计算 ， 所 以 num2 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 同 时 只 用 了 
CU > next 和 tmp 进 行 深 动 更 新 ， 所 以 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 但 是 本 题 并 
不 能 像 裴 波 那 契 数列 问题 那样 用 矩阵 乘法 的 优化 方法 将 时 间 复 杂 度 优化 
到 O (logN )， 这 是 因为 斐 波 那 契 数列 是 严格 的 Fi)=FGi-D+Fi-2)， 但 是 本 
题 并 不 严格 ，str 叶 的 具体 情况 决定 了 p (i ) 是 等 于 0 还 是 等 于 p (i +1)， 还 是 
等 于 p (i +1)+p (i +2)。 有 状态 转移 的 表达 式 不 可 以 用 矩阵 乘法 将 时 间 复 杂 
度 优 化 到 0O QogN )。 但 如 果 str 只 由 字符 :1 和 字符 2 组 成 ， 比 
如 "12121121212122"， 那 么 就 可 以 使 用 矩阵 乘法 的 方 ES AA Sere FL 
HO (logN )。 因 为 str[ 都 可 以 单独 转换 成 字母 ，str[i..i+1] 也 都 可 以 一 起 转 
换 成 字母 ， 此 时 一 定 有 p (i)=p (i +D+p(i+2)。 总 之 ， 可 以 使 用 矩阵 乘法 
的 前 提 是 递归 表达 式 不 会 发 生 转移 。 


表达 式 得 到 期 望 结 采 的 组 成 种 数 


【题目 】 


给 定 一 个 只 由 0 UR) 1 ( 真 ) 、& (逻辑 与 )、| (逻辑 或 ) 和 和 (8 
By) 五 种 字符 组 成 的 字符 串 express， 再 给 定 一 个 布尔 值 desired。 返 回 
express 能 有 和 多少 种 组 合 方式 ， 可 以 达到 desired 的 结果 。 

【举例 】 


express="1^0|0|1", desired=false ° 


只 有 1^((0|0)|1) 和 1^(0|(0|1)) 的 组 合 可 以 得 到 false， 返 回 2。 
express="1", desired=false ° 

无 组 合 则 可 以 得 到 false， 返 回 0。 

【难度 】 

BE kkk 

【解答 】 


应 该 首先 判断 express 十 否 合乎 题目 要 求 ， 比 如 "1 和 "和 "10"， 都 不 是 有 效 的 
表达 式 。 总 结 起 来 有 以 下 三 个 判断 标准 : 


o 表达 式 的 长 度 必 须 是 奇数 。 
e 表达 式 下 标 为 偶数 位 置 的 字符 一 定 是 '0" 或 者 '1 ° 
e 表达 式 下 标 为 奇数 位 置 的 字符 一 定 是 '&' 或 或 和。 


只 要 符合 上 述 三 个 标准 ， 表 达 式 必然 是 有 效 的 。 有 具体 参看 如 下 代码 中 的 
isValid 方 法 。 


public boolean isValid(char[] exp) { 
if ((exp.length & 1) == 0) { 
return false; 


} 


for (int i = 0; i < exp.length; i = i + 2) { 


if ((exp[i] ! = '1') && (exp[i] ! = '0') 


) í 
return false; 
} 
} 
for (int i = 1; i < exp.length; i = i +2) { 
if ((exp[i] ! = ‘ &') && (exp[i] 1="|" 
) && (exp[i] ! = '^')) { 


return false; 


} 


return true; 


骏 力 递归 方法 。 在 判断 express 符 合 标 准 之 后 ， 将 express 划 分 成 左右 两 个 
部 分 ， 求 出 各 种 划分 的 情况 下 ， 能 得 到 desired 的 种 数 是 多 少 。 以 本 题 的 
例子 进行 举例 说 明 ，express 为 "1^0|0|1"，desired 为 false， 总 的 种 数 求 法 如 
下 : 


。 第 1 个 划分 为 ww， 左 部 分 为 "1"， 右 部 分 为 "0loll"， 因 为 当前 划分 
的 逻辑 符号 为 ^， 所 以 要 想 在 此 划分 下 得 到 false， 包 含 的 可 能 性 有 两 
种 ， 左 部 分 为 真 ， 右 部 分 为 真 ， 左 部 分 为 假 ， 右 部 分 为 假 。 


结 采 1 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 
部 分 为 假 的 种 数 。 
e 第 2 个 划分 为 小 ， 左 部 分 为 "I^0"， 右 部 分 为 "0|1"， 因 为 当前 划分 
的 逻辑 符号 为 |， 所 以 要 想 在 此 划分 下 得 到 false， 包 含 的 可 能 性 只 
一 种 ， 即 左 部 分 为 假 ， 右 部 分 为 假 。 


结 采 2 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 


e 第 3 个 划分 为 ?， 左 部 分 为 "1A0I0"， 右 部 分 为 "1"， 因 为 当前 划分 
A 所 以 结果 3 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 


e 结 采 1+ 结 采 2+ 结 采 3 吏 是 总 的 种 数 ， 也 就 是 说 ， 一 个 字符 串 中 有 
儿 个 逻辑 符号 ， BES DR. 把 每 种 划分 能 够 得 到 最 终 desired 
值 的 种 数 全 加 起 来 ， 就 是 总 的 种 数 。 

现在 来 系统 地 总 结 一 下 划分 符号 和 desired 的 情况 。 

DRINTE HA ` desired A truek tm F: 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x À 
部 分 为 真 的 种 数 。 


(划分 符号 为 ^、desired 为 false 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x À 
部 分 为 假 的 种 数 。 


(3) 划 分 符号 为 &、desired 为 true 的 情况 下 : 
种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 右 部 分 为 真 的 种 数 。 
(4) 划 分 符号 为 &、desired 为 false 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x À 
部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 。 


(3) 划 分 符号 为 |、desired 为 true 的 情况 下 : 


种 数 = 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 假 的 种 数 + 左 部 分 为 假 的 种 数 x À 
部 分 为 真 的 种 数 + 左 部 分 为 真 的 种 数 x 石 部 分 为 真 的 种 数 。 


(8@) 划 分 符号 为 |、desired 为 false 的 情况 下 : 
种 数 = 左 部 分 为 假 的 种 数 x 右 部 分 为 假 的 种 数 。 


根据 如 上 总 结 ， 以 express 中 的 每 一 个 逻辑 符号 来 划分 express， 每 种 划分 
都 求 出 各 目的 种 数 ， 再 把 种 数 累 加 起 来 ， 就 是 express 达 到 desired 总 的 种 


数 。 每 次 划分 出 的 左右 两 部 分 递归 求解 即 可 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 
中 的 num1 方 法 。 


public int numi(String express, boolean desired) { 

if (express == null || express.equals("")) { 
return 0; 

+ 

char[] exp = express.toCharArray(); 

if (! isValid(exp)) { 
return 0; 

) 


return p(exp, desired, 0, exp.length - 1); 


public int p(char[] exp, boolean desired, int 1, int r) 


if (1 =r) { 
if (exp[l] == '1') I 
return desired ? 1: 0; 
} else I 


return desired ? 0 : 1; 


) 
int res = 0; 
if (desired) { 


for (int i=l+1; i<r; i+= 2) { 


switch (exp[i]) { 
case '&' 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, true, i +1, r); 


break; 
case '|' 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, false, i + 1, r); 


res += p(exp, false, 1, i - 1) * p(e 
xp, true, i + 1, r); 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, true, i +1, r); 


break; 
case ' A' 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, false, i + 1, r); 


res += p(exp, false, 1, i - 1) * p(e 
xp, true, i + 1, r); 


break; 


} 
} else { 


for (int i= 1 + 1; i<r; i+=2){ 
switch (exp[i]) { 
case '&' 


res += p(exp, false, 1, i- 1) * p(e 
xp, true, i + 1, r); 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, false, i + 1, r); 


res += p(exp, false, 1, i - 1) * p(e 
xp, false, i +1, r); 


break; 
case '|' : 


res += p(exp, false, 1, i - 1) * p(e 
xp, false, i +1, r); 


break; 
case 'A' : 


res += p(exp, true, 1, i - 1) * p(ex 
p, true, i +1, r); 


res += p(exp, false, 1, i - 1) * p(e 
xp, false, i + 1, r); 


break; 


} 


return res; 


} 


一 个 长 度 为 N 的 express， 假 设计 算 express[i..j] 的 过 程 记 为 p (i, j), IA 
计算 p (0，N -1) 需 要 计算 p (0, 0)5p (1, N-1)、p(0, 15p (2, N 
-1)...p(0, i) 与 p (itl, N-1)...p (0，N -2) 与 p (N -1，N -1)， 起 码 2N 种 状 
态 。 对 于 每 一 组 p (0，i) 与 p(i +1，N -1) 来 说 ， 两 者 相 加 的 划分 种 数 义 是 N 
-1 种 ， 所 以 起 码 要 计算 2(N -1) 种 状态 。 所 以 用 num1 方 法 来 计算 一 个 长 度 
HN 的 express， 忌 的 时 间 复 杂 度 为 O(N ! )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (N )， 
为 函数 栈 的 大 小 为 N。 之 所 以 用 骏 力 递归 方法 的 时 间 复 杂 度 这 么 高 ， 是 
因为 每 一 种 状态 计算 过 后 没有 保存 下 来 ， 导 和 致 重复 计算 的 大 量 发 生 。 


动态 规划 的 方法 。 如 果 express 长 度 为 N ， 生 成 两 个 大 小 为 N xN 的 矩阵 t 和 
f, tlillili&7Rexpresslj..i]Æhktruek få, f[j][i]z#7Nexpress|j..i]Z4 Av falsely 


种 数 。t] 史 和 fD] 外 的 计算 方式 还 是 枚 举 express[j. 虽 上 的 每 种 划分 。 上 有 具体 
过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 


public int num2(String express, boolean desired) { 

if (express == null || express.equals("")) I 
return 0; 
) 
char[] exp = express.toCharArray(); 
if (! isValid(exp)) { 
return 0; 
) 
int[][] t = new int[exp.length][exp.length]; 
int[][] f = new int[exp.length][exp.length]; 
t[0][0] = exp[0] == '0' ? 0 : 1; 
f[0][0] = exp[0] == '1' ? 0 : 1; 
for (int i = 2; i < exp.length; i += 2) I 
t[i][i] = exp[i] == '0' ? © : 1; 
f[i][i] = exp[i] == '1' ? 0 : 1; 
for (int j =i - 2; j >= 0; j -= 2) I 

for (int k= j; k< i; k += 2) I 

if (exp[k + 1] == ' &') { 
t[j][i]+=t[j][k] * tlk + 2] [i]; 


FIJI I+=(FLIILK] + t[j][k]) * f[k + 2] 
[i] + f[j][k] * tlk + 2][i]; 


} else if (exp[k + 1] = '|') I 


t[j][i]+=(f[j][k] + t[j][k]) * tlk + 2] 


[i] + t[j][k] * f[k + 2][i]; 
f[j][il+=f[j][k] * fik + 2] [4]; 
} else { 


t[j][i]+=f[j][k] * t[k + 2][i] + t[j] 
[k] * f[k + 2][i]; 


f[j[i]+=f[j][k] * fk + 2][ + t[j] 
[k] * t[k + 2][i]; 


return desired ? t[O][t.length - 1] : f[0] 
[f.length - 1]; 


} 


FER AIF 的 大 小 为 N xN ， 每 个 位 置 在 计算 的 时 候 都 有 枚 举 的 过 程 ， 所 以 
动态 规划 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N:)， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N:)。 


排 成 一 条 线 的 纸牌 博弈 问题 


【题目 】 

给 定 一 个 整 型 数组 arr， 代 表 数 值 不 同 的 纸牌 排 成 一 条 线 。 玩 家 A 和 玩家 B 
依次 拿 走 每 张 纸牌 ， 规 定 玩家 A 先 拿 ， 玩 家 B 后 拿 ， 但 是 每 个 玩家 每 次 只 
能 拿 走 最 左 或 最 右 的 纸牌 ， 玩 家 A 和 玩家 B 都 绝顶 聪明 。 请 返回 最 后 获胜 
者 的 分 数 。 

【举例 】 

arr=[1, 2, 100, 4]? 


开始 时 玩家 A 只 能 拿 走 1 或 4。 如 果 玩家 A 拿 走 1， 则 排列 变 为 [2，100， 
4]， 接 下 来 玩家 B 可 以 拿 走 2 或 4， 然 后 继续 轮 到 玩家 A。 如 果 开 始 时 玩家 


A 拿 走 4， 则 排列 变 为 [1，2，100]， 接 下 来 玩家 B 可 以 拿 走 1 或 100， 然 后 
继续 轮 到 玩家 A。 玩 家 人 A 作为 绝顶 聪明 的 人 不 会 先 拿 4， 因 为 拿 4 之 后 ， 玩 
家 B 将 拿 走 100。 所 以 玩家 A 会 先 拿 1， 让 排列 变 为 [2，100，4]， 接 下 来 玩 
家 BB 不管 怎么 选 ，100 都 会 被 玩家 A 拿 走 。 玩 家 A 会 获胜 ， 分 数 为 101°。 所 
以 返回 101。 


arr=[1, 100, 2]° 


开始 时 玩家 A 不 管 拿 1 还 是 2， 玩 家 B 作 为 绝顶 聪明 的 人 ， 都 会 把 100 拿 
走 。 玩 家 B 会 获胜 ， 分 数 为 100。 所 以 返回 100。 


【难度 】 
ht ror 
【解答 】 


暴力 递归 的 方法 。 定 义 递归 函数 fi ， 门 ， 表 示 如 果 arr[i. 四 ] 这 个 排列 上 的 
纸牌 被 绝顶 聪明 的 人 先 拿 ， 最 终 能 获得 什么 分 PE © RE NBI Gi, j 
EE jj] 这 个 排列 上 的 纸牌 被 绝顶 聪明 的 人 后 拿 ， 最 终 外 DE 
TT 


首先 来 分 析 f (i ，j )， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 如 果 i==j 〈 即 arr[i..j]) 上 只 剩 一 张 纸 牌 。 当 然 会 被 先 拿 纸牌 的 人 拿 
走 ， 所 以 返回 arr[i。 


2. 如 果 i =j。 当 前 拿 纸牌 的 人 有 两 种 选择 ， 要 么 拿 走 arr[i， 要 么 拿 走 
arr[j]。 如 果 拿 走 arr[i， 那 么 排列 将 剩 下 arr[i+1..]。 对 当前 的 玩家 来 说 ， 

面 对 arr[i+1..j] 排 列 的 纸牌 ， 他 成 了 后 拿 的 人 ， 所 以 后 续 他 能 获得 的 分 数 
为 s (i +1，j 契 。 如 果 拿 走 arrj]， 那 么 排列 将 剩 下 arr[i..j-H。 对 当前 的 玩家 
来 说 ， 面 对 arr[i..j- 匡 排列 的 纸牌 ， 他 成 了 后 拿 的 人 ， 所 以 后 续 他 能 获得 的 
分 数 为 s (i ，j -1)。 作 为 绝顶 聪明 的 人 人， 必然 会 在 两 种 决策 中 选 最 优 的 。 
所 以 返回 maxf{arr[i]+s(i+1， j), arrfj]+sGi, j-1)} ° 


然后 来 分 析 s (i ，j )， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 如 果 i==j ( 即 arrfi..j]) 上 只 剩 一 张 纸牌 。 作 为 后 拿 纸 牌 的 人 必然 什么 
也 得 不 到 ， 返 回 0。 


2. 如 果 il =j。 根 据 函 数 s 的 定义 ， 玩 家 的 对 手 会 先 拿 纸牌 。 对 手 要 么 拿 走 
arr[i]， 要 人 么 拿 走 arr[j]。 MRF SEanlil, AAA F arr[i+1..j], 
然后 轮 到 玩家 先 拿 。 如 果 对 手 拿 走 ar[j]， 那 么 排列 将 剩 下 arr[i..j-1]， 然 后 
轮 到 玩家 先 拿 。 对 手 也 是 绝顶 聪明 的 人 ， 所 以 必然 会 把 最 差 的 情况 留 给 
玩家 。 所 以 返回 min{fG+1, j), fG, j-1)) ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 win1 方 法 。 


public int wini(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 


return Math.max(f(arr, 0, arr.length - 1), s(arr 
, 0, arr.length - 1)); 


) 


public int f(int[] arr, int i, int j) I 
if (i == j) I 
return arr[i]; 


} 


return Math.max(arr[i] + s(arr, i + 1, j), arr[j 
] + s(arr, i, j - 1)); 


} 


public int s(int[] arr, int i, int j) { 
if (i == j) I 


return 0; 


return Math.min(f(arr, i + 1, j), f(arr, i, j - 


1)); 


暴力 递归 的 方法 中 ， 递 归 函 数 一 共 会 有 N 层 ， 并 且 是 f 和 s 交替 出 现 的 。f 
(i, ) 会 有 s (i +1，j ) 和 s (i ，j -1) 两 个 递归 分 支 ，s (i ，j ) 也 会 有 f(i +1, j 
AUF (i ，j -1) 两 个 递归 分 支 。 所 以 整体 的 时 间 复 杂 度 为 0 (2*)， 额 外 空间 
复杂 度 为 O(N )。 下 面 介 绍 动态 规划 的 方法 ， 如 果 arr 长 度 为 N ， 生 成 两 个 
大 小 为 N xN 的 矩阵 f 和 s , FG Be, PARI, sli] 
数 s (i ，j ) 的 返回 值 。 规 定 一 下 两 个 矩阵 的 计算 方 同 即 可 。 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 win2 方 法 。 


public int win2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
} 
int[][] f = new int[arr.length][arr.length]; 
int[][] s = new int[arr.length][arr. length]; 
for (int j = 0; j < arr.length; j++) { 
f[j][j] = arr[j]; 
for (int i = j - 1; i >= 0; i--) I 
f[i][j] = Math.max(arr[i] + s[i + 1] 
[j], arr[j] + s[i][j - 11); 
s[i][j] = Math.min(f[i + 1][j], f[i] 
[j - 11); 


return Math.max(f[O][arr.length - 1], s[0] 
[arr.length - 1]); 


} 


如 上 的 win2 方 法 中 ， 和 矩阵 f 和 s 一 共有 O(N’) 个 位 置 ， 每 个 位 置 计算 的 过 
程 都 是 O (1) 的 比较 过 程 ， 所 以 win2 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(N*)， 额 外 空 


间 复 杂 度 为 O(N:)。 

【题目 】 

HM Har, arli-=kfVA AT DUMME: HAR KVER > Ki, 
arr[2]==3， 代 表 从 位 置 2 可 以 路 到 位 置 3、 位 置 4 或 位 置 5。 如 果 从 位 置 0 出 
发 ， 返 回 最 少 跳 几 次 能 跳 到 arr 最 后 的 位 置 上 。 

【举例 】 

arr=[3, 2, 3, 1, 1, 4]° 


arr[0]==3， 选 择 路 到 位 置 2; arr[2]==3， 可 以 跳 到 最 后 的 位 置 。 所 以 返回 
2 o 


[ÆR] 


NN 
方法。 


【难度 】 

I ry 

【解答 】 

具体 过 程 如 下 : 

1. 整 型 变量 jump， 代 表 目 前 跳 了 多 少 步 。 整 型 变量 cur， 代 表 如 果 只 能 跳 
jump 步 ， 最 远 能 够 达到 的 位 置 。 整 型 变量 next， 代 表 如 果 再 多 跳 一 步 ， 最 
远 能 够 达到 的 位 置 。 初 始 时 ，jump=0，cur=0，next=0。 

2. 从 左 到 右 遍 历 arr， 假 设 遍历 到 位 置 ;。 


1) 如 果 cur>=i， 说 明 跳 jump 步 可 以 到 达 位置 ; ， 此 时 什么 也 不 做 。 

2) 如 果 cur<i， 说 明 只 跳 jump 步 不 能 到 达 位 置 ， 需 要 多 跳 一 步 才 行 。 此 
时 令 jump++，cur=next。 表示 多 跳 了 一 步 ，cur 更 新 成 跳 jump+1 步 能 够 达 
到 的 位 置 ， 即 next。 


3) 将 next 更 新 成 math.max(next，i+arr[i)， 表 示 下 一 次 多 跳 一 步 到 达 的 最 
远 位 置 。 


终 返 回 jump 即 可 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 jump 方 法 。 


UJ 


public int jump(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
} 
int jump = 0; 
int cur = 0; 
int next = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
if (cur < i) I 
jump++; 
cur = next; 
} 
next = Math.max(next, i + arr[i]); 


} 


return jump; 


数组 中 的 最 长 连续 序列 


[GA] 
定 无 序数 组 arr， 返 回 其 中 最 长 的 连续 序列 的 长 度 。 
【举例 】 


arr=[100，4，200，1，3，2]， 最 长 的 连续 序列 为 [L，2，3，4， 所 以 返 
回 4。 


【难度 】 
hh kro 
【解答 】 


本 题 利用 哈 希 表 可 以 实现 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 度 为 O(N ) 
的 方法 。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 生成 哈 希 表 HashMap<Integer，Integer> map ，key 代 表 遍 历 过 的 某 个 
数 ，value 代 表 key 这 个 数 所 在 的 最 长 连续 序列 的 长 度 。 同 时 map 还 可 以 表 
示 ar 中 的 一 个 数 之 前 是 否 出 现 过 。 


2. Mel AE arr, 18130607 Parri] * AR ali] ZH HM, Bow 

FAR, 只 处 理 之 前 没 出 现 过 的 arr[i < 首先 在 map 中 加 入 记录 (arr[i]， 

1)， 代 表 目 前 arr 中 单独 作为 一 个 连续 序列 。 然 后 看 map 中 是 否 含 有 
arr[ 计 -1， 如 果 有 ， 则 说 明 arr[-1 所 在 的 连续 序列 可 以 和 arr[ 合 并 ， 合 并 后 
记 为 A 序 列 。 利 用 map 可 以 得 到 A 序 列 的 长 度 ， 记 为 lanA， 最 小 值 记 为 
leftA， 最 大 值 记 为 rightA， 只 在 map 中 更 新 与 leftA 和 rightA 有 关 的 记录 ， 
更 新 成 (leftA，lenA) 和 和 (rightA， lenA) 。 接 下 来 看 map 中 是 否 含有 arr[i]+1， 
如 果 有 ， 则 说 明 arr[i]+1 所 在 的 连续 序列 可 以 和 A 合并 ， 合 并 后 记 为 B 序 
列 。 利 用 map 可 以 得 到 B 序 列 的 长 度 为 lenB， 最 小 值 记 为 leftB， 最 大 值 记 
为 rightB， 只 在 map 中 更 新 与 leftB 和 rightB 有 关 的 记录 ， 更 新 成 (leftB， 
lenB)A(rightB, lenB) ° 


3. 允 历 的 过 程 中 用 全 局 变量 max 记 录 每 次 合并 出 的 序列 的 长 度 最 大 值 ， 
BYRJA [Flmax ° 


整个 过 程 中 ， 只 古 每 个 连续 序列 最 小 值 和 最 大 值 在 map 中 的 记录 有 意义 ， 
中 间 数 的 记录 不 再 更 新 ， 因 为 再 也 不 会 使 用 到 。 这 是 因为 我 们 只 处 理 之 
前 没 出 现 的 数 ， 如 果 一 个 没 出 现 的 数 能 够 把 某 个 连续 区 间 扩 大 ， 或 把 某 
两 个 连续 区 间 连 在 一 起 ， 腥 无 疑问 ， 只 需要 map 中 有 关 这 个 连续 区 间 节 小 
值 和 最 大 值 的 记录 ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 longestConsecutive 方 法 。 


public int longestConsecutive(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 
int max = 1; 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Integer, 
Integer>(); 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
if (! map.containskey(arr[i])) I 
map.put(arr[i], 1); 
if (map.containsKey(arr[i] - 1)) I 


max = Math.max(max, merge(map, arr[i] - 
1, arr[i])); 


) 
if (map.containsKey(arr[i] + 1)) I 


max = Math.max(max, merge(map, arr[i], a 
rr[i] + 1)); 


} 


return max; 


public int merge(HashMap<Integer, Integer> map, int less 
, int more) { 


int left = less - map.get(less) + 1; 
int right = more + map.get(more) - 1; 
int len = right - left + 1; 
map.put(left, len); 

map.put(right, len); 


return len; 


N 旦 后 问题 


【题目 】 
N 星 后 问题 是 指 在 N xN PIER LEN VÆR, SORA SEAR 
行 、 不 同 列 ， 也 不 在 同一 条 斜 线 上 。 给 定 一 个 整数 n ， 返 回 n EE 
有 多 少 种 。 

【举例 】 
nn=1， 返 回 1。 
n =2 或 3，2 星 后 和 3 旦 后 问题 无 论 怎么 摆 都 不 行 ， 返 回 0。 


n=8, sKX[H]92 。 


DERE] 
B kr 


【解答 】 


本 题 是 非常 著名 的 问题 ， 甚 至 可 以 用 人 工 知 能 相关 算法 和 遗传 算法 进行 
求解 ， 同 时 可 以 用 多 线程 技术 达到 缩短 运行 时 间 的 效果 。 本 书 不 涉及 专 
项 算法 ， 仅 提供 在 面试 过 程 中 10 至 20 分 钟 内 可 以 用 代码 实现 的 解法 。 本 
书 提供 的 最 优 解 做 到 在 单线 程 的 情况 下 ， 计 算 16 呈 后 问题 的 运行 时 间 约 
为 13 秒 左右 。 在 介绍 最 优 解 之 前 ， 先 来 介绍 一 个 容易 理解 的 解法 。 


如 果 在 (i, j) ME (第 i 行 第 列 ) 放置 了 一 个 皇后 ， 接 下 来 在 哪些 位 
ETEN EEE VE? 


1. 整个 第 i 行 的 位 置 都 不 能 放置 。 
2. 整个 第 j 列 的 位 置 都 不 能 放置 。 


3. 如 果 位 置 (a ，b ) 满 足 |a-i==|b-j， 说 明 (a，b ) 与 (i，j ) 处 在 同一 条 斜 线 
上 ， 也 不 能 放置 。 


把 递归 过 程 直 接 设计 成 逐 行 放置 皇后 的 方式 ， 可 以 避 开 条 件 1 的 那些 不 能 
放置 的 位 置 。 接 下 来 用 一 个 数组 保存 已 经 放置 的 星 后 位 置 ， 假 设 数组 为 
record，record[i] 的 值 表 示 第 i 行星 后 所 在 的 列 数 。 在 递归 计算 到 第 i 行 第 j 
列 上 时 ， 查 看 record[0..k](k <i ) 的 值 ， 看 是 否 有 j 相等 的 值 ， 若 有 ， 则 说 明 
(i，j) 不 能 放置 皇后 ， 再 看 是 否 有 |k-il==|record[k]-j|， 若 有 ， 也 说 明 (i，j) 
不 能 放置 皇后 。 上 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 numl 方 法 。 


public int numi(int n) { 
if (n< 1) { 
return 0; 
} 
int[] record = new int[n]; 


return process1(0, record, n); 


public int processi(int i, int[] record, int n) { 


if (i = n) { 


return 1; 
) 
int res = 0; 
for (int j = 0; j < n; j++) I 
if (isValid(record, i, j)) I 
record[i] = j; 


res += processi(i + 1, record, n 


) 


return res; 


public boolean isValid(int[] record, int i, int j) I 
for (int k = 0; k < i; k++) { 


if (j == record[k] || Math.abs(record[k] - j) == 
Math.abs(i - k)) { 


return false; 


} 


return true; 


下 面 介 绍 最 优 解 ， 基 本 过 程 与 上 面 的 方法 一 样 ， 但 使 用 了 位 运算 来 加 
速 。 具 体 加 速 的 递归 过 程 中 ， 找 到 每 一 行 还 有 哪些 位 置 可 以 放置 星 后 的 
判断 过 程 。 因 为 整个 过 程 比较 超 目 然 ， 所 以 先 列 出 代码 ， 然 后 对 代码 进 
行 解释 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 num2 方 法 。 


public int num2(int n) { 


// 因为 本 方法 中 位 运算 的 载体 是 Int 型 变量 ， 所 以 该 方法 只 能 算 


1~32 皇 后 问题 


// 如 果 想 计算 更 多 的 皇后 问题 ， 需 使 用 包含 更 多 位 的 变量 


加 


if (n< 1 || n > 32) { 
return 0; 
) 
int upperLim = n == 32? -1 : (1 << n) - 1; 


return process2(upperLim, 0, 0, 0); 


public int process2(int upperLim, int colLim, int leftDi 
aLim, 


int rightDiaLim) { 
if (colLim == upperLim) { 
return 1; 
) 
int pos = 0; 
int mostRightOne = 0; 


pos = upperLim & (~ 
(colLim | leftDiaLim | rightDiaLim)); 


int res = 0; 
while (pos ! = 0) I 
mostRightOne = pos & (~pos + 1); 


pos = pos - mostRightOne; 


res += process2(upperLim, colLim | mostR 
ightOne, 


(leftDiaLim | mostRightO 
ne) << 1, 


(rightDiaLim | mostRight 
One) >>> 1); 


} 


return res; 


num2 方 法 中 ， 变 量 upperLim 表 示 当 前 行 哪些 位 置 是 可 以 放置 星 后 的 ，1 代 
表 可 以 放置 ，0 代 表 不 能 放置 。8 旦 后 问题 中 ， 初 始 时 upperLim 为 
00000000000000000000000011111111 ， 即 32 位 整数 的 255。32 星 后 问题 
中 ， 初 始 时 upperLim 为 11111111111111111111111111111111， 即 32 位 整数 
的 -1 ° 


接 下 来 解释 一 下 process2 方 法 ， 先 介绍 每 个 参数 。 


e upperLim: 已 经 解释 过 了 ， 而 且 这 个 变量 的 值 在 递归 过 程 中 是 始 
终 不 变 的 。 


e colLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 止 ， 在 哪些 列 上 已 经 放置 了 呈 
后 ，1 代 表 已 经 放置 ，0 代 表 没 有 放置 。 


e leftDiaLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 止 ， 因 为 受 已 经 放置 的 所 
有 星 后 的 左下 方 斜 线 的 影响 ， 导 致 当 前 行 不 能 放置 星 后 ，1 代 表 不 能 
放置 ，0 代 表 可 以 放置 。 举 个 例子 ， 如 果 在 第 0 行 第 4 列 放 置 了 旦 后 。 
计算 到 第 1 行 时 ， 第 0 行星 后 的 左下 方 斜 线 影响 的 是 第 1 行 第 3 列 。 当 
计算 到 第 2 行 时 ， 第 0 行星 后 的 左下 方 斜 线 影响 的 是 第 2 行 第 2 列 。 当 
计算 到 第 3 行 时 ， 影 啊 的 是 第 3 行 第 1 列 。 当 计算 到 第 4 行 时 ， 影 响 的 
是 第 4 行 第 0 列 。 当 计算 到 第 5 行 时 ， 第 0 行 的 那个 星 后 的 左下 方 斜 线 
对 第 5 行 无 影响 ， 并 且 之 后 的 行 都 不 再 受 第 0 行星 后 左下 方 斜 线 的 影 
啊 。 也 就 是 说 ，leftDiaLim 每 次 左 移 一 位 ， 就 可 以 得 到 之 前 所 有 旺 后 
的 左下 方 斜 线 对 当前 行 的 影响 。 


e rightDiaLim: 表示 递归 计算 到 上 一 行为 止 ， 因 为 已 经 放置 的 所 有 
旦 后 的 右 下 方 斜 线 的 影响 ， 导 致 当前 行 不 能 放置 星 后 的 位 置 ，1 代 表 


不 能 放置 ，0 代 表 可 以 放置 。 与 leftDiaLim 变 量 类 似 ，rightDiaLim 每 
388 5 0 
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process2 方 法 的 返回 值 代表 剩余 的 呈 后 在 之 前 旦 后 的 影响 下 ， 有 多 少 种 合 
法 的 摆 法 。 其 中 ， 变 量 pos 代 表 当 前 行 在 colLim、leftDiaLim 和 rightDiaLim 
这 三 个 状态 的 影响 下 ， 还 有 哪些 位 置 是 可 供 选 择 的 ，1 代 表 可 以 选择 ，0 
代表 不 能 选择 。 变 量 mostRightOne 代 表 在 pos 中 ， 最 右边 的 1 是 在 什么 位 
置 。 然 后 从 右 到 左 依次 筛选 出 pos 中 可 选择 的 位 置 进行 递归 沦 试 。 


第 5 章 
FARE HÅ 
判断 两 个 字符 串 是 否 互 为 变形 词 

【题目 】 

给 定 两 个 字符 串 str1 和 str2， 如 果 str1 和 str2 中 出 现 的 字符 种 类 一 样 且 每 种 
字符 出 现 的 次 数 也 一 样 ， 那 么 str1 与 str2 互 为 变形 词 。 请 实现 函数 判断 两 
个 字符 串 是 否 互 为 变形 词 。 

【举例 】 


str1="123", str2="231", [true ° 


str1="123"，str2="2331"， 返 回 false。 
【难度 】 

E KRIGE 

【解答 】 


如 果 字 符 串 str1 和 str2 长 度 不 同 ， 直 接 返 回 false。 如 果 长 度 相 同 ， 假 设 出 
现 字 符 的 编码 值 在 0 一 255 之 间 ， 那 么 先 申 请 一 个 长 度 为 256 的 整 型 数组 
map，map[al=b 代 表 字 符 编 码 为 a 的 字符 出 现 了 b 次 ， 初 始 时 map[0..255] 的 
值 都 是 0。 然 后 所 历 字符 串 strt1， 统 计 每 种 字符 出 现 的 数量 ， 比 如 遍历 到 
字符 'a， 其 编码 值 为 7， 则 令 map[97]++。 这 样 map 就 成 了 str1 中 每 种 字符 
的 词 频 统 计 表 。 然 后 遍历 字符 串 strt2， 每 过 历 到 一 个 字符 都 在 map 中 把 词 
频 减 下 来 ， 比 如 通 历 到 字符 'a， 其 编码 值 为 97， 则 令 map[97]--， 如 果 减 
少 之 后 的 值 小 于 0， 直 接 返 回 false。 如 果 通 历 完 sr2，map 中 的 值 也 没 出 现 
负 值 ， 则 返回 true 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isDeformation 方 法 。 


public boolean isDeformation(String stri, String str2) { 


if (stri == null || str2 == null || stri.length( 
) ! = str2.length()) I 


return false; 

} 

char[] chas1 = stri.toCharArray(); 

char[] chas2 = str2.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i < chas1.length; i++) I 
map[chasi[i]]++; 

) 

for (int i = 0; i < chas2.length; i++) I 
if (map[chas2[i]]-- == 0) { 


return false; 


} 


return true; 


LR TRHIRARZ, FY DALAM As Re KE 256 Hy ARE, HEM 
过 程 不 变 。 如 果 字 符 的 种 类 为 M ，str1 和 str2 的 长 度 为 N ， 那 么 该 方法 的 
时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (M ) 。 


FFT EB PS FEB SRA 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 str， 求 其 中 全 部 数字 串 所 代表 的 数字 之 和 。 

【要 求 】 

1. 忽略 小 数 点 字符 ， 例 如 "A1.3"， 其 中 包含 两 个 数字 1 和 3。 

2. 如 有 果 紧 贴 数 字 子 串 的 左 侧 出 现 字符 "-"， 当 连续 出 现 的 数量 为 奇数 时 ， 
则 数字 视 为 负 ， 连 续 出 现 的 数量 为 偶数 时 ， 则 数字 视 为 正 。 例 如 ，"A- 
1BC--12"， 其 中 包含 数字 为 -1 和 12。 

【举例 】 


str="A1CD2E33", X[EJ36 ° 


str="A-1B--2C--D6E", i&[EI7 ° 
【难度 】 

E kxxw 

【解答 】 


解决 本 题 能 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 和 额外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 方法 有 很 
多 。 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 解 法 的 关键 是 如 何在 从 左 到 石 志 历 str 
时 ， 准 确 收集 每 个 数字 并 素 加 起 来 具体 过 程 如 下 : 


1. 生成 三 个 变量 。 整 型 变量 res， 表 示 目 前 的 累加 和 ; 整 型 变量 num， 表 
示 当 前 收集 到 的 数字 ; 布尔 型 变量 posi， 表 示 如 果 把 num 球 加 到 res 里 ， 


num 是 正 还 是 负 。 初 始 时 ，res=0，num=0，posi=true ° 


从 左 到 右 裔 历 sr， 假 设 侦 历 到 字符 chaa， 根 据 有 具体 的 cha 有 不 同 的 处 
理 。 


3 .如果 cha 是 ;0' ~'9' ，cha-'0’ 的 值 记 为 cur， 假 设 之 前 收集 的 数字 为 
num ， 此 时 举例 说 明 。 比 如 str="123"， 初 始 时 num=0，posi=true ° 4 
cha==']? 时 ，num 变 成 1; cha=='2? 时 ，num 变 成 12; cha=='3: 时 ，num 变 成 
123。 再 如 str="-123"， 初 始 时 num=0，posi=true。 当 cha==' -时 ，posi 变 成 
false, cha NÆ”0' ~9: 的 情况 接 下 来 会 说 明 ， 读 者 可 以 先 认 为 在 收集 数字 
时 posi 的 符号 一 定 是 正确 的 。cha=='1 时 ，num 变 成 -1，cha=='2' 时 ，num 


变 成 -12。cha=='3' 时 ，num 变 成 -123。 总 之 ，num = num * 10 + (posi ? cur: 
-cur) ° 


4. 如 果 cha 不 是 '0' ~'9'， 此 时 不 管 cha 具 体 是 什么 ， 都 是 累加 时 ， 令 
rest=num， 然 后 令 num=0， 累 加 完 num 当 然 要 清 零 。 累 加 完成 后 ， 再 看 
cha 具 体 的 情况 。 如 果 cha 不 是 字符 :"， 令 posi=true， 即 如 果 cha 既 不 是 数字 
字符 ， 也 不 是 -字符 ，posi 都 变 为 true。 如 果 cha 是 字符 '-'， 此 时 看 cha 的 前 
一 个 字符 ， 如 果 前 一 个 字符 也 是 :字符 ， 则 posi 改 变 符 号 ， 即 posi=! 
posi; 否则 令 posi=false。 


5， 既 然 我 们 把 累加 的 时 机 放 在 了 cha 不 是 数字 字符 的 时 候 ， 那 么 如 果 str 
是 以 数字 字符 结尾 的 ， 会 出 现 最 后 一 个 数字 没有 票 加 的 情况 。 所 以 通 历 
完成 后 ， 令 res+=num， 防 止 最 后 的 数字 累加 不 上 的 情况 发 生 。 

6. 最 后 返回 res 。 


具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 numSum 方 法 。 


public int numSum(String str) < 

if (str == null) < 
return 0; 

) 

char[] charArr = str.toCharArray(); 

int res = 0; 

int num = 0; 

boolean posi = true; 

int cur = 0; 

for (int i = 0; i < charArr.length; i++) I 
Cur = charArr[i] - '0' ; 
if (cur <0 || cur > 9) I 


res += num; 


num = 0; 


if (charArr[i] == ' -') { 
if (i - 1 > -1 && charAr 
r[i - 1] == ' -') { 
posi = ! posi; 
} else { 
posi = false; 
} 
} else { 
posi = true; 
} 
} else { 
num = num * 10 + (posi ? cur : 
cur); 
} 
} 


res += num; 


return res; 


FF PES k 个 0 的 子 串 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 str 和 一 个 整数 k ， 如 果 str 中 正好 有 连续 的 K 个 "0 字符 出 现 
时 ， 把 K 个 连续 的 '0' 字 符 去 除 ， 返 回 处 理 后 的 字符 串 。 


【举例 】 


str="A00B", k=2, ;X[="A00B" ° 
str="A0000B000"，k=3， 返 回 "A0000B" ° 
【难度 】 

E kxk 

【解答 


解决 本 题 能 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (W)、 额 外 空间 复杂 度 为 O (1) 的 方法 有 很 
多 。 本 书 仪 提 供 一 种 供 读 者 参考 。 解 法 的 关键 是 如 何在 从 左 到 右 裔 历 str 
RE À 个 '0' 的 字符 串 都 找到 ， 然 后 把 字符 0: 去掉。 具体 
过 程 如 下 : 


1. 生成 两 个 变量 。 整 型 恋 量 count， 表 示 目 前 连续 个 ;0 的 数量 ， 整 型 变 
量 start， 表 示 连 续 个 ;0; 出 现 的 开始 人 位置。 初始 时 ，count=0，start=-1。 


2. 从 左 到 右 近 历 str， 假 设 志 历 到 i 位置 的 字符 为 chaa， 根 据 具 体 的 cha 有 不 
同 的 处 理 。 


3. 如果 cha 是 字符 '0'， 令 start = start == -1 ? i : start， 表 示 如 果 start 等 
于 -1， 说 明之 前 没 处 在 发 现 连 续 的 0: 的 阶段 ， 那 么 令 start=i ， 表 示 连 续 
APO AG 位 置 开 始 ， 如 果 start 不 等 于 -1， 说 明之 前 就 已 经 处 在 发 现 连 续 
的 ?0 的 阶段 ， 所 以 start 不 变 。 令 count++。 


4. 如果 cha 不 是 字符 :0'， 是 去 掉 连 续 ?0' 的 时 刻 。 首 先 看 此 时 count 有 是 否 等 
于 k ， 如 果 等 于 ， 说 明之 前 发 现 的 连续 K 个 '0' 可 以 从 start 位 置 开 始 去 挥 ， 
如 果 不 等 于 ， 说 明之 前 发 现 的 连续 的 '0’ 数 量 不 是 k 个 ， 则 不 能 去 掉 。 最 后 


Æcount=0, start=-1 ° 


5， 既 然 把 去 掉 连 续 ?0' 的 时 机 放 在 了 cha 不 是 字符 ?0 的 时 候 ， 那 么 如 宁 str 
征 以 字符 ?0 结尾 的 ， 可 能 会 出 现 最 后 一 组 正好 有 连续 的 K 个 ;0 字符 出 现 而 
没有 去 掉 的 情况 。 所 以 遇 历 完成 后 ， 再 检查 一 下 count 和 是 否 等 于 K WR 
等 于 ， 束 去 掉 最 后 一 组 连续 的 k O 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 removeKZeros 方 法 。 


public String removeKZeros(String str, int k) { 


if (str == null || k < 1) I 


return str; 


) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int count = 0, start = -1; 
for (int i = 0; i ! = chas.length; i++) { 
if (chas[i] == '0') I 
count++; 
start = start == -1 ? i : start; 
} else { 


if (count == k) I 
while (count-- ! = 0) 


chas[start++] = 


O 
口 
C 
5 
ct 
Il 
© 


) 
if (count == k) I 
while (count-- ! = 0) 
chas[start++] = 0; 
) 


return String.valueOf(chas); 


WZ 三 | X = 
判断 两 个 字符 串 是 否 互 为 旋转 词 
【题目 】 
如 有 果 一 个 字符 串 str， 把 字符 串 sr 前面 任意 的 部 分 挪 到 后 面 形 成 的 字符 串 
叫 作 str 的 旋转 词 。 pE AH str="12345" , str 的 旋转 词 
Æ "12345" ` "23451" ` "34512" ` "45123"F0"51234" ° EM NFH Bail 
b， 请 判断 a 和 b 是 否 互 为 旋转 词 。 
【举例 】 


a="cdab", b="abcd", JR [F]true ° 


a="lab2", b="ab12", sX[Flfalse ° 
a="2ab1", b="ab12", gR[Fltrue ° 
[Ex] 


如 果 a 和 Pb 长度 不 一 样 ， 那 么 和 b 必 然 不 互 为 旋转 词 ， 可 以 直接 返回 false。 
当 a 和 b 长 度 一 样 ， 都 为 N 时 ， 要 求解 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N) ° 


【难度 】 
E RK 
【解答 】 


本 题 的 解法 非常 简单 ， 如 果 a 和 b 的 长 度 不 一 样 ， 字 符 串 a 和 b 不 可 能 互 为 
旋转 词 。 如 果 a 和 b 长 度 一 样 ， 先 生成 一 个 大 字符 串 b2，b2 是 两 个 字符 串 b 
拼 在 一 起 的 结果 ， 即 String b2 =b + b。 然 后 看 b2 中 是 否 包含 字符 串 a， 如 
果 包 含 ， 说 明 字 符 串 a 和 b 互 为 旋转 词 ， 否 则 说 明 两 个 字符 串 不 互 为 旋转 
mo KENT A WE? 举例 说 明 ， 假 设 a="cdab" ，b="abcd" ° 
b2='"abcdabcd"，b2[0..3]=="abcd" 是 b 的 旋转 词 ，b2[1..4]=="bcda" 是 b 的 旋 
转 词 ......b2[i..i+3] 都 是 b 的 旋转 词 ，b2[4..7]=="abcd" 是 b 的 旋转 词 。 由 此 可 
见 ， 如 果 一 个 字符 串 b 长 度 为 N。 在 通过 b 生 成 的 bz 中 ， 任 意 长 度 为 N 的 子 
串 都 是 b 的 旋转 词 ， 并 且 b2 中 包含 字符 串 b 的 所 有 旋转 词 。 所 以 这 种 方法 
是 有 效 的 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 isRotation 方 法 。 


public boolean isRotation(String a, String b) { 


if (a == null || b == null || a.length() ! = b.1 
ength()) i 


return false; 


) 
String b2 = b + b; 


return getIndexOf(b2, a) ! = -1; // getIndexOf - 
> KMP Algorithm 


} 


isRotation 方 法 中 getIndexOf 函 数 的 功能 是 如 果 b2 中 包含 a， 则 返回 a 在 b2 中 
的 开始 位 置 ， 如 果 不 包 含 a， 则 返回 -1， 即 getIndexOf 是 解决 匹配 问题 的 函 
数 ， 如 果 想 让 整个 过 程 在 O (N ) 的 时 间 复 杂 度 内 完成 ， 那 么 字符 串 匹 配 问 
题 也 需要 在 O(N ) 的 时 间 复 杂 度 内 完成 。 这 正 是 KMP 算 法 做 的 事情 ， 
getIndexOf 函数 束 是 KMP 算 法 的 实现 。 帮 要 了 解 KMP 算 法 的 过 程 和 实 
现 ， 请 参看 本 书 “KMP 算 法 ”的 内 容 。 


将 整数 字符 串 转 成 整数 值 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 sr， 如 果 str 符 合 日 常 书写 的 整数 形式 ， 并 且 属于 32 位 束 
数 的 范围 ， 返 回 str 所 代表 的 整数 值 ， 否 则 返回 0。 


【举例 】 
str="123"， 返 回 123。 
str="023"， 因 为 "023" 不 符合 日 常 的 书写 习惯 ， 所 以 返回 0。 


str="A13"， 返 回 0。 


str="0", RIO ° 


str="2147483647"， 返 回 2147483647 ° 
str="2147483648"， 因 为 洲 出 了 ， 所 以 返回 0 。 
str="-123"， 返 回 -123。 

【难度 】 

kl dir 

【解答 】 


解决 本 题 的 方法 有 很 多 ， 本 书 仅 提供 一 种 供 读者 参考 。 首 先 检查 str 是 否 
符合 日 党 书写 的 整数 形式 ， 具 体 判 晰 如 下 : 


1 如果 str 不 以 二 "开头 ， 也 不 以 数字 字符 开头 ， 例 如 ，str=="A12"， 返 回 


false。 


2. 如 果 str 以 “-” 开 头 。 但 是 str 的 长 度 为 1， 即 str=="-"， 返 回 false。 如 果 str 
的 长 度 大 于 1， 但 是 “的 后 面 紧 跟着 “0”， 例 如 ，str=="-0" 或 "-012"， 返 回 


false。 


3. 如 果 str 以 “0 开头 ， 但 是 str 的 长 度 大 于 1， 例 如 ，str=="023"， 返 回 


false。 


4. 如 采 经 过 步骤 1 一 步骤 3 都 没有 返回 ， 接 下 来 检查 str[1..N-H] 是 否 都 是 数 
字 字 符 ， 如 果 有 一 个 不 是 数字 字符 ， 返 回 false。 如 果 都 是 数字 字符 ， 说 
明 str 符 合 日 常 书写 ， 返 回 true。 


具体 检查 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isValid 方 法 。 


public boolean isValid(char[] chas) { 


if (chas[o] ! = ' 
' && (chas[0] < '0' || chas[O] > '9')) I 


return false; 


if (chas[0] == ' 


' && (chas.length == 1 || chas[1] == '0')) I 


return false; 


) 

if (chas[0] == '0' && chas.length > 1) { 
return false; 

) 


for (int i = 1; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] < '0' || chas[i] > '9') I 


return false; 


) 


return true; 


如 采 str 不 符合 日 常 书写 的 整数 形式 ， 根 据 题 目 要 求 ， 直 接 返 回 0 即 可 。 如 
果 符 合 ， 则 进行 如 下 转换 过 程 : 


1. 生成 4 个 变量 。 布 尔 型 常量 posi， 表 示 转 换 的 结果 是 负数 还 是 非 负 数 ， 

这 完全 由 str 开 头 的 字符 决定 ， 如 果 以 “-” 开 头 ， 那 么 转换 的 结果 一 定 是 负 
4, M] posi Å false, F NI posi Å true © # AY Å Œ ming, ming 等 于 
IntegerMIN_VALUE/10， 即 32 位 整数 最 小 值 除 以 10 得 到 的 商 ， 其 意义 稍 
后 说 明 。 整 型 常量 minr，minr 等 于 IntegerMIN_VALUE%10， 即 32 位 整数 
最 小 值 除 以 10 得 到 的 余数 ， 其 意义 稍 后 说 明 。 整 型 变量 res， 转 换 的 结 
果 ， 初 始 时 res=0。 


2.32 位 整数 的 最 小 值 为 -2147483648，32 位 整数 的 最 大 值 为 2147483647 ° 
可 以 看 出 ， 最 小 值 的 绝对 值 比 最 大 值 的 绝对 值 大 1， 所 以 转换 过 程 中 的 绝 
对 值 一 律 以 负数 的 形式 出 现 ， 然 后 根据 posi 决 定 最 后 返回 什么 。 比 如 
str="123"， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -123，posi=true， 所 以 最 后 返回 123。 再 
如 str="-123" ， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -123 ，posi=false ， 所 以 最 后 返 
回 -123。 比 如 str="-2147483648" ， 转 换 完 成 后 的 结果 是 -2147483648 , 

posi=false， 所 以 最 后 返回 -2147483648。 比如 str="2147483648"， 转 换 完成 


后 的 结果 是 -2147483648 ，posi=true ， 此 时 发 现 -2147483648 变 成 
2147483648 会 产生 液 出， 所 以 返回 0。 也 就 是 说 ， 既 然 负 数 比 正 数 拥有 更 
大 的 绝对 值 范 围 ， 那 么 转换 过 程 中 一 律 以 负数 的 形式 记录 绝对 值 ， 最 后 
再 决定 返回 的 数 到 底 是 什么 。 


3. 如果 str 以 :开头 ， 从 str[1] 开 始 从 左 往 右 遇 历 str， 否 则 从 str[0] 开 始 从 磊 
IEA str o 举例 说 明 转 换 过 程 ， 比 如 str="123"， 人 遍历 到 21? 时， 
res=res*10+(-1)==-1, TEN 2*BT, res=res*10+(-2)==-12, GA B13’ AY, 
res=res*10+(-3)==-123 + 比如 str="-123"， 字 符 '-* 跳 过 ， 从 字符 ;1 开始 遍 
JA, res=res*10+(-1)==-1, JA £1>2* Hf, res=res*10+(-2)==-12, X Jj 
2l73”ET, res=res*10+(-3)==-123 ° HJ HIT FE FF AN Fl tres Am ti T? 
假设 当前 字符 为 a， 那 么 '0' -a 就 是 当前 字符 所 代表 的 数字 的 负数 形式 ， 记 
为 cur。 如果 在 res 加 上 上 cur 之前， 发 现 res 已 经 小 于 minq， 那 么 当 res 加 上 cur 
之 后 一 定 会 洪 出 ， 比 如 str="3333333333"， 遍 历 完 倒 数 第 二 个 字符 后 ， 
res==-333333333 < ming==-214748364， 所 以 当 遍 历 到 最 后 一 个 字符 时 ， 
res*10 肯 定 会 产生 洲 出 。 如 果 在 res 加 上 cur 之 前 ， 发 现 res 等 于 minqgd， 但 又 
发 现 cur 小 于 minr ， 那 么 当 res 加 上 cur 之 后 一 定 会 港 出， 比如 
str="2147483649" ， 通 历 完 倒数 第 二 个 字符 后 ，res==-214748364 == 
minq， 当 遍历 到 最 后 一 个 字符 时 发 现 有 res==minq， 同 时 也 发 现 cur==-9 < 
minr==-8， 那 么 当 res 加 上 cur 之 后 一 定 会 洲 出 。 出 现任 何 一 种 洲 出 情况 
上 时， 直接 返回 0。 

4. 亿 历 后 得 到 的 res 根 据 posi 的 符号 决定 返回 值 。 如 果 posi 为 ttue， 说 明 结 
果 应 该 返回 正 ， 否 则 说 明 应 该 返回 负 。 如 有 果 res 正 好 是 32 位 整数 的 最 小 
值 ， 同 时 又 有 posi 为 tue， 说 明 淤 出 ， 直 接 返 回 0。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 convert 方 法 。 


public int convert(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) { 
return 0; // 不 能 转 
} 
char[] chas = str.toCharArray(); 


if (! isValid(chas)) { 


return 0; // 不 能 转 
} 
boolean posi = chas[0] == ' -' ? false : true; 
int minq = Integer.MIN VALUE / 10; 


int minr = Integer.MIN VALUE % 10; 


int res 0; 
int cur = 0; 


for (int i = posi ? 0 : 1; i < chas.length; i++) 


cur = '0' - chas[i]; 


if ((res < minq) || (res == minq && cur 
< minr)) { 


return 0; // 不 能 转 


} 


res = res * 10 + cur; 


} 


if (posi && res == Integer.MIN VALUE) { 
return 0; // 不 能 转 


} 


return posi ? -res : res; 


蔡 换 字符 串 中 连续 出 现 的 指定 字符 串 


【题目 】 


给 定 三 个 字符 串 str、 from 和 to， 把 str 中 所 有 from 的 子 捉 全 部 葵 换 成 to 字符 
E, ， 对 连续 出 现 from 的 部 分 要 求 只 替换 成 一 个 to 字符 串 ， 返 回 最 终 的 结果 


ZAR 


FFP o 

【举例 】 

str="123abc"，from="abc"，to='"4567"， 返 回 "1234567" ° 
str="123"，from="abc"，to='"456"， 返 回 "123" ° 

str="123abcabc", from="abc", to="X", JX[F]"123X" ° 

【难度 】 

E Jo 

【解答 】 

解决 本 题 的 方法 有 很 多 ° 本 书 仅 提 供 一 种 供 读者 参考 。 如 果 把 str 看 作 字 
符 类 型 的 数组 ， 首 先 把 str 中 from 部 分 所 有 位 置 的 字符 编码 设 为 0 ( 即 空 字 
符 ) ， 比 如 ，str="12abcabca4"，from="abc"， 人 处 理 后 str 为 [1'，'2' ，0， 
0, 0, 0, 0, 0, 由， 路] 。 具体 过 程 如 下 


1. 生成 整 型 变量 match， 表 示 目 前 匹配 到 from 字 符 串 的 什么 位 置 ， 初 始 
时 ，match=0 ° 


2. 从 左 到 右 电 历 str 中 的 每 个 字符 ， 假 设 当前 遍历 到 str[] 。 


3. 如 果 str[ij==from[match]。 如 果 match 是 from 最 后 一 个 字符 的 位 置 ， 说 
Hsr P ZH T from Fi, MA MEREM 个 位 置 ， 都 把 字符 编码 
设 为 0，M 为 from 的 长 度 ， 设 置 完 成 后 令 match=0。 如 果 match 不 是 from 最 
后 一 个 字符 的 位 置 ， 令 match++。 继续 遍历 str 的 下 一 个 字符 。 


4， 如 果 str[i]! =from[match]， 说 明 匹 配 失 败 ， 令 match=0， 即 回 到 from 开 
头 重新 匹配 。 继 续 遍 历 str 的 下 一 个 字符 。 

通过 上 面 的 过 程 ， 接 下 来 替换 束 比 较 容 易 ， 比 如 [1 '2', 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 中 ，'4']， 将 不 为 0 的 区 域 拼 在 一 起 ， 连 续 为 0 的 部 分 用 to 来 蔡 换 ， 
即 "12"+to+"a4" 即 可 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 replace 方 法 。 


public String replace(String str, String from, String to 
) I 


if (str == null || from == null || str.equals("" 
) || from.equals("")) I 


return str; 


} 


char[] chas 


str.toCharArray(); 
char[] chaf = from.toCharArray(); 
int match = 0; 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) I 
if (chas[i] == chaf[match++]) { 
if (match == chaf.length) { 


clear(chas, i, chaf.leng 


th); 
match = 0; 
) 
} else { 
match = 0; 
} 
} 
String res = ""; 
String cur = ""; 


for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (chas[i] ! = 0) I 


cur = cur + String.valueOf(chas[ 


il); 


} 


if (chas[i] == 0 && (i == 0 || chas[i - 


1] ! =0)) { 
res = res + cur + to; 
cur = ""; 
} 
} 
if (! cur.equals("")) { 
res = res + cur; 
} 
return res; 
} 


public void clear(char[] chas, int end, int len) { 
while (len-- ! = 0) I 


chas[end--] = 0; 


FAST FE 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 str 的 统计 字符 串 。 例 如 ，"aaabbadddffc" 的 统计 
字符 串 为 ra 3 b 2 a 1 d3f2 cl" 


【补充 题目 】 


给 定 一 个 字符 串 的 统计 字符 串 cstr， 再 给 定 一 个 整数 index， 返回 cstr 所 代 
表 的 原始 字符 串 上 的 第 index 个 字符 。 例 如 ，"a_1_b_100" 所 代表 的 原始 字 
符 嘻 上 第 0 个 字符 是 'a'"， 第 50 个 字符 是 ’'b'。 


【难度 】 
I HS 
CFE] 


原 问 题 。 解 决 原 问题 的 方法 有 很 多 ， 本 书 仅 提供 一 种 供 读 者 参考 。 具 体 
过 程 如 下 : 


1 如果 str 为 空 ， 那 么 统计 字符 串 不 存在 。 


2. 如果 str 不 为 空 。 首 先生 成 String 类 型 的 变量 res， 表 示 统 计 字 符 串 ， 还 
有 整 型 变量 num， 代 表 当 前 字符 的 数量 。 初 始 时 字符 串 res 只 包含 str 的 第 0 
个 字符 (str[0])， 同 时 num=1 。 


3. Ms ME FU, MAPA str, Bue ND Ai 位置。 如 果 
str[i==str[i-1， 说 明 当 前 连续 出 现 的 字符 (str[i-1) 还 没 结束 ， 令 num++， 

然后 继续 遍历 下 一 个 字符 。 如 果 str[i! =str[i-1]， 说 明 当 前 连续 出 现 的 字符 
(strli-1 DE AER, Sres=res+" "+num+" "+str[i], AE Snum=1, SOE 
ARS 4% -| DMB BHA ol Fit AA, EF OG 
Ji "aaabbadddffc" Z Bi], res="a", num=1 ° MH str[192]1H, fa —É 4h 
在 连续 的 状态 ， 所 以 num 增 加 到 3。 明 历 str[3] 时 ， 字 符 ?a" 连 续 状 态 停止 ， 

Åres=res+" "+"3"+" "+"p" (Ela 3 b") , num=1 ° Wi str[4], FÅ DE 
ÆRA, numse] 2 ° iD str[S]AY, FREE RAE LE, Sres 
为 "a_3 b 2 a"，num=1。 依 此 类 推 ， 当 遍历 到 最 后 一 个 字符 时 res 


4. 对 于 步骤 3 中 的 每 一 个 字符 ， 无 论 连续 还 是 不 连续 ， 都 是 在 发 现 一 个 
新 字符 的 时 候 再 将 这 个 字符 连续 出 现 的 次 数 放 在 res 的 最 后 。 所 以 当 遍 万 
结束 时 ， 最 后 字符 的 次 数 还 没有 放 入 res， 所 以 最 后 令 res=rest+"_"+num ° 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getCountString 方 法 。 


public String getCountString(String str) { 


if (str == null || str.equals("")) I 


Wit 
LA 


return 
} 
char[] chs = str.toCharArray(); 
String res = String.valueOf(chs[0]); 
int num = 1; 
for (int i = 1; i < chs.length; i++) I 
if (chs[i] ! = chs[i - 1]) I 


res = concat(res, String.valueOf(num), S 
tring.valueOf(chs[i])); 


num = 1; 
} else { 


num++; 


} 


return concat(res, String.valueof (num), ""); 


} 
public String concat(String si, String s2, String s3) { 


return s1 + " " + s2 + (S3.equals("") ? s3 : 
+ s3); 


补充 问题 。 求 解 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 布尔 型 变量 stage，stage 为 true 表 示 目 前 处 在 遇 到 字符 的 阶段 ，stage 为 
false 表 示 目 前 处 在 遇 到 连续 字符 统计 的 阶段 。 字 符 型 变量 cur， 表 示 在 上 
一 个 遇 到 字符 阶段 时 ， 遇 到 的 是 cur 字 符 。 整 型 变量 num， 表 示 在 上 一 个 
遇 到 连续 字符 统计 的 阶段 时 ， 字 符 出 现 的 数量 。 整 型 变量 sum， 表 示 目 前 


遍历 到 cstr 的 位 置 相当 于 原 字符 串 的 什么 人 位置。 初始 时 ，stage=true， 
cur=0 (字符 编码 为 0 表示 空 字 符 ) ，num=0，sum=0。 


2. 从 左 到 右 遍 历 cstr， 举 例 说 明 这 个 过 程 cstr="a 100 b 2 c 4", 
index=105 ° W Séstr[OJ==a Ja, WR PIB SIF FF’ a, Blcur='a' o 744] 


str[1]== '“， 表 示 该 转 阶段 了 ， 从 允 到 字符 的 阶段 变 为 遇 到 连续 字符 统计 
的 阶段 ， 即 stage=! stage。 遇 到 str[2]=='1 H}, num=1; 过 到 str[3]=='0? 时 ， 
num=10; 遇 到 str[4]=='0: 时 ，num=100;， 遇 到 str[5]==' '， 表 示 遇 到 连续 


字符 统计 的 阶段 变 为 遇 到 字符 的 阶段 ; 遇 到 str[6]==b'， 一 个 新 的 字符 出 
现 了 ， 此 时 令 sum+=num 〈 即 sum=100) ，sum 表 示 目 前 原 字 符 串 走 到 什 
么 位 置 了 ， 此 时 发 现 sum 并 未 到 达 index 人 位置， 说 明 还 要 继续 遍历 VMR 
FEET Fb, Blcur=b, AA Snum=0, AIF ae ALTO AG 
成 ， 现 在 hum 开始 表 示 字 符 'b? 的 连续 数量 。 也 就 是 说 ， 每 遇 到 一 个 新 的 
字符 ， 都 把 上 一 个 已 经 完成 的 统计 数 num 加 到 sum 上 ， 再 看 sum 是 否 到 达 
index， 如 果 已 到 达 ， 就 返回 上 一 个 字符 cur， 如 果 没 到 达 ， 束 继续 遍历 。 


3. 每 个 字符 的 统计 都 在 遇 到 新 字符 时 加 到 sum 上 ， 所 以 当 遇 历 完 成 时 ， 
最 后 一 个 字符 的 统计 数 并 不 会 加 到 sum 上 ， 最 后 要 单独 加 。 
具 


体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getCharAt 方 法 。 


public char getCharAt(String cstr, int index) { 
if (cstr == null || cstr.equals("")) { 
return 0; 
) 
char[] chs = cstr.toCharArray(); 
boolean stage = true; 
char cur = 0; 
int num = 0; 
int sum = 0; 
for (int i = 0; i! = chs.length; i++) { 


if (chs[i] == ' _') { 


stage = ! stage; 
} else if (stage) { 
sum += num; 
if (sum > index) { 


return cur; 


num = 0; 
cur = chs[i]; 
} else { 


num = num * 10 + chs[i] - '0' 


r 


) 


return sum + num > index ? cur : 0; 


判断 字符 数组 中 是 否 所 有 的 字符 都 只 出 
现 过 一 次 
CE 


给 定 一 个 字符 类 型 数组 chas[]， 判 断 chas 中 是 否 所 有 的 字符 都 只 出 现 过 一 
次 ， 请 根据 以 下 不 同 的 两 种 要 求实 现 两 个 钞 数 。 


【举例 】 
chas=['a', ‘b', 'c'], 2X{fltrue; chas=['1', '2', '1'], ;XFEfalse ° 
【要 求 】 


1. 实现 时 间 复 杂 度 为 O (CN ) 的 方法 。 


空间 复杂 度 为 0 (1) 的 前 提 下 ， 请 实现 时 间 复 洒 度 尽量 低 的 
7 


DERE] 
按 要 求 1 实现 的 方法 E suv 
按 要 求 2 实现 的 方法 尉 ror 
【解答 】 
要 求 1°。 怖 历 一 过 chas， 用 map 记 孙 每 种 字符 的 出 现 情况 ， 这 样 束 可 以 在 


遍历 时 发 现 字 符 重 复出 现 的 情况 ，map 可 以 用 长 度 固定 的 数组 实现 ， 也 可 
以 用 哈 硕 表 实 现 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isUnique1 方 法 。 


public boolean isUniquei(char[] chas) { 
if (chas == null) I 
return true; 
) 
boolean[] map = new boolean[256]; 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 
if (map[chas[i]]) { 
return false; 
) 
map[chas[i]] = true; 


) 


return true; 


要 求 2。 整 体 思 路 是 先 将 chas 排 序 ， 排 序 后 相同 的 字符 束 放 在 一 起 ， 然 后 
判断 有 没有 重复 字符 束 会 变 得 非常 容易 ， 所 以 问题 的 关键 是 选择 什么 样 
的 排序 算法 。 因 为 必须 保证 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 所 以 本 题 是 考查 面 
二 者 对 经 典 排 序 算法 在 额外 空间 复杂 上 度 方面 的 理解 程度 。 首 先 ， 任 何 时 
间 复 杂 度 为 O (CN) 的 排序 算法 做 不 到 额外 空间 复杂 度 为 O (1)， 因 为 这 些 排 
序 算法 不 是 基于 比较 的 排序 算法 ， 所 以 有 多 少 个 数 都 得 * 装 下 ”， 然 后 按 
照 一 定 顺序 “ 倒 出 ”来 完成 排序 。 具 体 细 区 请 读者 查阅 相关 图 书 中 有 关 桶 
排序 、 基 数 排序 、 计 数 排序 等 内 容 。 然 后 看 时 间 复 杂 度 O (N logN ) 的 排序 
算法 ， 常 见 的 有 归并 排序 、 快 速 排序 、 希 尔 排 序 和 堆 排 序 。 归 并 排序 首 
先 被 排除 ， 因 为 归并 排序 中 有 两 个 小 组 合并 成 一 个 大 组 的 过 程 ， 这 个 过 
程 需要 辅助 数组 才能 完成 ， 尽 管 归 并 排序 可 以 使 用 手 播 算法 将 额外 空间 
复杂 度 降 至 O (1)， 但 这 样 最 差 情况 下 的 时 间 复 杂 度 会 因此 上 升 至 O (N 
)。 人 快速 排序 也 被 排除 ， 因 为 无 论 选 择 递 归 实 现 还 是 非 递归 实现 ， 快 速 排 
序 的 额外 空间 复杂 度 最 低 ， 为 O (ogN )， 不 能 达到 O (1) 的 程度 。 希 尔 排 
序 同样 被 排除 ， 因 为 布尔 排序 的 时 间 复 洒 度 并 不 国定， 成败 完 全 在 于 步 
长 的 选择 ， 如 末 选 择 不 当 ， 时 间 复 光度 会 变 成 O(N*)。 这 四 种 经 典 排序 
中 ， 只 有 堆 排 序 可 以 做 到 额外 空间 复 洒 度 为 0 DØGN, HEIS AE 
还 能 稳定 地 保持 O (N logN )。 那 么 堆 排序 就 是 答案 ， 面 试 者 似乎 只 要 写 出 
堆 排 序 的 大 体 过 程 ， 要 求 2 的 实现 束 能 完成 


但 遗憾 的 是 ， 虽 然 堆 排序 的 确 是 答案 ， 但 大 部 分 资料 提供 的 扒 排 序 的 实 
现 却 是 基于 递归 函数 实现 的 。 而 我 们 知道 递归 函数 需要 使 用 函数 栈 空 
间 ， 这 样 堆 排序 的 额外 空间 复杂 度 承 增加 至 O (logN )。 所 以 ， 如 果真 正 想 
达到 要 求 2 的 实现 ， 面 试 者 需要 用 非 递 归 的 方式 实现 堆 排 序 。 要 求 2 的 实 
1 中 的 isUnique2 方 法 ， 其 中 的 heapSort 方 法 是 堆 排 序 的 非 
递归 实现 。 


public boolean isUnique2(char[] chas) { 
if (chas == null) { 
return true; 
) 
heapSort(chas); 
for (int i = 1; i < chas.length; i++) { 


if (chas[i] == chas[i - 1]) I 


return false; 


} 


return true; 


public void heapSort(char[] chas) { 
for (int i = 0; i < chas.length; i++) I 
heapInsert(chas, i); 
) 
for (int i = chas.length - 1; i > 0; i--) { 
swap(chas, 0, i); 


heapify(chas, ©, i); 


public void heapInsert(char[] chas, int i) { 


int parent 0; 
while (i ! = 0) { 
parent = (i - 1) / 2; 
if (chas[parent] < chas[i]) I 
swap(chas, parent, i); 
i = parent; 
} else { 


break; 


public void heapify(char[] chas, int i, int size) { 
int left = i * 2 + 1; 


int right = i * 2 + 2; 


int largest I; 
while (left < size) { 
if (chas[left] > chas[i]) { 
largest = left; 
} 


if (right < size && chas[right] > chas[l 
argest]) { 


largest = right; 


} 
if (largest ! = i) { 
swap(chas, largest, i); 
} else { 
break; 
} 


i = largest; 
left = i” 2 + 1; 


right = i * 2 + 2; 


public void swap(char[] chas, int index1, int index2) { 
char tmp = chas[index1]; 
chas[index1] = chas[index2]; 


chas[index2] = tmp; 


> x, 
在 有 序 但 含有 衬 的 数组 中 查找 字符 串 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 数 组 strs[]， 在 strs 中 有 些 位 置 为 null， 但 在 不 为 null 的 位 置 
上 ， 其 字符 串 是 按照 字典 顺序 由 小 到 大 依次 出 现 的 。 再 给 定 一 个 字符 串 
str， 请 返回 str 在 strs 中 出 现 的 最 左 的 位 置 。 
【举例 】 


strs=[null, "a", null, "a", null, "b", null, "c"], str="a", VE 1 ° 


strs=[null, "a", null, "a", null, "b", null, "c'], str=null, FE strHj 
null， 就 返回 -1 ° 


strs=[null, "a"，null,，"a"，null，"b"，null,，"c"]，str="d"， 返 回 -1 。 
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本 题 的 解法 尽 可 能 多 地 使 用 了 二 分 查找 ， 具 体 过 程 如 下 ; 


1. 假设 在 strs[left,.right] 上 进行 查找 的 过 程 ， 全 局 整 型 变量 res 表 示 字 符 串 
str 在 strs 中 最 左 的 位 置 。 初 始 时 ，left=0，right=strs.length-1，res=-1。 


2. 令 mid=deft+righb/2， 则 strs[rmid] 为 strs[left..right 中 间 位 置 的 字符 串 。 


3. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 st 一样， 说 明 找 到 了 str， 令 res=mid。 但 要 找 的 
是 最 左 的 位 置 ， 所 以 还 要 在 左 半 区 寻找 ， 看 有 没有 更 左 的 str 出 现 ， 所 以 
令 right=mid-1， 然 后 重复 步骤 2。 


4. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 str 不 一 样 ， 并 且 strsrmid]! =null， 此 时 可 以 比较 
strs[rmid] 和 str， 如 果 strsmid] 的 字典 顺序 比 sr 小 ， 说 明 整 个 左 半 区 不 会 出 
现 sr， 需 要 在 右 半 区 寻找 ， 所 以 令 left=mid+1， 然 后 重复 步骤 2。 


5. 如 果 字 符 串 strs[mid] 与 str 不 一 样 ， 并 且 strs[mid]==null， 此 时 从 mid 开 
始 ， 从 右 到 左 遍 历 左 半 区 ( 即 strs[left..mid]) 。 如 果 整 个 左 半 区 都 为 
null， 那 么 继续 用 二 分 的 方式 在 右 半 区 上 查找 ( 即 令 left=mid+1) ， 然 后 
ER © REN ARK AA null, BOX MA EA EN strs[left..mid] 
时 ， 发 现 第 一 个 不 为 nul 的 位 置 是 ， 那 么 把 sr 和 strs[ 寺 进行 比较 。 如 果 
strs[ 记 字典 顺序 小 于 str， 同 样 说 明 整 个 左 半 区 没有 str， 令 left=mid+1， 然 后 
重复 步骤 2。 如 果 strs[j 字 典 顺 序 等 于 str， 说 明 找到 str， 令 res=mid， 但 要 
找 的 是 最 左 的 位 置 ， 所 以 还 要 在 strs[left..i-1] 上 寻找 ， 看 有 没有 更 左 的 str 
出 现 ， 所 以 令 right=i -1， 然 后 重复 步骤 2。 如 果 strs[i] 字 典 顺 序 大 于 str， 说 
明 strs[i..right] 上 都 没有 str， 需 要 在 strs[left..i-1] 上， 所 以 令 right=i -1， 然 后 
重复 步 又 2。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getIndex 方 法 。 


public int getIndex(String[] strs, String str) { 


if (strs == null || strs.length == 0 || str == n 
ull) { 


return -1; 


int res = -1; 
int left = 0; 
int right = strs.length - 1; 
int mid = 0; 


int i = 0; 


ls(str)) I 
) i 
i >= left) 


o(str) < 0) { 


) ? i : res; 


while (left <= right) { 
mid = (left + right) / 2; 


if (strs[mid] ! = null && strs[mid].equa 


res = mid; 
right = mid - 1; 
} else if (strs[mid] ! = null) I 


if (strs[mid].compareTo(str) < 0 


left = mid + 1; 
} else { 


right = mid - 1; 


i = mid; 
while (strs[i] == null && -- 


了 


if (i < left || strs[i].compareT 


left = mid + 1; 
} else { 


res = strs[i].equals(str 


right =i - 1; 


} 


return res; 


FAT ENE TER 
CHE] 
给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas[]，chas 右 半 区 全 是 空 字符 ， 左 半 区 不 含有 
空 字符 。 现 在 想 将 左 半 区 中 所 有 的 空格 字符 蔡 换 成 "%20"， 假 设 chas 右 半 
区 足够 大 ， 可 以 满足 替换 所 需要 的 空间 ， 请 完成 替换 函数 。 
【举例 】 


如 果 把 chas 的 左 半 区 看 作 字 符 串 ， 为 "ab c"， 假 设 chas 的 右 半 区 足够 大 。 
替换 后 ，chas 的 左 半 区 为 "a9%620b9%6209%620c" 。 


[ER] 

替换 函数 的 时 间 复 杂 度 为 O (W )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 

【补充 题目 】 

给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas[]， 其 中 只 含有 数字 字符 和 “*” 字 符 。 现 在 想 
ss 字符 挪 到 chas 的 左边 ， 数 字 字 符 挪 到 chas 的 右边 。 请 完成 调 
【举例 ]】 

如 果 把 chas 看 作 字符 串 ， 为 "12**345"。 调 整 后 chas 为 "**12345"。 

【要 求 】 

1. 调整 画 数 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 

2. 不 得 改变 数字 字符 从 左 到 右 出 现 的 顺序 。 

DER] 
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【解答 】 


原 问 题 。 遍 历 一 遇 可 以 得 到 两 个 信息 ，chas 的 左 半 区 有 多 大 ， 记 为 len， 
左 半 区 的 空格 数 有 多 少 ， 记 为 nm， 那 么 可 知 空格 字符 被 “%20” 赫 代 后 ， 
长 度 将 是 lan+2x*num。 接 下 来 从 左 半 区 的 最 后 一 个 字符 开始 倒 着 遇 历 F 
时 将 字符 复制 到 新 长 度 最 后 的 位 置 ， 并 依次 同 左 倒 着 复制 。 人 过 到 空格 字 
符 束 依次 把 “0”、“2” 和 “%” 进 行 复 制 。 这 样 束 可 以 得 到 替换 后 的 chas 数 
组 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 replace 方 法 。 


public void replace(char[] chas) { 
if (chas == null || chas.length == 0) I 
return; 
) 
int num = 0; 
int len = 0; 


for (len = 0; len < chas.length && chas[len] ! = 
0; len++) { 


if (chas[len] == ' ') I 


num++; 


) 
int j = len + num * 2 - 1; 
for (int i= len - 1; i > -1; i--) I 
Testet! 
chas[j--] = chas[il; 
} else { 


chas[j--] = '0' ; 
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补充 问题 。 依 然 是 从 右 向 左 倒 着 复制 ， 遇 到 数字 字符 则 直接 复制 ， 遇 
到 “*> 字 符 不 复制 。 当 把 数字 字符 复制 完 ， 把 左 半 区 全 部 设置 成 “ee" 即 可 。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 modify 方 法 。 


public void modify(char[] chas) { 
if (chas == null || chas.length == 0) I 
return; 
) 
int j = chas.length - 1; 
for (int i = chas.length - 1; i > -1; i--) I 
if (chas[i] ! =' *') I 


chas[j--] = chas[i]; 


字符 串 问题 也 和 这 
题目 都 是 考查 代码 


以 上 两 道 题目 都 是 利用 倒 着 复制 这 个 技巧 ， 其 实 
个 小 技巧 有 关 。 字 符 串 的 面试 题 一 般 不 会 太 难 ， 


实现 能 力 的 。 
翻转 字符 品 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 chas， 请 在 单词 间 做 逆序 调整 。 只 要 做 到 单词 顺 
序 逆序 即 可 ， 对 空格 的 位 置 没 有 特别 要 求 。 


【举例 】 
如 果 把 chas 看 作 字 符 串 为 "dog loves pig"， 调 整 成 "pig Loves dog" ° 


如 果 把 chas 看 作 字 符 串 为 "Tm a student."， 调 整 成 "student. a I'm" ° 
【补充 题目 】 


给 定 一 个 字符 类 型 的 数组 qhas 和 一 个 整数 size， 请 把 大 小 为 size 的 左 半 区 
整体 移 到 右 半 区 ， 右 半 区 整体 移 到 左边 。 


【举例 】 
如 果 把 chas 看 作 字 符 串 为 "ABCDE"，size=3， 调 整 成 "DEABC"。 
【要 求 】 


RR 两 道 题 都 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (W)， 额 外 空间 复杂 度 
NO (1) ° 


【难度 】 
E HR 
【解答 】 
原 问题 。 首 移 把 chas 整 体 逆 序 。 在 逆序 之 后 ， 通 历 chas 找 到 每 一 个 单词 ， 


然后 把 每 个 单词 里 的 字符 逆序 即 可 。 比 如 “dog loves pig”, 先 整体 逆序 变 
为 “gip sevol god”， 然 后 每 个 单词 进行 逆序 处 理 惑 变 成 了 “pig loves dog” ° 


V 


逆序 之 后 找 每 一 个 单词 的 逻辑 ， 做 到 不 出 错 即 可 。 全 部 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 rotateWord 方 法 。 


public void rotateword(char[] chas) { 


if (chas == null || chas.length == 0) { 


return; 
) 
reverse(chas, 0, chas.length - 1); 
int 1 = -1; 
int r = -1; 


for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 


if (chas[i] !=' ') € 
l =i == 0 || chas[i - 1] == ' ' ? i 
yale 
r = i == chas.length - 1 || chas[i + 
iJ a ean ET 
) 
if (1 ! = -1 && r ! = -1) I 


reverse(chas, 1, r); 
1 = -1; 


r= -1; 


public void reverse(char[] chas, int start, int end) { 


char tmp = 0; 

while (start < end) { 
tmp = chas[start]; 
chas[start] = chas[end]; 
chas[end] = tmp; 
start++; 


end--; 


补充 问题 ， 方 法 一 。 先 把 chas[0..size-1] 部 分 逆序 ， 再 把 chas[size..N-1] 部 分 
逆序 ， 最 后 把 chas 整 体 逆 序 即 可 。 比 如 ，chas="ABCDE"，size=3。 先 把 
chas[0..2] 部 分 逆序 ，chas 变 为 "CBADE"， 再 把 chas[3..4] 部 分 逆序 ，chas 变 
为 "CBAED"， 最 后 把 chas 整 体 逆序 ，chas 变 为 "DEABC"。 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 rotatel 方 法 。 


public static void rotatei(char[] chas, int size) { 


if (chas == null || size <= 0 || size >= chas.le 
ngth) { 


return; 
} 
reverse(chas, 0, size - 1); 
reverse(chas, size, chas.length - 1); 


reverse(chas, 0, chas.length - 1); 


方法 二 。 用 举例 的 方式 来 说 明 这 个 过 程 chas="1234567ABCD" , 
size=7 ° 


1. 左 部 分 为 "1234567"， 右 部 分 为 "ABCD'"， 右 部 分 的 长 度 为 4， 比 左 部 
分 小 ， 所 以 把 左 部 分 前 4 个 字符 与 右 部 分 交换 ， chas[0..10] À 
为 "ABCD5671234"。 右 部 分 小 ， 所 以 右 部 分 "ABCD" 换 过 去 再 也 不 需要 移 
动 ， 剩 下 的 部 分 为 chas[4..10]= "5671234"。 左 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 
的 "1234" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 下 一 步 的 左 部 分 为 “567”。 


2， 左 部 分 为 "567"， 右 部 分 为 "1234"， 左 部 分 的 长 度 为 3， 比 右 部 分 小 ， 
所 以 把 右 部 分 的 后 3 个 字符 与 左 部 分 交换 ，chas[4..10] 变 为 "2341567"。 左 
部 分 小 ， 所 以 左 部 分 "567" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 下 的 部 分 为 
chas[4..7]= "2341"。 右 部 分 大 ， 所 以 换 过 来 的 "234" 视 为 下 一 步 的 左 部 
分 ， 下 一 步 的 右 部 分 为 "1"。 


3. 左 部 分 为 "234"， 右 部 分 为 "1" 。 右 部 分 的 长 度 为 1， 比 无 部 分 小 ， 所 以 
把 左 部 分 前 1 个 字符 与 右 部 分 交换 ，chas[4..7] 变 为 "1342"。 右 部 分 小 ， 所 
以 右 部 分 "1" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 下 的 部 分 为 chas[5..7]= "342"。 左 
ae 所 以 换 过 来 的 "2" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 下 一 步 的 左 部 分 
为 "34" 。 


4. 左 部 分 为 "34"， 石 部 分 为 "2"。 右 部 分 的 长 度 为 1， 比 左 部 分 小 ， 所 以 
把 无 部 分 前 1 个 字符 与 右 部 分 交换 ，chas[5..7] 变 为 "243"。 右 部 分 小 ， 所 以 
右 部 分 "2" 换 过 去 再 也 不 需要 移动 ， 剩 下 的 部 分 为 chas[6..7]= "43"。 左 部 
分 大 ， 所 以 换 过 来 的 "3" 视 为 下 一 步 的 右 部 分 ， 下 一 步 的 左 部 分 为 "4"。 


5. 左 部 分 为 "4 ， 右 部 分 为 "3" 。 一 旦 发 现 左 部 分 跟 右 部 分 的 长 度 一 样 ， 
那么 左 部 分 和 右 部 分 完全 交换 即 可 ，chas[6..7] 变 为 "34"， 整 个 过 程 结束 ， 
chas 已 经 变 为 "ABCD1234567"。 


如 果 每 一 次 左右 部 分 的 划分 进行 M 次 交换 ， 那 么 都 有 M 个 字符 再 也 不 需 
要 移动 ， 而 字符 数 一 共 为 N ， 所 以 交换 行为 最 多 发 生 N IK FIL, MAG 
一 次 划分 出 的 左右 部 分 长 度 一 样 ， 那 么 交换 完成 后 将 不 会 再 有 新 的 划 
分 ， 所 以 在 很 多 时 候 交 换行 为 会 少 于 N I © HU, chas="1234ABCD", 
size=4， 最 开始 左 部 分 为 "1234"， 右 部 分 为 "ABCD"， 左 右 两 个 部 分 完全 
交换 后 为 "ABCD1234"， 同 时 不 会 有 后 续 的 划分 ， 所 以 这 种 情况 下 一 共 只 
有 4 次 交换 行为 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 rotate2 方 法 。 


public void rotate2(char[] chas, int size) { 


if (chas == null || size <= 0 || size >= chas.le 
ngth) { 


t size) { 


} 


return; 


= 0; 
chas.length - 1; 
= size; 


= chas.length - size; 


s = Math.min(lpart, rpart); 


d = lpart - rpart; 


(true) { 


exchange(chas, start, end, s); 


if (d == 0) I 


) 
int start 
int end = 
int lpart 
int rpart 
int 
int 
while 
} 
} 
} 
S 
d 
) 


break; 
else if (d> 0) I 


start += s; 


lpart = d; 
else £ 

end -= s; 

rpart = -d; 


Math.min(lpart, rpart); 


lpart - rpart; 


public void exchange(char[] chas, int start, int end, 


in 


int i = end - size + 1; 

char tmp = 0; 

while (size-- ! = 0) I 
tmp = chas[start]; 
chas[start] = chas[i]; 


chas[i] = tmp; 


数组 中 两 个 字符 串 的 最 小 距离 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 捉 数 组 strs， 再 给 定 两 个 字符 溃 strt1 和 str2， 返 回 在 strs 中 strl 
与 str2 的 最 小 距离 ， EE 或 不 在 strs 中 ， 返 回 -1。 


【举例 】 


strs=["1", De dE Bare rs EPA T3 "1"], str1="1", str2="2", 返回 2 o 


strs=["CD"], str1="CD", str2="AB", G&[H]-1 ° 

【 进 阶 题目 】 

如 果 查 询 发 生 的 次 数 有 很 多 ， 如 何 把 每 次 查询 的 时 间 复 杂 度 降 为 O (1)? 
DER] 
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原 问 题 。 从 左 到 右 裔 历 strs， 用 变量 last1 记 有 杂 最 近 一 次 出 现 的 str1 的 位 置 ， 
用 变量 last2 记 录 最 近 一 次 出 现 的 str2 的 位 置 。 如 果 遍 历 到 str1， 那 么 i-last2 
的 值 就 是 当前 的 str1 和 左边 最 它 最 近 的 str2 之 间 的 距离 。 如 果 遇 历 到 str2 ， 
那么 jlast1 的 值 就 是 当前 的 str2 和 左边 最 它 最 近 的 str1 之 间 的 距离 。 用 变量 
min 记 录 这 些 距 离 的 最 小 值 即 可 。 请 参看 如 下 的 minDistance 方 法 。 


public int minDistance(String[] strs, String stri, Strin 
g str2) { 


if (stri == null || str2 == null) { 
return -1; 

) 

if (stri.equals(str2)) { 
return 0; 

} 

int last1 = -1; 

int last2 = -1; 

int min = Integer.MAX VALUE; 

for (int i = 0; i ! = strs.length; i++) { 


if (strs[i].equals(str1)) I 


min = Math.min(min, last2 == -1 
? min : i - last2); 
last1 = i; 
) 
if (strs[i].equals(str2)) { 
min = Math.min(min, last1 == -1 
? min : i - last1); 
last2 = i; 


) 
return min == Integer.MAX VALUE ? -1 : min; 


) 


进 阶 和 问题。 其 实 是 通过 数组 strs 先 生成 某 种 记录 ， 在 查询 时 通过 记录 进行 
查询 ， 本 书 提供 了 一 种 记录 的 结构 供 读者 参考 ， 如 果 strs 的 长 度 为 N Å 
么 生成 记录 的 时 间 复 洒 度 为 O(N *)， 记 录 的 空间 复杂 度 为 O(N*)， 在 生成 
记录 之 后 ， 单 次 查询 操作 的 时 间 复 杂 度 可 降 为 0(1)。 本 书 实现 的 记录 其 
实 是 一 个 哈 希 表 HashMap<String，HashMap<String，Integer>>， 这 是 一 个 
key 为 string 类 型 、value 为 哈 希 表 类 型 的 蛤 希 表 。 为 了 描述 清楚 ， 我 们 把 
这 个 哈 希 表 叫 作 外 蛤 希 表 ， 把 value 代 表 的 哈 希 表 叫 作 内 哈 锅 表 。 外 蛤 希 
表 的 key 代 表 strs 中 的 某 种 字符 串 ，key 所 对 应 的 内 哈 希 表 表 示 其 他 字符 串 
到 key FEHR NER > 比如 ， 当 sts 为 
[2] 时 ， 生 成 的 记录 如 下 OMAR) : 


key Value (Value 仍 为 一 个 哈 希 表 ， 记 为 内 哈 希 表 ，) 


1 ("2"，2) -> "1" 到 "2" 的 最 小 距离 为 2 
("3"，1) -> "1" 到 "3" 的 最 小 距离 为 1 
"2" ("1"，2) -> "2" 到 "1" 的 最 小 距离 为 2 
("3"，1) -> "2" 到 "3" 的 最 小 距离 为 1 
"3" ("1", 1) -> "3" 到 "1" 的 最 小 距离 为 1 


("2"，1) -> "3" 到 "2" 的 最 小 距离 为 1 


如 果 生 成 了 这 种 结构 的 记录 ， 那 么 查询 str1 和 str2 的 最 小 距离 时 只 用 两 次 
哈 布 查询 操作 就 可 以 完成 。 


如 下 代码 的 Record 类 就 是 这 种 记录 结构 的 具体 实现 ， 建 立 记 录 过 程 就 是 
Record 类 的 构造 函数 ，Record 类 中 的 minDistance 方 法 惑 是 做 单 次 查询 的 方 
IE © 


public class Record { 


private HashMap<String, HashMap<String, Integer>> re 
cord; 


public Record(String[] strArr) { 


record = new HashMap<String, HashMap<String, 
Integer>>(); 


HashMap<String, Integer> indexMap = new Hash 
Map<String, Integer>(); 


for (int i = 0; i ! = strArr.length; i++) { 
String curStr = strArr[i]; 
update(indexMap, curStr, i); 


indexMap.put(curStr, i); 


private void update(HashMap<String, Integer> indexMa 
p, String str, int i) { 


if (! record.containsKey(str)) { 


record.put(str, new HashMap<String, Integer> 


()); 
} 


HashMap<String, Integer> strMap = record.get(str 
); 


for (Entry<String, Integer> lastEntry : indexMap 
,entrySet()) I 


String key = lastEntry.getKey(); 
int index = lastEntry.getValue(); 


if (! key.equals(str)) { 


HashMap<String, Integer> lastMap = recor 
d.get(key); 


int curMin = i - index; 
if (strMap.containsKey(key)) { 
int preMin = strMap.get(key); 
if (curMin < preMin) { 
strMap.put(key, curMin); 
lastMap.put(str, curMin); 
) 
} else { 
strMap.put(key, curMin); 


lastMap.put(str, curMin); 


public int minDistance(String stri, String str2) { 
if (stri == null || str2 == null) { 
return -1; 
) 
if (stri.equals(str2)) { 
return 0; 


} 


if (record.containskey(stri) && record.get(stri) 
.containskey(str2)) { 


return record.get(stri).get(str2); 


} 


return -1; 


添加 最 少 字 符 使 字符 串 整体 都 是 回 文 字 
ITER 
【题目 】 


给 定 一 个 字符 串 str， 如 果 可 以 在 str 的 任意 位 置 添 加 字符 ， 请 返回 在 添加 
字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 都 是 回 文字 符 串 的 一 种 结果。 


【举例 】 

str="ABA"。str 本 身 就 是 回 文 叫 ， 不 需要 添加 字符 ， 所 以 返回 "ABA" 。 
str="AB"。 可 以 在 ;A 之 前 添加 'B'， 使 st 整体 都 是 回 文 串 ， 故 可 以 返 
问 "BAB"。 也 可 以 在 'B’ 之 后 添加 'A'， 使 sr 整体 都 是 同文 串 ， 故 也 可 以 返 
问 "ABA"。 总 之 ， 只 要 添加 的 字符 数 最 少 ， 只 返回 其 中 一 种 结果 即 可 。 
【 进 阶 题目 】 

给 定 一 个 字符 串 str， 再 给 定 st 的 最 长 回 文子 序列 字符 串 stlps， 请 返回 在 
添加 字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 都 是 回 文字 符 串 的 一 种 结果 。 进 阶 问 
题 比 原 问题 多 了 一 个 参数 ， 请 做 到 时 间 复 杂 度 比 原 问题 的 实现 低 。 
【举例 】 


str="A1B21C"，strlps="121"， 返 回 "AC1B2B1CA" 或 者 "CA1B2B1AC"。 总 
之 ， 只 要 是 添加 的 字符 数 最 少 ， 只 返回 其 中 一 种 结果 即 可 。 


【难度 】 


Bo skr 
【解答 】 


原 问 题 。 在 求解 原 问题 之 前 ， 我 们 先 来 解决 下 面 这 个 问题 ， 如 果 可 以 在 
str 的 任意 位 置 添 加 字符 ， 最 少 需要 添 儿 个 字符 可 以 让 str 整 体 都 是 回 文字 
符 串 。 这 个 问题 可 以 用 动态 规划 的 方法 求解 。 如 果 str 的 长 度 为 N ， 动 态 
规划 表 是 一 个 N xN 的 抢 阵 记 为 dpDD。dprrj] 值 的 含义 代表 子 串 str[i..j] 最 
少 添 加 几 个 字符 可 以 使 str[i.j] 整 体 都 是 回 文 串 。 那 么 ， 如 果 求 dp[iD] 的 值 
We? 有 如 下 三 种 情况 : 


e 如 果 字 符 串 str[i. 只 有 一 个 字符 ， 此 时 dp[Ij]=0， 这 是 很 明显 
的 ， 如 果 str[i.j] 只 有 一 个 字符 ， 那 么 str[i..j] 已 经 是 同文 种 了 ， 目 然 不 
必 添 加 任何 字符 。 


e 如 果 字 符 串 str[i..j] 只 有 两 个 字符 。 如 果 两 个 字符 相等 ， 那 么 dp[j] 
Dj]=0。 比 如 ， 如 果 str[i..j] 为 "AA"， 两 字符 相等 ， 说 明 str[i..j] 已 经 是 回 
文 串 ， 和 上 自然 不 必 添 加 任何 字符 。 如 果 两 个 字符 不 相等 ， 那 么 dp 
上 j=1。 比 如， 如 果 str[i..j] 为 "AB"， 只 用 添加 一 个 字符 就 可 以 令 str[i..j] 
变 成 回 文 串 ， 所 以 dp[i[j]=1。 


e 如 果 字 符 串 str[i..] 多 于 两 个 字符 。 如 果 str[ij==strj]， 那 么 dp 
[j]=dpli+1]Gj-1] ° 比如， 如 果 str[i..j] 为 "A124521A"，str[i..j] 需 要 添加 
的 字符 数 与 str[i+1..j-1H] ( 即 "124521") 需要 添加 的 字符 数 是 相等 的 ， 
因为 只 要 能 把 "124521" 整 体 变 成 回 文 串 ， 然 后 在 左右 两 头 加 上 字 
从 "A'， 束 是 str[i..j] 整 体 变 成 回 文 串 的 结果 。 如 果 str[i]! =str[j] ， 要 让 
str[i..j] 整 体 变 为 回 文 哩 有 两 种 方法 ， 一 种 方法 是 让 str[i..j-1] 先 变 成 回 
文 晶 ， 然 后 在 左边 加 上 字符 str[j]]， 就 是 str[i..j] 整 体 变 成 回 文 串 的 结 
果 。 男 一 种 方法 是 让 str[fi+1..j] 先 变 成 回 文 串 ， 然 后 在 右边 加 上 字符 
str[ 订 ， 就 是 str[i..j] 整 体 变 成 回 文 串 的 结果 。 两 种 方法 中 哪个 代价 最 小 
区 选择 哪个 ， 即 dp 中 Dj] = min { dp[i][j-1] ，dp[i+1][j] }+1 ° 


既然 dp 操 [ 值 代表 子 串 str[i. 订 最 少 添 加 几 个 字符 可 以 使 str[i. 订 整体 都 是 回 
文 晶 ， 所 以 根据 上 面 的 方法 求 出 整个 dp 和 矩阵 之 后 ， 我 们 就 得 到 了 str 中 任 
me i a 可 以 变 成 回 文 串 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 
getDP 方 法 。 


public int[][] getDP(char[] str) I 


int[][] dp = new int[str.length][str.length]; 
for (int j = 1; j < str.length; j++) { 


dp[j - 1] 
[j] = str[j - 1] == str[j] ? 0 : 1; 


for (int i =j - 2; i > -1; i--) I 
if (str[i] == str[j]) I 
dp[i][j] = dp[i + 1][j - 1]; 
} else { 


dp[i][j] = Math.min(dp[i + 1] 
[j], dp[i][j - 11) + 1; 


} 


return dp; 


} 


下 面 介绍 如 何 根据 dp 和 矩阵， 求 在 添加 字符 最 少 的 情况 下 ， 让 str 整 体 都 是 
回 文 字符 捉 的 一 种 结果 。 首 先 ，dp[0][N-1] 的 值 代表 整个 字符 串 最 少 需 要 
添加 几 个 字符 ， 所 以 ， 如 果 最 后 的 结果 记 为 字符 串 res，res 的 长 度 =dp[0] 
[N-1]+str 的 长 度 ， 然 后 依次 设置 res 左 右 两 头 的 字符 。 有 具体 过 程 如 下 : 


1. WR strli..j] Y strlij==strlj] , Hb strli..j] @ HEI EM RAGE 
=str[i]+str[it+1..j-1] 2 BREI AJ RR +strlj], IHHT res À AAF 
stri] (也 是 str[j]) , XI PKR strøi+1..j-1 AEE dp Kix Eres + [HBK 
AN o 


JJ 


2. 如 果 str[i..j] 中 str[i! =strlj], Adplil[j-1]Fldplit 11GB AV) e fn dplil(j- 
1] 更 小 ， 那 么 str[i.j] 变 成 回 文 串 的 最 终结 果 =str[j]+str[i.j-1] 变 成 回 文 串 的 
结果 +str[j]， 所 以 此 时 res 左 右 两 头 的 字符 为 str[j]， 然 后 继续 根据 str[i..j-1] 
和 和 矩阵 dp 来 设置 res 的 中 间 部 分 。 而 如 采 dp[i+1][j 更 小 ， 那 么 str[i..j] 变 成 回 
文 串 的 最 终结 果 =str[i+str[i+1.j 变 成 回 文 串 的 结果 +str[i， 所 以 此 时 res 左 


右 两 涉 的 字符 为 str[ 让 ， 然 后 继续 根据 strfi+1..j] 和 和 矩阵 dp 来 设置 res 的 中 间 
部 分 。 如 果 一 样 大 ， 任 选 一 种 设置 方式 都 可 以 得 出 最 终结 采 。 
3. 如 果 发 现 res 所 有 的 位 置 都 已 设置 完毕 ， 过 程 结束 。 


原 问 题解 法 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getPalindrome1 方 法 。 


public String getPalindromei(String str) { 
if (str == null || str.length() < 2) I 
return str; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int[][] dp = getDP(chas); 


char[] res = new char[chas.length + dp[0] 
[chas.length - 1]]; 


int i= 0; 

int j = chas.length - 1; 

int resl = 0; 

int resr = res.length - 1; 

while (i <= j) { 

if (chas[i] == chas[j]) { 

res[resl++] = chas[i++]; 
res[resr--] = chas[j--]; 


} else if (dp[i][j - 1] < dp[i + 1] 
[j]) € 


res[resl++] = chas[j]; 
res[resr--] = chas[j--]; 


} else { 


res[resl++] = chas[i]; 


res[resr--] = chas[i++]; 


} 


return String.valueOf(res); 


) 


SK dp FE hE AYA [a] 4 ARREAO (NV?)， 根 据 sttr 和 dp 矩阵 求解 最 终结 果 的 过 
程 为 O(N )， 所 以 原 问 题解 法 中 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N *)。 


进 阶 问题 。 如 果 有 最 长 回 文子 序列 字符 串 strlps， 那 么 求解 的 时 间 复 杂 度 

可 以 加 速 到 O(N )。 如 果 str 的 长 度 为 N ，strlps 的 长 度 为 M ， 则 整体 回 文 串 

HE -M > HEHE RER PIE, BTW 
具体 说 明 : 


str="A1BC22DE1F", strips = "1221" ° res=... 长 度 为 2xN -M .… 


洋葱 的 第 0 层 由 strlps[0] 和 strlps[M-1] 组 成 ， 即 "1...1"。 从 str 最 左 侧 开 始 找 
字符 '1'， 发 现 'A’ 是 str 第 0 个 字符 ，'1 是 str 第 1 个 字符 ， 所 以 左 侧 第 0 层 洋葱 
圈 外 的 部 分 为 "A"， 记 为 leftPart。 从 str 最 右 侧 开 始 找 字符 *»1'， 发 现 右 侧 第 
0 层 洋 莹 圈 外 的 部 分 为 "F"， 记 为 rightPart。 把 (leftPart+rightPart 的 逆序 ) 
复制 到 res 左 侧 未 设 值 的 部 分 ， 把 (rightPart+leftPart 逆 序 ) 复制 到 res 的 右 
侧 未 设 值 的 部 分 ， 即 result 变 为 "AE...FEA" 。 把 洋 委 的 第 0 层 复制 进 res 的 左右 
PA MURRAY BB oy, Bl result A"AF1...1FA" ° BIL, JER AOR RR 
掉 。 洋 得 的 第 1 层 由 strlps[1 和 strlps[M-2] 组 成 ， 即 "2...2"。 从 str 左 侧 的 洋 
A BOREAK"2", AWA MALE EA BONES ABC", iA 
leftPart ° Astra MAE BORE ER"2", ATA MER ER be 
分 为 "DE"， 记 为 rightPart。 把 (leftPart+rightPart 的 逆序 ) 复 制 到 res 左 侧 未 设 
值 的 部 分 ， 把 (rightPart+leftPart 朔 序 ) 复 制 到 res 的 右 侧 未 设 值 的 部 分 ，res 
变 为 "AF1BCED..DECB1FA"。 把 洋 获 的 第 1 层 复制 进 res 的 左右 两 侧 未 设 值 
的 部 分 ， 即 result 变 为 "AF1BCED2..2DECB1FA"。 第 1 层 被 妙 掉 ， 洋 瓯 剥 完 
了 ， 返 回 "AF1BCED22DECB1FA"。 整 个 过 程 就 是 不 断 找 到 洋 瓯 圈 的 左 部 
分 和 右 部 分 ， 把 (QeftPart+rightPart 的 迷 序 ) 复 制 到 res 左 侧 未 设 值 的 部 分 ， 把 
(rightPart+leftPart 逆 序 ) 复 制 到 res 的 右 侧 未 设 值 的 部 分 ， 洋 葡 剥 完 则 过 程 结 
束 。 具 体 请 参看 如 下 的 getPalindrome2 方 法 。 


public String getPalindrome2(String str, String strlps) 


{ 
if (str == null || str.equals("")) { 
return ""; 
} 
char[] chas = str.toCharArray(); 
char[] lps = strlps.toCharArray(); 
ai char[] res = new char[2 * chas.length - lps.leng 


int chasl = 0; 
int chasr = chas.length - 1; 


int lpsl 


Il 
© 


int lpsr = lps.length - 1; 


int resl 


Il 
© 


int resr = res.length - 1; 


int tmpl 


Il 
© 


int tmpr = 0; 
while (lpsl <= lpsr) { 
tmpl = chasl; 


tmpr = chasr; 


while (chas[chasl] ! = lps[lpsl]) { 
chasl++; 

) 

while (chas[chasr] ! = lps[lpsr]) { 


chasr--; 


} 


set(res, resl, resr, chas, tmpl, chasl, 
chasr, tmpr); 


resl += chasl - tmpl + tmpr - chasr; 
resr -= chasl - tmpl + tmpr - chasr; 
res[resl++] = chas[chasl++]; 
res[resr--] = chas[chasr--]; 
lpsl++; 
lpsr--; 

) 


return String.valueOf(res); 


public void set(char[] res, int resl, int resr, char[] 
has, int ls, 


int le, int rs, int re) { 

for (int i = ls; i < le; i++) { 
res[resl++] = chas[i]; 
res[resr--] = chas[i]; 

) 

for (int i = re; i > rs; de) À 


res[resl++] = chas[i]; 


res[resr--] = chas[i]; 


括号 字符 串 的 有 效 性 和 最 长 有 效 长 度 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 判 断 是 不 是 整体 有 效 的 括号 字符 串 。 
【举例 】 
str="0"， 返 回 true; str="(00)", 


y 


Fi 


[Fltrue; str="(0)", i E]true ° 


str="0)"。 返 回 false; str="0("， 返 回 false; str="0a0"， 返 回 false 。 
【补充 题目 】 

给 定 一 个 括号 字符 串 str， 返 回 最 长 的 有 效 括号 子 串 。 
【举例 】 


str="(00)", 8 F6; str="0)"， 返 回 2; str="0(000", E4 - 
DER] 

原 问题 E kx 

补充 问题 kkk 

【解答 】 

原 问题 。 判 断 过 程 如 下 : 


从 左 到 右 遍 历 字符 串 sr， 判 断 每 一 个 字符 是 不 是 0 或 小 ， 如 果 不 是 ， 
就 直接 返回 false ° 


2. 遍历 到 每 一 个 字符 时 ， 都 检查 到 目前 为 止 :2 和 ?的 数量 ， 如 果 引 ' 更 
多 ， 则 直接 返回 false。 


3. 明 历 后 检查 :和 站 的 数量 ， 如 果 一 样 多 ， 则 返回 tue， 否 则 返回 


false。 


具体 过 程 参看 如 下 代码 中 的 isValid 方 法 。 


public boolean isValid(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return false; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int status = 0; 


for (int i = 0; i < chas.length; i++) { 


if (chas[i] ! = ')' && chas[i] ! = ' (') 
{ 
return false; 
} 
if (chas[i] == ')' && --status < 0) { 
return false; 
) 
if (chas[i] == ' (') { 
status++; 
} 
} 
return status == 0; 


补充 问题 。 用 动态 规划 求解 ， 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (W )， 额 外 空间 复 
杂 上 度 为 O (W)。 首 先生 成 长 度 和 str 字 符 串 一 样 的 数组 dp[]，dp[i 值 的 含义 
为 str[0. 如 中 必须 以 字符 str 叶 结尾 的 最 长 的 有 效 括号 子 吕 长度。 那么 dp 跨 值 
可 以 按 如 下 方式 求解 : 


1.dp[0]=0。 只 含有 一 个 字符 肯定 不 是 有 效 括号 字符 串 ， 长 度 上 自然 是 0 。 


2. 从 左 到 右 依次 裔 历 str[1..N-1] 的 每 个 字符 ， 假 设 人 遍历 到 str[i] 。 


3. 如果 str[i]==' (， 有 效 括号 字符 串 必然 是 以 ’) 结 尾 ， 而 不 是 以 :结尾 ， 
所 以 dp[i] = 0 


4. 如果 str[i]==')， 那 么 以 str 趾 结尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 可 能 存在 。dp[i- 
1 的 值 代表 必须 以 str[i-1] 结 尾 的 最 长 有 效 括 号 子 串 的 长 度 ， 所 以 如 果 iL- 
dp[i-1]-1 位 置 上 的 字符 是 '*(， 就 能 与 当前 位 置 的 str 叫 字符 再 配 出 一 对 有 效 
括号 。 比 如 "(00)"， 假 设 遇 历 到 最 后 一 个 字符 小 ， 必 须 以 倒数 第 二 个 字符 
结尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 是 "00"， 找到 这 个 子 串 之 前 的 字符 ， 即 i-dp[i- 
1]-1 位 置 的 字符 ， 发 现 是 :(， 所 以 它 可 以 和 最 后 一 个 字符 再 配 出 一 对 有 效 
括号 。 如 果 该 情况 发 生 ， dp[i HE REA xedpli-1}+2, 但 还 有 一 部 分 长 度 容 
易 被 人 忽略 。 比 如 ，"0(0)"， 假 设 般 历 到 最 后 一 个 字符 小 ， 通 过 上 面 的 过 
程 找到 的 必须 以 最 后 字符 结尾 的 最 长 有 效 括号 TRETA (0)"， 但 是 前 
面 还 有 一 段 "0"， 可 以 和 "(QO)" 结合 在 一 起 构成 更 大 的 有 效 括 号 子 串 。 ° a 
Æ WM, str[i-dp[i-1]-1 MM str HEA IA, SEDAN IE dpli-dpli-1]- 2] 的 值 
加 到 dp[ 让 中 ， 这 么 做 表示 把 str[i-dp[i-1]-2] 结 尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 接 到 前 
面 ， 才 能 得 到 以 当前 字符 结尾 的 最 长 有 效 括号 子 串 。 


5.dp[0..N-1] 中 的 最 大 值 就 是 最 终 的 结果 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 
) 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int[] dp = new int[chas.length]; 
int pre = 0; 
int res = 0; 
for (int i = 1; i < chas.length; i++) I 


if (chas[i] == ')') I 


} 


pre = i - dp[i - 1] - 1; 
if (pre >= 0 && chas[pre] == ' (') { 


dp[i] = dp[i - 1] + 2 + (pre > 0 


res = Math.max(res, dp[i]); 


return res; 


WAFA PRE 


【题目 】 


给 定 一 个 字符 种 sr，str 表 示 一 个 公式 ， 公 式 里 可 能 有 整数 、 加 减 乘除 符 
号 和 左右 括号 ， 返 回 公 式 的 计算 结果 。 


【举例 】 


str="3+1*4"， 返 回 7 ° 
str="3+(1*4)", 返回 7 o 
【说 明 】 


str="48*((70-65)-43)+8*1"， 返 回 -1816。 


1. 可 以 认为 给 定 的 字符 串 一 定 是 正确 的 公式 ， 即 不 需要 对 str 做 公式 有 效 


性 检查 。 


2， 如 采 是 人 负数 ， 束 需要 用 括号 括 起 来 ， 比 如 "4*(-3)"。 但 如 果 仙 数 作为 公 
式 的 开头 或 括号 部 分 的 开头 ， 则 可 以 没有 括号 ， 比 如 "-3*4" 和 "(-3*4)" 都 


征 合法 的 。 

3. 不 用 考虑 计算 过 程 中 会 发 生 洲 出 的 情况 。 
【难度 】 

校 kak 

【解答 】 


本 题 考查 面试 者 设计 程序 和 代码 实现 的 能 力 ， 实 现 方式 有 很 多 ， 本 书 提 
| o 假设 value 方 法 是 一 个 递归 过 程 ， 具 体 解 释 如 


从 左 到 右 遍 历 sr， 开 始 遍 历 或 者 遇 到 字符 (? 时 ， 就 进行 递归 过 程 。 当 发 
EW str sé, BIBER?) :时 ， 递 归 过 程 就 结束 。 比 如 "3* 
(4+5) +7"， 一 开始 遍历 就 进入 递归 过 程 value (str, 0) ， 在 递归 过 程 
value (str, 0) 中 继续 遍历 sr， 当 遇 到 字符 ” 时， 递归 过 程 value (str, 
0) 又 重复 调用 递归 过 程 value (str, 3) 。 然 后 在 递归 过 程 value (str, 3) 
中 继续 遍历 sttr， 当 遇 到 字符 ;J 时， 递归 过 程 value (str, 3) ÅR, FEE 
归 过 程 value (str, 0) 返回 两 个 结果 ， 第 一 结果 是 value (str, 3) 遍历 过 
的 公式 字符 子 串 的 结果 ， 即 "4+5"==9， 第 二 个 结果 是 value (str, 3) 遍历 
到 的 位 置 ， 即 字符 ")" 的 位 置 ==6。 递 归 过 程 value (str, 0) 收 到 这 两 个 结 
果 后 ， 既 可 知道 交 给 value (str, 3) 过 程 处 理 的 字符 串 结 果 是 多 少 
(" (445) "的 结果 是 9)， 又 可 知道 自己 下 一 步 该 从 什么 位 置 继续 遍历 
(该 从 位 置 6 的 下 一 个 位 置 (即位 置 7) 继续 遍历 )。 总 之 ，value 方 法 的 第 
二 个 参数 代表 递归 过 程 是 从 什么 位 置 开始 的 ， 返 回 的 结果 是 一 个 长 度 为 2 
的 数组 ， 记 为 res。res[0] 表 示 这 个 递归 过 程 计 算 的 结果 ，res[ 匡 表示 这 个 递 
归 过 程 遍历 到 str 的 什么 位 置 。 


既然 在 递归 过 程 中 遇 到 '( 束 交 给 下 一 层 的 递归 过 程 处 理 ， 自 己 只 用 接 
收 22 和 人? 之 间 的 公式 字符 子 串 的 结果 ， 所 以 对 所 有 的 递归 过 程 来 说 ， 可 
以 看 作 计 算 的 公式 都 是 不 含有 六 和 阔 字符 的 。 比 如 ， 对 递归 过 程 
value(str，0) 来 说 ， 实 际 上 计算 的 公式 是 "3*9+7"，"(4+5)" 的 部 分 交 给 递归 
过 程 value(str，3) 处 理 ， 拿 到 结果 9 之 后 ， 再 从 字符 :+ 继续 。 所 以 ， 只 
想 清楚 如 何 计算 一 个 不 含有 六 和) 的 公式 字符 串 ， 整 个 实现 就 完成 了 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getValue 方 法 。 


public int getValue(String exp) { 


return value(exp.toCharArray(), 0)[0]; 


public int[] value(char[] chars, int i) { 
Deque<String> deq = new LinkedList<String>(); 
int pre = 0; 


int[] bra = null; 


while (i < chars.length && chars[i] ! = ')') I 
if (chars[i] >= '0' && chars[i] <= '9') 
{ 
| pre = pre * 10 + chars[i++] - "0 
} else if (chars[i] ! =' (') I 
addNum(deq, pre); 
deq.addLast(String.valueOf(chars 
[i++])); 
pre = 0; 
} else { 


bra = value(chars, i + 1); 
pre = bra[0]; 


1 = bra[1] + 1; 


} 
addNum(deq, pre); 


return new int[] { getNum(deq), i }; 


public void addNum(Deque<String> deq, int num) { 
if (! deq.isEmpty()) I 
int cur = 0; 


String top = deq.pollLast(); 


if (top.equals("+") || top.equals("- 
")) I 
deq.addLast(top); 
} else I 
cur = Integer.valueOf(deq.pollLa 
st()); 


num = top.equals("*") ? (cur * n 
um) : (cur / num); 


} 


deq.addLast(String.valueOf(num)); 


public int getNum(Deque<String> deq) ( 
int res = 0; 
boolean add = true; 
String cur = null; 
int num = 0; 
while (! deq.isEmpty()) { 


cur = deq.pollFirst(); 


if (cur.equals("+")) I 
add = true; 
} else if (cur.equals("-")) { 
add = false; 
} else { 
num = Integer.valueOf(cur); 


res += add ? num : (-num); 


0 左边 必 有 1 的 二 进 制 字符 串 数量 


【题目 】 
给 定 一 个 整数 N ， 求 由 "0" 字 符 与 "1" 字 符 组 成 的 长 度 为 N 的 所 有 字符 品 
由， 满足 "0" 字 符 的 左边 必 有 "1" 字 符 的 字符 串 数量 。 

【举例 】 


N=1。 只 由 "0" 与 "1" 组 成 ， 长 度 为 1 的 所 有 字符 串 ，"0"、"1"。 只 有 字符 
串 "1" 满 足 要 求 ， 所 以 返回 1。 


N=2° Awe" ES Br KRAQN DE Se AE 
H: "00" x "01" x "10" s "11" © 只 有 字符 串 "10" 和 "11" 满 足 要 求 ， 所 以 返回 
2 o 

N =3。 只 由 "0 与 "1 组 成 ,长度 为 3 的 所 有 字符 串 
H: "000" ` "001" `œ "010" ` "011" ~ "100" `œ "101" `œ "110" ` "111" ° 字符 
FE Of" ~s "110" ` "111" 满 足 要 求 ， 所 以 返回 3 6 


【难度 】 


B skr 
【解答 】 


先 说 一 种 最 暴力 的 方法 ， 就 是 检查 每 一 个 长 度 为 N 的 二 进 制 字 符 串 ， 看 
有 多 少 符合 要 求 。 一 个 长 度 为 N 的 二 进 制 字 符 串 ， 检 查 是 否 符 合 要 求 的 
时 间 复 杂 度 为 O(N )， 长 度 为 N 的 二 进 制 字 符 串 数量 为 O (2*)， 所 以 该 方 
法 整体 的 时 间 复 杂 度 为 O (2*xN )， 本 书 不 再 详 述 。 


O (2*) 的 方法 。 假 设 第 0 位 的 字符 为 最 高 位 字符 ， 很 明显 ， 第 0 位 的 字符 不 
能 为 '0'。 假设 p (i ) 表 示 0~i -1 位 置 上 的 字符 已 经 确定 ， 这 一 段 符合 要 求 且 
第 i -1 位 置 的 字符 为 :1 时， 如 果 穷 举 ; ~N -1 位 置 上 的 所 有 情况 会 产生 多 少 
种 符合 要 求 的 字符 串 。 比 如 N =5，p (3) 表 示 0 一 2 位 置 上 的 字符 已 经 确 
定 ， 这 一 段 符合 要 求 且 位 置 2 上 的 字符 为 :1 时 ， 假 设 为 "101.."。 在 这 种 情 
况 下 ， 穷 举 3 一 4 位 置 所 有 可 能 的 情况 会 产生 多 少 种 符合 要 求 的 字符 串 ， 

因为 只 有 "10101"、"10110" 和 "10111"， 所 以 p (3)=3。 也 可 以 假设 前 三 位 
是 "111.."，p (3) 同 样 等 于 3。 有 了 p (i) 的 定义 ， 同 时 知道 不 管 N 是 多 少 ， 最 
高 位 的 字符 只 能 为 1， 那么 只 要 求 出 p (1) 就 是 所 有 符合 要 求 的 字符 串 数 


里 


那 到 底 p (i) 应 该 怎么 求 呢 ? 根据 p (i ) 的 定义 ， 在 位 置 i -1 的 字符 已 经 
为 ;1 的 情况 下 ， 位 置 的 字符 可 以 是 ;1'， 也 可 以 是 *0'。 如 果 位 置 i 的 字符 
'1'"， 那 么 穷 举 剩 下 字符 的 所 有 可 能 性 ， 并 且 符 合 要 求 的 字符 捉 数量 就 
是 p (i +1) 的 值 。 如 果 位 置 i 的 字符 是 '0'， 那 么 位 置 ;+1 的 字符 必须 是 并， 
KER PATA A AEE, FE A SEROUS BS ep (i +1) 的 值 。 
所 以 p (i =p (i +1)+p (i +2) ° p (N -1) 表 示 除 了 最 后 位 置 的 字符 ， 前 面 的 子 
串 全 符合 要 求 ， 并 且 倒 数 第 二 个 字符 为 全， 此 时 剩 下 的 最 后 一 个 字符 既 
AET, EALE O0, Prep (N -1D)=2。p(V) 表 示 所 有 的 字符 串 已 经 完 
全 确定 ， 并 且 符 合 要 求 ， 最 后 一 个 字符 (N -1) 为 *:1'"， 所 以 ， 此 时 符合 要 求 
的 字符 串 数 量 就 是 0 一 N -1 的 全 体 ， 而 不 再 有 后 续 的 可 能 性 ， 所 以 p N 
)=1。 即 p G ) 如 下 : 


i<N-1ff, p(i)=p(i+1)+p (i +2) 


fin 


i=N-1HY, p(i)=2 


i=N 时 , p(i)=1 


很 明显 ， 可 以 写成 时 间 复 杂 度 为 O (2*) 的 递归 方法 。 具 体 请 参看 如 下 的 
getNuml 方 法 。 


public int getNumi(int n) I 
if (n < 1) { 
return 0; 


} 


return process(1, n); 


public int process(int i, int n) { 
if (i == n - 1) { 


return 2; 


if (i == n) { 
return 1; 


} 


return process(i + 1, n) + process(i + 2, n); 


根据 O (2*) 的 方法 ， 当 NN HAL, 2, 3, 4, 5, 6, 7, Bt, BAAR 
为 1，2，3，5，8，13，21，34。 可 以 看 出 ， 这 就 是 一 个 形 如 斐 波 那 契 数 
列 的 结果 ， 唯 一 的 区 别 束 是 斐 波 那 契 数列 的 初始 项 为 1，1。 而 这 个 数列 
的 初始 项 为 1，2。 所 以 可 很 轻易 地 写 出 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复 
ZEKO (1) 的 方法 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 getNum2 方 法 。 


public int getNum2(int n) { 


if (n< 1) { 
return 0; 

) 

if (n == 1) I 
return 1; 

) 

int pre = 1; 

int cur = 1; 

int tmp = 0; 

for (int i = 2; i < n + 1; i++) { 
tmp = cur; 
cur += pre; 


pre = tmp; 


return cur; 


HF TERRAIRE, Be RE SE A | EE AS, 
有 时 间 复 杂 度 为 O (logN ) 方 法 就 是 用 矩阵 乘法 的 办 法 求解 ， 具 体 解 释 请 参 
考 本 书 “ 斐 波 那 契 数列 的 3 种 解法 >”， 这 里 不 再 详 述 。 代 码 实 现 请 参看 如 下 
代码 中 的 getNum3 方 法 。 


public int getNum3(int n) { 
if (n< 1) { 


return 0; 


if (=i l aA 
return n; 
) 
int[][] base = {{1,1},{1,0}); 
int[][] res = matrixPower(base, n - 2); 


return 2 * res[0][0] + res[1][0]; 


public int[][] matrixPower(int[][] m, int p) { 
int[][] res = new int[m.length][m[0]. length]; 
for (int i = 0; i < res.length; i++) { 


res[i][i] = 1; 


) 

int[][] tmp = m; 

for (; p ! = 0; p >>= 1) { 
if ((p&1) ! = 0) { 


res = muliMatrix(res, tmp); 


} 


tmp = muliMatrix(tmp, tmp); 
} 


return res; 


public int[][] muliMatrix(int[][] mi, int[][] m2) I 


int[][] res = new int[m1.length][m2[0].length]; 


for (int i = 0; i < m2[0].length; i++) < 
for (int j= 0; j < mi.length; j++) { 


for (int k = 0; k < m2.length; k 
++) 4 


res[i][j] += m1[i] 
[k] * m2[k][j]; 


) 


return res; 


) 


拼接 所 有 字符 串 产 生字 典 顺 序 最 小 的 大 
写字 符 申 


【题目 】 

给 定 一 个 字符 串 类 型 的 数组 strs， 请 找到 一 种 拼接 顺序 ， 使 得 将 所 有 的 字 
答 串 拼接 起 来 组 成 的 大 写字 符 串 是 所 有 可 能 性 中 字典 顺序 最 小 的 ， 并 和 返 
同 这 个 大 写字 符 串 。 

【举例 】 


strs=[ "abc", "de" ]， 可 以 拼 成 "abcde"， 也 可 以 拼 成 "deabc"， 但 前 者 的 字 
典 顺序 更 小 ， 所 以 返回 "abcde"。 


strs=["b"，"ba" ]， 可 以 拼 成 "bba"， 也 可 以 拼 成 "bab"， 但 后 者 的 字典 顺序 
更 小 ， 所 以 返回 "bab"。 


DERE] 
FR kr 


【解答 】 


有 一 种 思路 为 ， 先 把 strs 中 的 字符 串 按 照 字典 顺序 排序 ， 然 后 将 串 起 来 的 
结果 返回 。 这 么 做 是 错误 的 ， 比 如 题目 中 的 例子 2， 按 照 字 典 排序 结 采 是 
B、BA， 串 起 来 的 大 写字 符 串 为 "BBA"， 但 是 字典 顺序 最 小 的 大 写字 符 
串 是 "BAB" ， 所 以 按照 单个 字符 串 的 字典 顺序 进行 排序 的 想法 是 行 不 通 
的 。 如 果 要 排序 ， 应 该 按照 下 文 描述 的 标准 进行 排序 。 
假设 有 两 个 字符 串 ， 分 别 记 为 a 和 b，a 和 b 拼 起 来 的 字符 串 表 示 为 ab。 那 
么 如 末 a.b 的 字典 顺序 小 于 b.a， 殊 把 字符 捉 a 放 在 前 面 ， 否 则 把 学 符 囊 b 放 
在 前 面 。 每 两 个 字符 串 之 间 都 按照 这 个 标准 进行 比较 ， 以 此 标准 排序 
后 ， 再 依次 串 起 来 的 大 写字 符 串 吏 是 结果 。 这 样 做 为 什么 对 呢 ? 当然 需 
要 证 明 。 

证 明 的 关键 步骤 是 证 明 这 种 比较 方式 具有 传递 性 。 

假设 有 a、b、c 三 个 字符 串 ， 它 们 有 如 下 关系 : 


a.b < b.a 


b.c < c.b 


如 果 能 够 根据 上 面 两 式 证 明 出 ac < ca， 说 明 这 种 比较 方式 具有 传递 性 ， 
证 明 过 程 如 下 : 字符 串 的 本 质 是 K 进 制 数 ， 比 如 ， 只 由 字符 ’a' PK 
的 字符 串 其 实 可 以 看 作 26 进 制 的 数 。 那 么 字符 串 ab 这 个 数 可 以 看 作 a 这 个 
数 是 它 的 高 位 ，b 是 低位 ， 即 ab=as*K 的 b 长 度 次 方 +b。 举 一 个 十 进 制 数 的 
MIF, x=123, y=6789, x.y=x*10000+y=1230000+6789, EF, 10000=10 
的 4 次 方 ，4 是 y 的 长 度 。 为 了 让 证 明 过 程 便 于 阅读 ， 我 们 把 “K 的 b 长 度 次 
方 ” 记 为 kb)。 则 原来 的 不 等 式 可 化 简 为 : 


a.b < b.a => a*k(b) + b < b*k(a) + a 不 等 式 1 


b.c < c.b => b*k(c) + c < c*k(b) + b 不 等 式 2 
现在 要 证 明 a.c < ca， 即 证 明 a*k(C)+c < c*k(a)+a ° 
不 等 式 1 的 左右 两 边 同时 减 去 b， 再 乘 以 c， 变 为 a*k(b)*c < b*k(a)*cta*c- 


b*c ° 


不 等 式 2 的 左右 两 边 同 时 减 去 b， 再 乘 以 a， 变 为 byk(c)*a + c*a- b*a < 
c*k(b)*a ° 


a，b，c 是 K 进 制 数 ， 服 从 乘法 交换 律 ， 有 a*k(b)*c == c*k(b)*a, ATLA 
如 下 不 等 式 : 


brk(c)ta + cra-b*a < c*k(b)*a == ak(b)*e < b*k(a)*e + a*c - bre 
=> b*k(c)*a + c*a - b*a < b*k(a)*c + a*c-b*c 

=> b*k(c)*a - b*a < b*k(a)*c - b*c 

=> a*k(c) - a < c*k(a) - c 

=> a*k(c) + c < c*k(a) + a 

即 ac < c.a， 传 递 性 证 明 完 毕 。 


证 明 传 递 性 后 ， 还 需要 证 明 通过 这 种 比较 方式 排序 后 ， 如 果 交 换 任 意 两 
个 字符 串 的 位 置 所 得 到 的 总 字符 串 ， 将 拥有 更 大 的 字典 顺序 。 


假设 通过 如 上 比较 方式 排序 后 ， 得 到 字符 串 的 序列 为 : 
…A.M1.M2...M(n-1).M(n).L… 

该 序列 表示 ， 代 号 为 A 的 字符 串 之 前 与 代号 为 L 的 字符 串 之 后 都 有 若干 字 
从 串 用 “...” 表 示 ，A 和 LL 中 间 有 若干 字符 串 ， 用 M1..M(n)。 现 在 交换 A 和 L 
这 两 个 字符 串 ， 交 换 之 前 和 交换 之 后 两 个 总 字符 串 就 分 别 为 : 


…A.M1.M2..M(n-1).M(n).L... #2 A 


...L.M1.M2...M(n-1).M(n).A... 换 之 后 
oe 交换 之 后 的 总 字符 串 字 典 顺序 大 于 交换 之 前 的 ， 具 体 过 程 
[ o 


在 排 好 序 的 序列 中 ，M1 排 在 L 的 前 面 ， 所 以 有 M1.L <L.M1， 进 一 步 有 : 
…L.M1.M2...M(n-1).M(n).A.… > ...M1.L.M2...M(n-1).M(n).A... 
在 排 好 序 的 序列 中 ，M2 排 在 L 的 前 面 ， 所 以 有 M2.L < LM2, HH: 


…M1.L.M2...M(n-1).M(n).A.… > ...M1.M2.L...M(n-1).M(n).A... 


oo MQi) 排 在 LL 的 前 面 ， 所 以 有 MG).L < L.M()， 进 一 步 


...M1.M2...L.M(i)...M(n-1).M(n).A... > ...M1.M2...M(i).L...M(n-1).M(n).A... 
RA, ..M1.M2...M(n-1).M(D).L.A... > ...M1.M2...M(n-1).M(n).A.L... 


在 排 好 序 的 序列 中 ，A 排 在 M(N) 的 前 面 ， 所 以 有 A.M(n) < M(n).A， 进 一 


27 
..«M1.M2...M(n-1).M(D).A.L... > ...M1.M2...M(n-1).A.M(n).L... 


在 排 好 序 的 序列 中 ， A 排 在 MQ-1) 的 前 面 ， 所 以 有 A.M(n-1) < M(n-1).A, 


进一步 

..M1.M2...M(n-1).A.M(n).L... > ...M1.M2...A.M(n-1).M(n).L... 

BX, ...M1.A.M2...M(n-1).M(n).L... > ...A.M1.M2...M(n-1).M(n).L... 
BDA, ...A.M1.M2...M(n-1).M(n).L... < … < ...L.M1.M2...M(n-1).M(n).A... 
解法 有 效 性 证 明 完 毕 。 


那么 整个 解法 的 时 间 复 杂 度 就 是 排序 本 号 的 复杂 度 ， 即 O (N logN )。 具 体 
请 参看 如 下 代码 中 的 lowestString 方 法 。 


public class MyComparator implements Comparator<String> 


@Override 
public int compare(String a, String b) { 


return (a + b).compareTo(b + a); 


public String lowestString(String[] strs) < 
if (strs == null || strs.length == 0) { 
return ""; 
} 
// 根据 新 的 比较 方式 排序 


Arrays.sort(strs, new MyComparator()); 

String res = ""; 

for (int i = 0; i < strs.length; i++) { 
res += strs[il]; 


} 


return res; 


} 


本 题 的 解法 看 似 非 常 简 单 ， 但 解法 有 效 性 的 证 明 却 比较 复杂 。 在 这 里 不 
得 不 提醒 读者 ， 这 道 题 的 解 题 方法 可 以 划 进 贪心 算法 的 范畴 ， 这 种 有 效 
的 比较 方式 就 是 我 们 的 贫 心 策略 。 


正如 本 题 所 展示 的 一 样 ， 仙 心 集 略 容 易 大 胆 假设 ,但 策略 有 效 性 的 证 明 
可 就 不 容易 求证 了 。 在 面试 中 ， 如 果 哪 一 个 题目 决定 用 信心 方法 求解 ， 
则 必须 用 较 大 的 篇 幅 去 证 明 你 提出 的 信心 集 略 是 有 效 的 。 所 以 建议 面试 
准备 时 间 不 充裕 的 读者 不 要 轻易 去 噶 有 关 仙 心 俩 略 的 题目 ， 那 将 占用 大 
量 的 时 间 和 精力 。 


在 面试 中 ， 实 际 上 也 较 少 出 现 需要 用 到 贪心 策略 的 题目 ， 造 成 这 个 现象 
有 两 个 很 重要 的 原因 ， 其 一 是 考查 信心 策略 的 面试 题目 ， 关 键 点 在 于 数 
学 上 对 策略 的 证 明 过 程 ， 偏 离 考查 编程 能 力 的 面试 初衷。 其 二 是 纯 用 贫 
心 策略 的 面试 题 ， 解 法 的 正确 性 完全 在 于 贪心 策略 的 成 败 ， 而 缺少 其 他 
解法 的 多 样 性 ， 这 样 就 会 使 这 一 类 面试 题 的 区 分 度 极 差 ， 所 以 往往 不 会 
成 为 大 公司 的 面试 题 。 贫 心 策略 在 算法 上 的 地 位 当然 重要 ， 但 对 初期 准 
备 代码 面试 的 读者 来 说 ， 性 价 比 不 高 。 


找到 字符 串 的 最 长 无 重复 字符 于 串 


【题目 】 

给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 str 的 最 长 无 重复 字符 子 串 的 长 度 。 
【举例 】 

str="abcd"， 返 回 4 

str="aabcb"， 最 长 无 重复 字符 子 串 为 "abc"， 返 回 3。 
【要 求 】 

如 果 str 的 长 度 为 N ， 请 实现 时 间 复杂 度 为 O (V ) 的 方法 。 
【难度 】 

HR kik 

CFE] 


如 果 str 长 度 为 N ， 字 符 编 码 范 围 是 M ， 本 题 可 做 到 的 时 间 复 杂 度 为 O (N 
)， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O (M )。 下 面 介绍 这 种 方法 的 具体 实现 。 


1. 在 遍历 str 之 前 ， 先 申请 儿 个 变量 。 哈 希 表 map，key 表 示 某 个 字符 ， 
value 为 这 个 字符 最 近 一 次 出 现 的 位 置 。 整 型 变量 pre， 如 果 当 前 遍历 到 字 
符 str[i，pre 表 示 在 必须 以 str[i-H] 字 符 结尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 字符 子 
串 开 始 位 置 的 前 一 个 位 置 ， 初 始 时 pre=-1。 整 型 变量 lan， 记 录 以 每 一 个 
字符 结尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 字符 子 串 长 度 的 最 大 值 ， 初 始 时 ， 
len=0。 从 左 到 右 依 次 遍历 str， 假 设 现在 遍历 到 str[i] ， 接 下 来 求 在 必须 以 
str[i 结 尾 的 情况 下 ， 最 长 无 重复 字符 子 串 的 长 度 。 


2.map(str[i) 的 值 表示 之 前 的 遇 历 中 最 近 一 次 出 现 str[i] 字 符 的 位 置 ， 假 设 
在 a 位 置 。 想 要 求 以 str[i] 结 尾 的 最 长 无 重 复 子 串 ，a 位 置 必然 不 能 包含 进 
来 ， 因 为 str[a] 等 于 str[i] ° 

3. 根据 pre 的 定义 ，pre+1 表 示 在 必须 以 str[i-1] 字 符 结 尾 的 情况 下 ， 最 长 
无 重复 字符 子 串 的 开始 位 置 ， 也 就 是 说 ， 以 str[fi-1] 结 尾 的 最 长 无 重复 子 串 
是 同 左 扩 到 pre 位 置 停止 的 。 


4. 如果 pre 位 置 在 a 位 置 的 左边 ， 因 为 str[a] 不 能 包含 进来 ， 而 str[a+1..i-1] 
上 都 是 不 重复 的 ， 所 以 以 str 结 尾 的 最 长 无 重复 字符 子 串 束 是 
str[a+1. 间 。 如 果 pre 位 置 在 a 位 置 的 右边 ， 以 str[i-H] 结 尾 的 最 长 无 重复 子 串 
是 同 左 扩 到 pre 位 置 停止 的 。 所 以 以 str 自 结尾 的 最 长 无 重复 子 串 向 左 扩 到 
pre 位 置 也 必然 会 停止 ， 而 且 str[pre+1..i-1] 这 一 段 上 肯定 不 含有 str[ 和 ， 所 以 
以 str 趾 结尾 的 最 长 无 重复 字符 子 串 就 是 str[pre+1..i] 。 

5. 计算 完 长 度 之 后 ，pre 位 置 和 a 位 置 哪 一 个 在 右边 ， 就 作为 新 的 pre 值 。 
然后 去 计算 下 一 个 位 置 的 字符 ， 整 个 过 程 中 求 得 所 有 长 度 的 最 大 值 用 len 
记录 下 来 返回 即 可 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxUnique 方 法 。 


public int maxUnique(String str) { 

if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 

) 

char[] chas = str.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i < 256; i++) { 
map[i] = -1; 

) 

int len = 0; 

int pre = -1; 

int cur = 0; 

for (int i = 0; i ! = chas.length; i++) { 
pre = Math.max(pre, map[chas[i]]); 
cur = i - pre; 


len = Math.max(len, cur); 


map[chas[i]] = i; 
) 


return len; 


找到 被 指 的 新 类 型 字符 
【题目 】 
新 类 型 字符 的 定义 如 下 : 
1. 新 类 型 字符 是 长 度 为 1 或 者 2 的 字符 串 。 


2. 表现 形式 可 以 仅 是 小 写字 母 ， 例 如 ，"e"; 也 可 以 是 大 写字 母 + 小 写字 
BE, PUN, "Ab", 还 可 以 是 大 写字 母 + 大 写字 母 ， 例 如 ，"DC"。 


现在 给 定 一 个 字符 串 sr，str 一 定 是 看 干 新 类 型 字符 正确 组 合 的 结 末 。 比 
Ul "eaCCBi", 由 新 类 型 字符 "e" 、 "an a "CC" 和 和 "Bi" 拼 成 再 给 定 一 个 整数 k 
， 代 表 str 中 的 位 置 。 请 返回 被 kK 位置 指 中 的 新 类 型 字符 。 

【举例 】 


str="aaABCDEcBCg" ° 


1. k=7 时 ， 返 回 "Ec"。 
2. K=4 时 ， 返 回 "CD"。 
3. K=10 时 ， 返 回 "g"。 
【难度 】 

mme, eee 

【解答 】 


种 笨 方 法 是 从 str[0] 开 始 ， 从 左 到 右 依次 划分 出 新 类 型 字符 ， 到 k 位 置 的 
时 候 就 知道 指向 的 新 类 型 字符 是 什么 。 比 如 str="aaABCDEcBCg",， k=7。 
从 左 到 右 可 以 依次 划分 出 "a"、"a"、"AB"、"CD"。 然 后 发 现 str[7] 是 大 写 
字母 ;BEB'"， 所 以 被 指 中 的 新 类 型 字符 一 定 是 "EC"， 返 回 即 可 。 


更 快 的 方法 。 从 k -1 位 置 开始 ， 向 左 统计 连续 出 现 的 大 写字 母 的 数量 记 为 
uNum， 过 到 小 写字 母 就 停止 。 如 果 uNum 为 奇数 ，str[k-1..k] 是 被 指 中 的 
新 类 型 字符 ， 见 例子 1。 如 果 uNum 为 偶数 且 str[k] 是 大 写字 母 ，str[k..k+1] 
是 被 指 中 的 新 类 型 字符 ， 见 例子 2。 如 果 uNum 为 偶数 量 str[k] 是 小 写字 
母 ，str[k] 是 被 指 中 的 新 类 型 字符， 见 例子 3。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 pointNewchar 方 法 


public String pointNewchar(String s, int k) { 


if (s == null || s.equals("") || K<O || k > ss 
.length()) { 


return ""; 
) 
char[] chas = s.toCharArray(); 
int UNum = 0; 
for (int i = k - 1; i >= 0; i--) { 
if (! isUpper(chas[i])) I 
break; 
} 
uNum++; 
) 
if ((uNum & 1) == 1) { 


return s.substring(k - 1, k + 1); 


if (isUpper(chas[k])) < 
return s.substring(k, k + 2); 


} 


return String.valueOf(chas[k]); 


最 小 包含 子 串 的 长 度 
CE 


给 定 字 符 串 str1 和 str2， 求 str1 的 子 串 中 含有 str2 所 有 字符 的 最 小 子 串 长 
FE o 


【举例 】 


str1="abcde"，str2="ac"。 因 为 "abc" 包 含 str2 的 所 有 字符 ， 并 且 在 满足 这 一 
条 件 的 str1 的 所 有 子 串 中 ，"abc" 是 最 短 的 ， 返 回 3。 


str1="12345"，str2="344"。 最 小 包含 子 串 不 存在 ， 返 回 0 。 
【难度 】 

BE kkk 

【解答 】 


如 果 str1 的 长 度 为 N ，str2 的 长 度 为 M ， 本 书 提供 的 方法 时 间 复 杂 度 为 O 
(N)° 

如 果 str1 或 者 str2 为 空 ， 或 者 N 小 于 M ， 那 么 最 小 包含 子 串 必然 不 存在 ， 

直接 返回 0。 接 下 来 讨论 一 般 情 况 ， 即 str1 和 str2 不 为 空 量 N 不 小 于 M 2 Å 
了 便于 理解 ， 现 在 以 str1="adabbca"，str2="acb" 来 举例 说 明 整 个 过 程 。 


1. 在 开始 裔 历 strl 之 前 ， 先 通过 裔 历 str2 来 生成 哈 希 表 map 的 一 些 记录 如 
下 : 


Map key value 


‘a! 1 
'b' 1 
VE. 1 


哈 希 表 记 为 map，key 为 char 类 型 ，value 为 int 型 。 每 条 记录 的 意义 是 ， 对 
Po Aye th 


于 key 字 符 ，strl 字 符 串 目前 还 欠 str2 字 符 串 value 个 。 

2， 需 要 定义 如 下 4 个 变量 。 

1) left: 遍历 str1 的 过 程 中 ，strllleft..right] 表 示 被 框 住 的 子 串 ， 所 以 left 表 
示 这 个 子 串 的 左边 界 ， 初 始 时 ，left=0。 

2) right:right 表 示 被 框 住 子 串 的 右边 界 ， 初 始 时 ，right=0 ° 


3) match: 表示 对 所 有 的 字符 来 说 ，strllleft..right] 目 前 一 共 欠 str2 多 少 
个 。 对 本 例 来 说 ， 初 始 时 ，match=3， 即 开始 时 欠 1 个 ar、1 个 ;和 1 


Mb A 


4) minLen: 最 终 想 要 的 结果 为 最 小 包含 子 串 的 长 度 ， 初 始 时 为 32 位 整数 


3. 接 下 来 开始 通过 right 变 量 从 左 到 右 遍 历 str1 。 


1) right==0，str[0]=='a'。 在 map 中 把 key 为 a? 的 value 减 1， 减 完 后 变 为 (a' 
，0)。 减 完 之 后 value 为 0， 说 明 减 之 前 大 于 0， 那 么 str1 归 还 了 1 个 *a'， 
match 值 也 要 减 1， 表 示 对 str2 的 所 有 字符 来 说 ，str1 目 前 归还 了 1 个 。 目 前 
变量 状况 如 下 : 


map key value 


match==2, left==0, right==0, minLen==Integer .MAX_VALUE 


2) right==1，str[1]=='d。 在 map 中 ， 把 key 为 "4 的 value 减 1， 但 是 发 现 
map 中 没有 key 为 ;的 记录 ， 就 加 一 条 记录 ('d' -1), KRAFTF sti BA 
还 了 1 个 。 此 时 value 为 -1， 说 明 当 前 这 个 字符 是 str2 不 需要 的 ， 所 以 match 
不 变 。 目 前 变量 状况 如 下 : 


map key value 


'a' 0 
'b! 1 
2 1 
'd' -1 


match==2, left==0, right==1, minLen==Integer .MAX_VALUE 


3) right==2, str[2]=='a' ° Æmap t, #Ekey H’ a AY value W1, ZH (a 
，-1)。 减 之 后 value 为 -1， 说 明 减 之 前 strl 根 本 就 不 欠 str2 当 前 的 字符 ， 还 
是 多 归还 的 ， 故 match 不 变 。 


map key value 


'a' -1 
'b! 1 
VE 1 
'd' -1 


match==2, left==0, right==2, minLen==Integer .MAX_VALUE 


4) right==3，str[3]=='b'。('b' ，1) 变 为 (b' ，0)， 减 之 后 value 为 0， 说 明 当 
前 字符 'b? 归 还 有 效 ，match 值 减 1。 


Map key value 


'a' -1 
AD 0 
ve! 1 
'd' -1 


match==1, left==0, right==3, minLen==Integer .MAX_VALUE 


5) right==4，str[4]==b'。(b' ，0) 变 为 (b' ，-1)， 减 之 后 value 为 -1， 说 明 
当前 字符 'b? 归 还 无 效 ，match 值 不 变 。 


Map key value 


'a' -1 
“bp? -1 
DET 1 
'd' -1 


match==1, left==0, right==4, minLen==Integer .MAX_VALUE 


6) right==5, st{5]=="'c' ° (€, DBA(c, ，0)， 城 之 后 value 为 0， 说 明 当 
前 字符 "归还 有 效 ，match 值 减 1。 


Map key value 


'g! -1 
'b! -1 
rc" 0 


match==0, left==0, right==5, minLen==Integer.MAX VALUE 


ÉCRfmatch# KERK TO, DS AA BIE, swith ie BVA ET 
都 还 完了 ， 此 时 被 框 住 的 子 串 也 就 十 str1[0..5]， 肯 定 是 包含 str2 所 有 字符 
的 。 但 古 当 前 被 框 住 的 子 串 是 在 必须 以 位 置 5 结 尾 的 情况 下 最 短 的 吗 ? 不 
一 定 ， 因 为 有 些 字 符 归 还 得 很 多 余 ， 所 以 步骤 6) 还 要 继续 如 下 过 程 。 


left 开 始 往 右 移动 ，left==0，str1[0]=='a , ky’ xr WURA, -1), 4 


前 value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 这 个 字符 ， 也 不 会 炙 str2。 所 以 拿 回 来 ， 
令 记 录 变 为 (a' 0), left++ left==1, strl[1]=='d', key ’d'ÉJi KA (d' 
，-1)， 当 前 value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 'd'， 也 不 会 欠 str2。 所 以 拿 回 


来 ， 令 记录 变 为 ('d' 0), leftt+ left==2, stri[2]=='a', keyW’a’ Wits 
为 (Ca ，0)， 当 前 value==0， 说 明 str1 如 果 拿 回 这 个 位 置 的 字符 ， 束 要 亏欠 
str2 了 ， 所 以 此 时 left 停 止 向 右 移动 。str1[2..5] 就 是 在 必须 以 位 置 5 结 尾 的 
情况 下 的 最 小 窗口 子囊 。minLen 更 狐 为 4。 


步骤 6) (Efright==5) 这 一 步 揭示 了 整个 解法 最 关键 的 逻辑 ， 先 通过 
right 同 右 扩 ， 让 所 有 的 字符 被“ 有 效 ” 地 还 完 ， 都 还 完 时 ， 被 框 住 的 子 串 肯 
定 是 符合 要 求 的 ， 但 还 要 经 过 left 回 右 缩 的 过 程 来 看 被 框 住 的 子 串 能 不 能 
变 得 更 短 。 至 此 ， 关 于 位 置 5 结尾 的 情况 下 的 最 短 窗口 子 串 已 经 找到 。 同 
时 从 left 位 置 开始 的 最 短 窗口 子 串 也 是 stri[left..right]。 所 以 ， 之 后 如 果 更 
小 的 窗口 子 串 也 一 定 不 会 从 left 的 位 置 开始 ， 而 是 从 left 之 后 的 位 置 开 始 。 
str1[2]=='a， 令 记录 (a ，0) 变 为 Ca ，1)，matcht++， 然 后 leftt++。 表 示 现 
ee 了 ，right 继 续 往 右 扩 。 目 前 变量 的 状况 如 


map key value 


'a' 1 
'b' 1 
rer 0 
'd' -1 


match==1, left==3, right==5, minLen==4 


7) Tight==6，str[6]=='a。(a' ， 了 1) 变 为 (a ，0)， 减 之 后 value 为 0， 说 明 当 
前 字符 'a 归 还 有 效 ，match 值 减 1。match 又 一 次 等 于 0， 进 入 left 向 右 缩 的 
过 程 。left==3 ，strl[0]==b' , key Ab 的 记录 为 (bY ，-1)， 当 前 
value==-1， 说 明 str1 即 便 拿 回 这 个 位 置 的 字符 ， 也 不 会 欠 str2， 所 以 合 
[E], 记录 变 为 (b' , 0), left++ ° left==4, strl[l]==b", key Ab’ AVIL KA 
Cb' ，0)， 当 前 value==0， 说 明 如 果 拿 回 当前 字符 心 ， 就 要 亏欠 stt2。 所 以 
此 时 的 str1[4.6] 就 是 在 必须 以 位 置 6 结尾 的 情况 下 的 最 小 窗口 子 串 ， 令 
minLen 更 新 为 3。 同 步骤 6) 的 逻辑 一 样 ，left==4，str1[4]=='b'， 令 (b'， 
0) 变 为 (b' 1), match++, left++ > ÅR str1[5..6] X IT 4a K str2 F 
符 ，right 继 续 往 右 扩 - 


Map key value 


'a' 0 
'b! 1 
AGa 0 
'd' -1 


match==1, left==5, right==6, minLen==3 


8) right==7， 遍 历 结束 。 


A. 如 果 minLen 此 时 依然 等 于 IntegerMAX_VALUE， 说 明 从 始 至 终 都 没有 
符合 条 件 的 窗口 出 现 过 ， 当 然 minLen 也 从 未 被 设置 过 ， 则 返回 0， 否 则 返 
回 minLen 的 值 。 


left 和 right 始 终 向 右 移 动 ，right 移 动 到 右边 界 过 程 停止 ， 所 以 该 时 间 复 杂 
度 必 然 是 O (N )。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 minLength 方 法 。 


public int minLength(String stri, String str2) { 


if (stri == null || str2 == null || stri.length( 
) < str2.length()) { 


return 0; 


char[] chas1 = stri.toCharArray(); 

char[] chas2 = str2.toCharArray(); 

int[] map = new int[256]; 

for (int i = 0; i ! = chas2.length; i++) { 
map[chas2[i]]++; 

} 


int left = 0; 


int right O; 
int match = chas2.length; 
int minLen = Integer .MAX_ VALUE; 
while (right ! = chas1.length) { 
map[chas1[right]]--; 
if (map[chasi[right]] >= 0) I 
match--; 
) 
if (match == 0) I 
while (map[chasi[left]] < ©) I 
map[chasi[left++]]++; 
) 


minLen = Math.min(minLen, right 
- left + 1); 


match++; 
map[chasi[left++]]++; 


) 


right++; 


} 


return minLen == Integer.MAX VALUE ? © : minLen; 
) 
回 文 最 少 分 割 数 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 把 str 全 部 切 成 回 文 子 串 的 最 小 分 割 数 。 
【举例 】 
str="ABA" ° 


不 需要 切割 ，str 本 身 就 是 回 文 串 ， 所 以 返回 0。 
str="ACDCDCDAD" ° 


最 少 需要 切 2 次 变 成 3 个 回 文子 串 ， 比 如 "A"、"CDCDC" 和 "DAD"， 所 以 返 
回 2。 


【难度 】 

导 kkk 

【解答 】 

本 题 是 一 个 经 典 的 动态 规划 的 题目 。 定 义 动 态 规划 数组 dp ，dp 自 的 含义 
是 子 串 str[i..len-1] 至 少 需 要 切 制 几 次 ， 才 能 把 str[i..len-1] 全 部 切 成 回 文子 
串 。 那 么 ，dp[0] 就 是 最 后 的 结果 。 

从 右 往 左 依次 计算 dp 的 值 ，i 壕 始 为 lan-1， 有 具体 计算 过 程 如 下 : 

1. 假设 i 位 置 处 在 i 与 lan-1 位 置 之 间 (i<=j<len)， 如 果 str[i..j] 是 回 文 串 ， 那 
么 dp 中 的 值 可 能 是 dp[j+1]+1， 其 含义 是 在 str[i.len-1] 上， 既然 str[i..j] 是 一 
个 回 文 串 ， 那 么 它 可 以 自己 作为 一 个 分 割 的 部 分 ， 剩 下 的 部 分 (BH 


str[j+1..len-1]) 继续 做 最 经 济 的 切割 ， 而 dp[j+1] 值 的 含义 正好 是 
str[j+1..len-1] 的 最 少 回 文 分 割 数 。 


2. 根据 步骤 2 的 方式 ， 让 j 在 i 到 len-1 位 置 上 枚 举 ， 那 么 所 有 可 能 情况 中 
的 最 小 值 就 是 dp 上 的 值 ， 即 dp[] = Min I dp[j+1]+1 (i<=j<len， 且 strfi..j] 必 
须 是 回 文 串 ) } 。 


3. 如 何方 便 快 速 地 判断 str[i..j] 是 否 是 回 文 串 呢 ? 具体 过 程 如 下 。 
1) 定义 一 个 二 维 数 组 boolean[][] p, ， 如 果 p[i[] 值 为 tue， 说 明 字 符 串 
str[i.. 订 是 回 文 串 ， 否 则 不 是 。 在 计算 dp 数组 的 过 程 中 ， 和 希望 能 够 同步 、 快 
速 地 计算 出 矩阵 p。 
2) p[ifr] 如 果 为 tue， 一 定 是 以 下 三 种 情况 : 

e str[i..j] 由 1 个 字符 组 成 。 

e str[i..j] 由 2 个 字符 组 成 且 2 个 字符 相等 。 


e str[i+1..j-1] 是 回 文 串 ， 即 pfi+1][j-1] 为 tue ， 且 str[i]==str[j] ， 即 
str[i..j] 上 前 尾 两 个 字符 相等 。 


3) 在 计算 dp 数组 的 过 程 中 ， 位 置 是 从 右 向 左 依次 计算 的 。 而 对 每 一 个 ; 
来 说 ， 又 依次 从 i 位置 向 右 枚 举 所 有 的 位 置 (Gi<=j<len)， 以 此 来 决策 出 
dp 加] 的 值 。 所 以 对 pf[j] 来 说 ，p[ir1][j-1] 值 一 定 已 经 计算 过 。 这 就 使 判断 
一 个 子 串 是 否 为 回 文 串 变 得 极为 方便 * 


ed FR, 过 程 结束 。 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minCut 
法 。 


public int minCut(String str) { 
if (str == null || str.equals("")) I 
return 0; 
} 
char[] chas = str.toCharArray(); 
int len = chas.length; 
int[] dp = new int[len + 1]; 


dp[len] = -1; 


boolean[][] p = new boolean[len][len]; 
for (int i = len - 1; i >= 0; i--) { 
dp[i] = Integer.MAX VALUE; 
for (int j = i; j < len; j++) { 
if (chas[i] == chas[j] && (j - i <2 || 
p[i + 1][j - 11)) I 
p[i][j] = true; 
dp[i] = Math.min(dp[i], dp[j + 1 


] + 1); 
) 
) 
) 
return dp[O]; 
) 
字符 串 匹 配 问题 
【题目 】 


给 定 字符 串 sr， 其 中 绝对 不 含有 字符 ,* 和 '*。 再 给 定 字符 串 exp， 其 中 可 
以 含有 … 或 * ，' 员 字 答 不 能 是 exp 的 首 字符 ， 并 且 任意 两 个 '*: 字 符 不 相 
邻 。exp 中 的 "代表 任何 一 个 字符 ，exp 中 的 *' 表 示 * 的 前 一 个 字符 可 以 
有 0 个 或 者 多 个 。 请 写 一 个 画 数 ， 判 断 st 是 否 能 被 exp 匹 配 。 


【举例 】 
str="abc", exp="abc", 3 [Fjtrue ° 
str="abc"，exp="a.c"，exp 中 单个 … 可 以 代表 任意 字符 ， 所 以 返回 true。 


str="abcd"，exp=".*"。exp 中 :的 前 一 个 字符 是 2'， 所 以 可 表示 任意 数量 
的 字符， 当 exp 是 ".…" 时 与 "rabcd" 匹 配 ， 返 回 true。 


stra", Op * exp P AY Bl VF HE”, 可 表示 任意 数量 的 '* 字 
få, Bær" *"Z AIDA NFR, EFA, A A str 
一 个 字符 才能 被 exp 匹 配 。 所 以 返回 false。 

【难度 】 
校 ks 

【解答 】 
首先 解决 str 和 exp 有 效 性 的 问题 。 根 据 摘 述 ，str 中 不 能 含有 ”和 **' exp 


中 5*? 字 答 不 能 是 首 字符 ， 并 且 任意 两 个 '* 字 符 不 相 邻 。 具 体 请 参看 如 下 
代码 中 的 isValid 方 法 。 


public boolean isValid(char[] s, char[] e) I 
for (int i = 0; i < s.length; i++) { 
ir NA 


return false; 


) 
) 
for (int i = 0; i < e.length; i++) { 
if (e[i] == ' *' && (i == 0 || e[i - 1] 
Sep WOR 
return false; 
) 
} 
return true; 
) 


接 下 来 看 如 何 用 递归 方法 来 解 这 道 题 ， 如 下 代码 中 的 isMatch 方 法 是 递归 
解法 的 主 函 数 ，process 方 法 是 递归 的 主要 过 程 ， 移 列 出 代码 ， 然 后 详细 


解释 过 程 。 


public boolean isMatch(String str, String exp) { 
if (str == null || exp == null) { 


return false; 


) 
char[] s = str.toCharArray(); 
char[] e = exp.toCharArray(); 


return isValid(s, e) ? process(s, e, 0, 0) : fal 


se; 
) 
public boolean process(char[] s, char[] e, int si, int e 
i) 4 
if (ei == e.length) { 
return si == s.length; 
) 
if (ei + 1 == e.length || e[ei + 1] ! =' *') I 
return si ! = s.length && (e[ei] == s[si 
] || elei] == " .') 
&& process(s, e, si + 1, 
ei + 1); 
) 
while (si ! = s.length && (e[ei] == s[si] || ere 
i] == ' .')) { 


if (process(s, e, si, ei + 2)) { 


return true; 


si++; 


return process(s, e, si, ei + 2); 


} 


下 面 解释 一 下 递归 过 程 ，process 函 数 的 意义 是 ， 从 str 的 si 位 置 开 始 ， 一 直 
到 str 结 束 位 置 的 子 串 ， 即 str[si..slen]， 是 否 能 被 从 exp 的 ei 位 置 开始 一 直到 
exp 结 束 位 置 的 子 串 ( 即 exp[ei...elen]) 匹配 ， 所 以 process(s，e，0，0) 就 
是 最 终 返 回 的 结果 。 


那么 在 递归 过 程 中 如 何 判 断 str[si...slen] 是 否 能 被 exp[ei...elen] 匹 配 呢 ? 
假设 当前 判断 到 str 的 si 位 置 和 exp 的 ei 位 置 ， 即 process(s，e，si，ei)。 


1. 如 果 e@i 为 exp 的 结束 位 置 (ei==elen)，si 也 是 str 的 结束 位 置 ， 返 回 true， 
FE os A esti Za RUE, iKlAlfalse, ÆR NZ NL 


2 .如果 ei 位 置 的 下 一 个 字符 (e[ei+1]) 不 为 **。 那 么 就 必须 关注 str[si] 字 符 
能 否 和 exp[ei] 字 符 匹 配 。 如 果 str[si] 与 exp[ei] 能 匹配 (efei] == s[si] || elei] == 
0)， 还 要 关注 str 后 续 的 部 分 能 否 被 exp 后 续 的 部 分 匹配 ， 即 process(s，e， 
sit+1，ei+1) 的 返回 值 。 如 果 str[si] 与 exp[ei] 不 能 匹配 ， 当 前 字符 都 匹配 ， 
当然 不 用 计算 后 续 的 ， 直 接 返 回 false。 


3. 如 果 当 前 ei 位 置 的 下 一 个 字符 (e[ei+1]) 为 #? 字 符 。 


1) 如 果 str[si 与 exp[ei] 不 能 匹配 ， 那 么 只 能 让 exp[ei..ei+1] 这 个 部 分 为 "， 

也 就 是 exp[ei+1]=='*: 字 符 的 前 一 个 字符 exp[ei] 的 数量 为 0 才 行 ， 然 后 考查 

process(s , e, si, ei+2) 的 返回 值 。 举 个 例子 strfsi.slen] 

为 "bXXX" ， "XXX" 代 指 字符 ?之 后 的 字符 串 。 exp[ei.elen] 

为 "a*YYY",， "YYY" 代 指 字 符 '* 之 后 的 字符 串 。 当 前 无 法 匹配 ('a' ! =b), 

所 以 让 "a*" 为 "， 然 后 考查 str[si..slen] ( 即 "bXXX") 能 否 被 exp[ei+2..elen] 
( 即 "YYY") 匹配 。 


2) 如 果 str[si] 与 exp[ei] 能 匹配 ， 这 种 情况 下 举例 说 明 。 


str[si...slen] 为 "aaaaaXXX" ，"XXX" 指 不 再 连续 出 现 'a: 字 符 的 后 续 字 符 
Fo exp[ei...elen])"a*YYY", "YYY"ta fi * SEs FF o 


如 果 令 "a" 和 "a*" 匹 配 ， 且 有 "aaaaXXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 true 。 
如 果 令 "aa" 和 "as*" 匹 配 ， 且 有 "aaaXXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 true。 
如 果 令 "aaa" 和 "ax" 匹 配 ， 且 有 "aaXXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 true - 
如 果 令 "aaaa" 和 "as*" 匹 配 ， 且 有 "aXXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 true - 
如 果 令 "aaaaa" 和 "ax" 匹 配 ， 且 有 "XXX" 和 "YYY" 匹 配 ， 可 以 返回 true。 


HE, explei..ei+1] ( 即 "a*") 的 部 分 如 果 能 匹配 str 后 续 很 多 位 置 的 时 
候 ， 只 要 有 一 个 返回 true， 就 可 以 直接 返回 true。 


整体 递归 过 程 结 束 。 


在 了 a 寺 程 之 后 ， 来 看 递归 函数 的 结构 。 我 们 很 容易 发 现 递 
归 函 数 process(s，e，si，ei) 在 每 次 调用 的 时 候 ， 有 两 个 参数 是 始终 不 变 
的 (6 和 e)， 所 以 代表 process 坝 数 状 态 的 就 是 si 和 ei 信 的 组 合 o 所以， 如 果 
把 递归 函数 p 在 所 有 不 同 参 数 (si 和 ei) 的 情况 下 的 所 有 返回 值 看 作 一 个 范 
FH, TIE ME 1 (slen+1)*(elen+ 14) ÆRE, 并 且 p(si，ei) 在 整个 
递归 过 程 中 ， 依 赖 的 总 是 p(si+1，ei+1) 或 者 p(si+k(k>=0)，ei+2)， 假 设 二 
维 数组 dp 站 中 代表 p (i ， re dpi ØKE dpi GEK 
dp[i+k(k>=0)J[j+2] 的 值 。 一 步 可 以 看 出 ， 想 要 求 dp[il[j] 的 值 ， 只 需要 (i 
人 所 以 只 要 从 二 维 数组 的 右 下 角 开 始 ， 从 石 到 
严 、 再 从 下 到 上 地 计算 出 二 维 数组 dp 中 每 个 位 置 的 值 就 可 以 ，dp[0][0] 就 
是 最 终 的 结果 。p (i ， 门 的 递归 过 程 如 何 ，dp[i[j] 的 值 惑 怎样 去 计算 。 这 
P a 省 去 了 递归 过 程 中 很 多 重复 计算 的 
过 程 。 


先 从 右 到 左 计算 dp[slen][...]， 也 就 是 二 维 数 组 dp 中 的 最 后 一 行 ，dp[slen] 
enn SM Bou IREE, 剩 下 的 字符 串 为 "'，exp 也 已 经 结束 ， 剩 下 
AAP BA, FL 此 时 exp 可 以 匹配 str，dp[slen][elen]=true。 对 于 
dp[slen][0..elen- 1] 的 部 分 ，dp[slen] 呈 的 含义 是 str 已 经 结束 ， 剩 下 的 字符 串 
为 ，exp 却 没有 结束 ， 剩 下 的 字符 串 为 expli.elen-1] ， 什 么 情况 下 
exp[i..elen-1] 可 以 匹配 ""? 只 能 是 不 停 地 重复 出 现 "X*" 这 种 方式 。 比 如 ， 

exp[i..elen-1] 为 "*"， 这 种 情况 下 ，exp[i+1..elen-1] 根 本 不 合法 ， 匹 配 不 
了 "。 如 果 exp[i..elen-1]="A*"， 可 以 匹配 ""。 如 采 exp[i..elen-1]="A*B*"， 


也 能 匹配 ""。 也 束 是 说 ， 在 从 右 癌 左 计算 dp[slen][0..elen-1] 的 过 程 中 ， 看 
exp 是 不 是 从 右 往 左 重复 出 现 "X*"， 如 果 是 重复 出 现 ， 那 么 如 果 exp[i]='X' 
, exp[i+1]=' *'， 令 dp[slen][i]=true ， 如 果 exp[i]=' * , expli+1]='X', € 
dp[slen] 中 =false。 如 果 不 是 重复 出 现 ， 最 后 一 行 后 面 的 部 分 ( 即 dp[slen] 
[0..i]) ， 全 都 是 false。 这 样 就 搞定 了 dp[][] 最 后 一 行 的 值 。 


再 看 看 dp[][] 除 右 下 角 的 值 之 外 ， 最 后 一 列 其 他 位 置 的 值 ， 即 dp[0..slen-1] 
[elen]。 这 表示 如 果 exp 已 经 结束 ， 而 str 还 没 结 束 ， 显 然 ，exp 为 "匹配 不 
了 任何 非 空 字符 串 ， 所 以 dp[0..slen-1j[elen] 都 为 false ° 


接着 看 dp[][] 倒 数 第 二 列 的 值 ， 即 dp[0..slen-1][elen-1]。 这 表示 如 果 exp 还 
剩 一 个 字符 即 (explelen-1]) ， 而 str 还 剩 1 个 字符 或 多 个 字符 。 很 明显 ， 
str 还 剩 多 个 字符 的 情况 下 ，exp 匹 配 不 了 。str 还 剩 1 个 字符 的 情况 下 (B 
str[slen-1]) ， 如 果 和 exp[elen-1] 相 等 ， 则 可 以 匹配 ， 或 者 exp[elen-1]==' 
.的 情况 下 可 以 匹配 。 


因为 dp 器 [只 依赖 dp[i+1][j+ 刁 或 者 dp[i+k]j+2]G>=0) 的 值 ， 所 以 在 单独 计 
算 完 最 后 一 行 、 最 后 一 列 与 倒数 第 二 列 之 后 ， 剩 下 的 位 置 在 从 右 到 左 、 
再 从 下 到 上 计算 dp 值 的 时 候 ， 所 有 依赖 的 值 都 被 计算 出 来 ， 直 接 拿 过 来 
用 即 可 。 如 果 str 的 长 度 为 N ，exp 的 长 度 为 M ， 因 为 有 枚 举 的 过 程 ， 所 以 
时 间 复 杂 度 为 O(N :xM )， 额 外 空间 复杂 度 为 O(N xM )。 具 体 请 参看 如 下 
代码 中 的 isMatchDP 方 法 。 


public boolean isMatchDP(String str, String exp) { 
if (str == null || exp == null) { 
return false; 
) 
char[] s = str.toCharArray(); 
char[] e = exp.toCharArray(); 
if (! isValid(s, e)) { 
return false; 


} 
boolean[][] dp = initDPMap(s, e); 


for (int i = s.length - 1; i > -1; i--) I 
for (int j = e.length - 2; j > -1; j--) { 
ee FEE SED) 
[j] = (s[i] == e[j] || e[j] == ，) RER 
&& dp[i + 1][j + 1]; 
} else { 


int si = i; 


while (si ! = s.length && (s[si] == 
ETT =O SR 
if (dp[si][j + 2]) I 
dp[i][j] = true; 
break; 
} 
si++; 
Í 
if (dp[i][j] ! = true) { 
dp[i][j] = dp[si][j + 2]; 
} 
} 
} 
} 


return dp[0][0]; 


public boolean[][] initDPMap(char[] s, char[] e) { 


int slen = s.length; 
int elen = e.length; 


boolean[][] dp = new boolean[slen + 1] 
[elen + 1]; 


dp[slen][elen] = true; 
for (int j = elen - 2; j > -1; j = j - 2) I 
if (e[j] ! = ' *' RE e[j + 1] == ' 7") < 
dp[slen][j] = true; 
} else { 


break; 


} 


if (slen > 0 && elen > 0) { 


if ((e[elen - 1] == ' .' || s[slen - 1] 
== e[elen - 1])) { 


dp[slen - 1][elen - 1] = true; 


} 


return dp; 


SH (BIS) 的 实现 
【题目 】 
字典 树 又 称 为 前 缀 树 或 Trie 树 ， 是 处 理 字 符 捉 常见 的 数据 结构 。 假 设 组 成 


E ey eg ee 
I 能 。 


e void insert(String word): 添加 word， 可 重复 添加 。 


e void delete(String word): 删除 word， 如 果 word 添 加 过 多 次 ， 仅 删 
除 一 个 。 


e boolean search(String word): 查询 word 是 否 在 字典 树 中 。 


e int prefixNumber(String pre): 返回 以 字符 串 pre 为 前 级 的 单词 数 
量 。 


DER] 

ht wk 

CFE] 

字典 树 的 介绍 。 字 典 树 是 一 种 树 形 结构 ， 优 点 是 利用 字符 串 的 公共 前 级 
KOT d H få zZ fF, 比 如 m 


A "abc" \ "abcd" fig "abd" N "b" N "bed" Se "efg" 、 "hik" Z JA, FH HAM YW Æ 5-1 
所 示 。 


eg 


字典 树 的 基本 性 质 如 下 : 
oe 根 广 点 没有 字符 路 径 。 除 根 节 后 外 ， 每 一 个 市 点 都 个 一 个 字符 路 
nale 
e 从 根 节 点 到 某 一 节点 ， 将 路 径 上 经 过 的 字符 连接 起 来 ， 为 扫 过 的 
对 应 字符 串 。 


e 每 个 节 反 向 下 所 有 的 字符 路 径 上 的 子 符 都 不 同 。 
在 字典 树 上 搜索 添加 过 的 单词 的 步 又 为 : 


1 从 根 市 点 开始 搜索 。 


2. 取得 要 得 找 单 词 的 第 一 个 字母 ， 并 根据 该 字母 选择 对 应 的 字符 路 径 加 
下 继续 搜索 。 


3. 字符 路 径 指 向 的 第 二 层 节 点 上 ， 根 据 第 二 个 字母 选择 对 应 的 字符 路 径 
向 下 继续 搜索 。 


4. 一 直 辐 下 搜索 ， 如 果 单 词 搜索 完 后 ， 找 到 的 最 后 一 个 节点 是 一 个 终止 
节点 ， 比 如 图 5-1 中 的 实心 节点 ， 说 明 字 典 树 中 人 对 有 这 个 单词 ， 如 果 找 到 
的 最 后 一 个 节点 不 是 一 个 终止 节点 ， 说 明 单 词 不 是 字典 树 中 添加 过 的 单 
词 。 如 果 单 词 没 搜 索 完 ， 但 是 已 经 没有 后 续 的 节点 了 ， 也 说 明 单 词 不 是 
字典 树 中 添加 过 的 单词 。 


在 字典 树 上 添加 一 个 单词 的 步骤 同 理 ， 不 再 详 述 。 下 面 介 绍 有 关 字 典 树 
节操 的 类 型 。 参 见 如 下 代码 中 的 TrieNode 类 。 


public class TrieNode { 
public int path; 
public int end; 
public TrieNode[] map; 
public TrieNode() { 
path = 0; 
end = 0; 


map = new TrieNode[26]; 


TrieNode 类 中 ，path 表 示 有 多 少 个 单词 共用 这 个 下 点 ，end 表 示 有 多 少 个 
单词 以 这 个 节点 结尾 ，map 是 一 个 哈 希 表 结 构 ，key 代 表 该 节点 的 一 条 字 
符 路 径 ，value 表 示 字 符 路 径 指向 的 节点 ， 根 据 题目 的 说 明 ，map 为 长 度 


为 26 的 数组 ， 在 字符 种 类 较 多 的 情况 下 ， 可 以 选择 用 真实 的 哈 希 表 结 构 
实现 map。 介 绍 完 TrieNode 后 ， 下 面 详细 介绍 本 题 的 Trie 树 类 如 何 实 现 。 


e void insert(String word): 假设 单词 word 的 长 度 为 N。 从 左 到 石 换 
历 word 中 的 每 个 字符 ， 并 依次 从 头 太 点 开始 根据 每 一 个 word[i]， 找 
到 下 一 个 节点 。 如 果 找 的 过 程 中 市 点 不 存在 ， 就 建立 新 方 点 ， 记 为 
a， 并 令 a.path=1。 如 果 布 点 存在 ， 记 为 b， 令 b.path++。 通 过 最 后 一 
个 字符 (word[N-1) 找 到 最 后 一 个 下 点 时 记 为 e， 令 epath++ ， 
e.end++ ? 


e boolean search(String word): MÆ 2!) 43 A word FAEN FÅ, 
HRK MATH AFBI EE — Nwordli], RE FATA + MAI 
的 过 程 中 节点 不 存在 ， 说 明 这 个 单词 的 整个 部 分 没有 添加 进 Trie 树 , 
否则 不 可 能 找 的 过 程 中 节点 不 存在 ， 直 接 返 回 false。 如 果 能 通过 
word[N-1] 找 到 最 后 一 个 节点 ， 记 为 e， 如 果 e.end! =0， 说 明 有 单词 通 
过 word[N-1] 的 字符 路 径 ， 并 以 节点 e 结 尾 ， 返 回 true， 如 采 
e.end==0, JÅ [Flfalse ° 


e void delete(String word): 人 移 调用 search(word)， 看 word 在 不 在 Trie 
MH, ae, NYTE RØDE, FANE, MERKE - MASE 
18 word FH BETS EFF, HRK MIT FÉRIÉS — Nwordli1 ik 
到 下 一 个 的 节点 。 在 找 的 过 程 中 ， 把 扫 过 每 一 个 节点 的 path 值 减 1。 
如 宁 发 现下 一 个 节点 的 path 值 减 完 之 后 已 经 为 0， 直 接 从 当前 节点 的 
map 中 删除 后 续 的 所 有 路 径 ， 返 回 即 可 。 如 果 扫 到 最 后 一 个 节点 ， 记 


为 e， 令 e.path--，e.end--。 


int prefixNumber(String pre): 和 和 查找 操作 同 理 ， 根 据 pre 不 叫 找 到 
点 ， 假 设 最 后 的 节点 记 为 e， 返 回 epath 的 值 即 可 。 


全 部 实现 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 Trie 类 。 


a © 


public class Trie { 


private TrieNode root; 


public Trie() { 


root = new TrieNode(); 


public void insert(String word) { 

if (word == null) { 
return; 

) 

char[] chs = word.toCharArray(); 

TrieNode node = root; 

int index = 0; 

for (int i = 0; i < chs.length; i++) { 
index = chs[i] - ‘a' ; 
if (node.map[index] == null) { 


node.map[index] = new Tr 
ieNode(); 


} 
node = node.map[index]; 
node.path++; 


} 


node.end++; 


public void delete(String word) { 
if (search(word)) { 
char[] chs = word.toCharArray(); 


TrieNode node = root; 


i++) { 


int index = 0; 


for (int i = 0; i < chs.length; 


index = chs[i] - 'a' ; 


if (node.map[index].path 


node.map[index] 


return; 
) 


node = node.map[index]; 


) 


node.end--; 


public boolean search(String word) { 

if (word == null) { 
return false; 

) 

char[] chs = word.toCharArray(); 

TrieNode node = root; 

int index = 0; 

for (int i = 0; i < chs.length; i++) { 
index = chs[i] - 'a' ; 
if (node.map[index] == null) { 


return false; 


} 


node = node.map[index]; 


} 


return node.end ! = 0; 


public int prefixNumber(String pre) { 
if (pre == null) { 
return 0; 
} 
char[] chs = pre.toCharArray(); 
TrieNode node = root; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i < chs.length; i++) { 
index = chs[i] - 'a' ; 
if (node.map[index] == null) { 
return 0; 
} 


node = node.map[index]; 


} 


return node.path; 


第 6 À 
大 数据 和 空间 限制 
认识 布 隆 过 滤 需 


【题目 】 


不 安全 网 页 的 黑 名 单 包含 100 亿 个 黑 名 单 网 页 ， 每 个 网 页 的 URL 最 多 占用 
64B。 现 在 想 要 实现 一 种 网 页 过 滤 系 统 ， 可 以 根据 网 页 的 URL 判 断 该 网 页 
是 否 在 黑 名 单 上 ， 请 设计 该 系统 。 


[ÆR] 
1. 该 系统 允许 有 万 分 之 一 以 下 的 判断 失误 率 。 
2. 使 用 的 额外 空间 不 要 超过 30GB。 

【难度 】 
it KIK 

【解答 】 


如 果 把 黑 名 单 中 所 有 的 URL 通 过 数据 库 或 哈 希 表 保 存 下 来 ， 就 可 以 对 每 
条 URL 进行 查询 ， 但 是 每 个 URL 有 64B， 数 量 是 100 亿 个 ， 所 以 至 少 需 要 
640GB 的 空间 ， 不 满足 要 求 2。 


如 果 面 试 者 遇 到 网 页 黑 名 单 系 统 、 垃 圾 邮件 过 滤 系 统 、 疏 虫 的 网 址 判 重 
系统 等 题目 ， 又 看 到 系统 容忍 一 定 程 度 的 失误 率 ， 但 是 对 空间 要 求 比 较 
严格 ， 那 么 很 可 能 是 面试 官 希 望 面 试 者 具备 布 隆 过 滤器 的 知识 。 一 个 布 
隆 过 滤器 精确 地 代表 一 个 集合 ， 并 可 以 精确 判断 一 个 元 素 是 否 在 集合 
中 。 注 意 ， 只 是 精确 代表 和 精确 判断 ， 到 底 有 多 精确 呢 ? 则 完全 在 于 你 
具体 的 设计 ， 但 想 做 到 完全 正确 是 不 可 能 的 。 布 隆 过 滤 絮 的 优势 就 在 于 
使 用 很 少 的 空间 就 可 以 将 谁 确 率 做 到 很 高 的 程度 ， 该 结构 由 Burton 
Howard Bloom 于 1970 人 年 提出 。 


一 < 


首先 介绍 哈 希 函数 (BU ER) 的 概念 。 哈 硕 男 数 的 输入 域 可 以 是 非常 
大 的 范围 ， 比 如 ， 任 意 一 个 字符 串 ， 但 是 输出 域 是 固定 的 范围 ， 假 设 为 
S， 并 具有 如 下 性 质 : 


1， 典 型 的 哈 希 画 数 都 有 无 限 的 输入 值 域 。 
2， 当 给 哈 希 画 数 传 入 相同 的 输入 值 时 ， 返 回 值 一 样 。 


3， 当 给 哈 希 函数 传 入 不 同 的 输入 值 时 ， 返 回 值 可 能 一 样 ， 也 可 能 不 一 
样 ， 这 是 当然 的 ， 因 为 输出 域 统 一 是 5， 所 以 会 有 不 同 的 输入 值 对 应 在 S 
Ey STIER Es 


på 最 重要 的 性 质 是 很 多 不 同 的 输入 值 所 得 到 的 返回 值 会 均匀 地 分 布 在 S 


第 1 一 3 点 性 质 是 哈 希 画 数 的 基础 ， 第 4 点 性 质 是 评价 一 个 哈 希 函数 优 劣 的 
关键 ， 不 同 输入 值 所 得 到 的 所 有 返回 值 越 均匀 地 分 布 在 S 上 ， 哈 希 辑 数 越 
优秀 ， 并 且 这 种 均匀 分 布 与 输入 值 出 现 的 规律 无 关 。 比 
如 ，"aaal"、"aaa2"、"aaa3" 三 个 输入 值 比较 类 似 ， 但 经 过 优秀 的 哈 布 函 
数 计算 后 的 结果 应 该 相差 非常 大 。 读 者 只 用 记 清 哈 硕 函数 的 性 质 即 可 ， 

有 兴趣 的 读者 可 以 了 解 一 些 哈 硕 函数 经 典 的 实现 ， 比 如 MD5 和 SHA1 算 
法 ， 但 了 解 这 些 算法 的 细节 并 不 在 准备 代码 面试 的 范围 中 。 如 果 一 个 优 
秀 的 哈 希 函数 能 够 做 到 很 多 不 同 的 输入 值 所 得 到 的 返回 值 非常 均匀 地 分 
布 在 S 上 ， 那 么 将 所 有 的 返回 值 对 mm 取 余 (%m) ， 可 以 认为 所 有 的 返回 
值 也 会 均匀 地 分 布 在 0~m -1 的 空间 上 。 这 是 显而易见 的 ， 本 书 不 再 详 


ft o 
fe FARM MT Ave tie lias A — KE Mm 的 bit 类 型 的 数 


组 ， 即 数组 中 的 每 一 个 位 置 只 占 一 个 bit， 如 我 们 所 知 ， 每 一 个 bit 只 有 0 和 
1 两 种 状态 ， 如 图 6-1 所 示 。 


bit array 


图 6-1 


再 假设 一 共有 K 个 哈 希 函数 ， 这 些 函 数 的 输出 域 $ 都 大 于 或 等 于 m HH 
这 些 哈 硕 函数 都 足够 优秀 ， 彼 此 之 间 也 完全 独立 。 那 么 对 同一 个 输入 对 
象 (假设 是 一 个 字符 串 记 为 URL) ， 经 过 K 个 哈 希 函数 算出 来 的 结果 也 是 
独立 的 ， 可 能 相同 ， 也 可 能 不 同 ， 但 彼此 独立 。 对 算出 来 的 每 一 个 结果 
都 对 m 取 余 (%m) ， 然 后 在 bit array 上 把 相应 的 位 置 设置 为 1 ( 涂 黑 ) ， 
如 图 6-2 所 示 。 


bit array 


图 6-2 


我 们 把 bit 类 型 的 数组 记 为 bitMap。 至 此 ， 一 个 输入 对 象 对 bitMap 的 影响 过 
程 融 结 束 了 ， 也 就 是 bitMap 中 的 一 些 位 置 会 被 涂 黑 。 接 下 来 按照 该 方法 
处 理 所 有 的 输入 对 象 ， 每 个 对 象 都 可 能 把 bitMap 中 的 一 些 白 位 置 涂 黑 ， 
也 可 能 过 到 已 经 涂 黑 的 位 置 ， 肌 到 已 经 涂 黑 的 位 置 让 其 继续 为 黑 即 可 o 
处 理 完 所 有 的 输入 对 象 后 ， 可 能 bitMap 中 已 经 有 相当 多 的 位 置 被 涂 黑 。 
至 此 ， 一 个 布 隆 过 滤 右 生成 完毕 ， 这 个 布 隆 过 滤 右 代表 之 前 所 有 输入 对 
象 组 成 的 集合 。 


那么 在 检查 阶段 时 ， 如 何 检查 某 一 个 对 象 是 否 是 之 前 的 某 一 个 输入 对 象 
NE? 假设 一 个 对 象 为 a， 想 检查 它 是 否 是 之 前 的 输入 对 象 ， 丈 把 a 通过 k 个 
哈 希 函数 算出 k 个 值 ， 然 后 把 k 个 值 取 余 (%m ) ， 束 得 到 在 [0，m-1] 范 
围 上 的 K 个 值 。 接 下 来 在 bitMap 上 看 这 些 位 置 是 不 是 都 为 黑 。 如 条 有 一 个 
不 为 黑 ， 说 明 a 一 定 不 在 这 个 集合 里 。 如 宁都 为 黑 ， 说 明 a 在 这 个 集合 
里 ， 但 可 能 有 误 判 。 再 解释 具体 一 点 ， 如 果 a 的 确 羡 输入 对 象 ， 那 么 在 生 
成 布 隆 过 滤器 时 ，bitMap 中 相应 的 K 个 位 置 一 定 已 经 涂 黑 了 ， 所 以 在 检查 
阶段 ，a 一 定 不 会 被 漏 过 ， 这 个 不 会 产生 误 判 。 会 产生 误 判 的 是 ，a 明 明 
不 古 输 入 对 象 ， 但 如 果 在 生成 布 隆 过 滤 絮 的 阶段 因为 输入 对 象 过 多 ， 而 
bitMap 过 小 ， 则 会 导致 bitMap 绝 大 多 数 的 位 置 都 已 经 变 畸 。 那 么 在 检查 a 
时 ， 可 能 a 对 应 的 k 个 位 置 都 是 黑 的 ， 从 而 错误 地 认为 a 十 输入 对 象 。 通 俗 
地 说 ， 布 隆 过 滤器 的 失误 类 型 是 “宁可 错 杀 三 和 干 ， 绝 不 放 过 一 个 ”。 


FÆL Ea RIKE AS? 读者 已 经 注意 到 ， 如 果 bitMap 的 大 小 m 相 比 
于 输入 对 象 的 个 数 n 过 小 ， 失 误 率 会 变 大 。 接 下 来 先 介绍 根据 mn 的 大 小 和 
我 们 想 达到 的 失误 率 p ， 如 何 确定 布 隆 过 滤器 的 大 小 m 和 哈 希 函数 的 个 数 
k ， 最 后 古 布 隆 过 滤 右 的 失误 率 分 析 。 下 面 以 本 题 为 例 来 说 明 。 


黑 名 单 中 样本 的 个 数 为 100 亿 个 ， 记 为 n ; 失误 率 不 能 超过 0.01%， 记 为 p 
; 每 个 样本 的 大 小 为 64B， 这 个 信息 不 会 影响 布 隆 过 滤器 的 大 小 ， 只 和 选 
择 哈 希 函 数 有 关 ， 一 般 的 哈 希 函数 都 可 以 接收 64B 的 输入 对 象 ， 所 以 使 用 
布 隆 过 滤器 还 有 一 个 好 人 处 是 不 用 顾忌 单个 样本 的 大 小 ， 它 丝毫 不 能 影响 
布 隆 过 滤器 的 大 小 。 


所 以 n =100 亿 ，p =0.01%， 布 隆 过 滤器 的 大 小 m 由 以 下 公式 确定 : 


nxlnp 


(n2? 


根据 公式 计算 出 mm =19.19n ， 癌 上 取 整 为 20n ， 即 需要 2000 亿 个 bit， 世 就 
是 25GB。 


了 哈 硕 函数 的 个 数 由 以 下 公式 决定 : 


m m 
k=In2 x —=0.7 x — 
n n 
计算 出 哈 希 函数 的 个 数 为 K=14 个 。 


然后 用 25GB 的 bitMap 再 单独 实现 14 个 哈 希 函数 ， 根 据 如 上 描述 生成 布 隆 
Wias Al Ay ° 


因为 我 们 在 确定 布 隆 过 滤 右 大 小 的 过 程 中 选择 了 向 上 取 整 ， 所 以 还 要 用 
如 下 公式 确定 布 隆 过 滤 右 真实 的 失误 率 为 : 


Hk 


(1 — e my 


根据 这 个 公式 算出 真实 的 失误 率 为 0.006%， 这 是 比 0.01% 更 低 的 失误 率 ， 
哈 希 函数 本 身 不 占用 什么 空间 ， 所 以 使 用 的 空间 就 是 bitMap 的 大 小 (I 
25GB) ， 服 务 器 的 内 存 都 可 以 达到 这 个 级 别 ， 所 有 要 求 达 标 。 之 后 的 判 
断 阶段 如 上 文 的 描述 。 


布 隆 过 滤器 失误 率 分 析 。 假 设 布 隆 过 滤器 中 的 k 个 哈 希 函数 足够 好 且 各 目 
独立 ， 每 个 输入 对 象 都 等 概率 地 散 列 到 bitMap 中 m 个 bit 中 的 任意 k 个 位 
置 ， 且 与 其 他 元 素 被 散 列 到 哪儿 无 关 。 那 么 对 茶 一 个 bit 位 来 说 ， 一 个 输 
入 对 象 在 被 k 个 哈 希 函数 散 列 后 ， 这 个 位 置 依然 没有 被 涂 黑 的 概率 为 : 


a-—y! 


经 过 n 个 输入 对 象 后 ， 这 个 位 置 依然 没有 被 涂 黑 的 概率 为 : 


AB GR RAAD: 


| =i Len 


m 
那么 在 检查 阶段 ， 检 查 k 个 位 置 都 为 黑 的 概率 为 : 


(ltl te my 
m ni 


在 x ->0 时 ，(1+x )A(Lx )->e。 上面 等 式 的 右边 可 以 认为 mm 为 很 大 的 数 ， 所 
以 -Lm ->0， 所 以 化 简 为 : 


nk 


] -mx 
pung ye MT 
FFL 


AR 7 Be tt RRA 8 ANE, Eee BI AE TE PÆNE as XK 
小 m KERNEN TØR 的 两 个 公式 都 是 从 这 个 公式 出 发 才 推 出 的 ， 接 
下 来 展示 一 下 推出 的 过 程 。 首 先 我 们 分 析 一 下 ， 如 采 给 定 m An BE, ÅR 
1 k 取 何 值 可 使 误 判 率 最 低 ? 设 误 判 率 为 K 的 函数 


f(k)=0-e->) 
Hi 


设 b =e" ， 则 公式 化 简 为 ， 
0OD=(GLD 7)" 
两 边 取 对 数 得 到 
In f (k )=k x In(1-b ~) 
两 边 对 k 求 导 : 


Sj x f'(k) =In(1- babe (D 
b* xInb 
på 


=In(l-b“)+kx 


对 等 号 右边 的 部 分 求 最 值 : 


b* xInb 


In(l-b“)+kx TT Ji. 


> (1-b*)xIn(1-b*)==—kxb" xInb 
=> (1-b*)yxIn(1-b*)=b" xInb" 
>1-b* =b“ 


LE 
2 


m m 
=> k = |In 2 x— = 0.7 x— 
H H 
至 此 ， 我 们 得 到 了 如 何 根据 m Sn 的 值得 到 最 合适 的 哈 希 画 数 数量 5 的 公 


式 ， 把 这 个 公式 市 回 失误 率 公 式 ， 吏 得 到 了 如 何 根据 失误 率 p 和 样本 数 n 
来 确定 布 隆 过 滤 占 大 小 m 的 公式 。 


布 隆 过 滤 右 会 有 误 报 ， 对 已 经 发 现 的 误 报 样本 可 以 通过 建立 白 名 单 来 防 
止 误 报 。 比 如 ， 已 经 发 现 “aaaaaa5” 这 个 样本 不 在 布 隆 过 滤 侨 中， 但 是 每 
次 计算 后 的 结果 都 显示 其 在 布 隆 过 滤 人 融 中， 那么 束 可 以 把 这 个 样本 加 入 
到 日 名 单 中 ， 以 后 束 可 以 知道 这 个 样本 确实 不 在 布 隆 过 滤 右 中 。 


在 此 特别 感谢 本 篇 文章 参考 网 文 的 作者 Alen Sun 
(http://www.cnblogs.com/allensun/archive/2011/02/16/1956532.html) 。 


只 用 2GB 内 存在 20 亿 个 整数 中 找到 出 现 
次 数 最 多 的 数 
【题目 】 
有 一 个 包含 20 亿 个 全 是 32 位 整数 的 大 文件 ， 在 其 中 找到 出 现 次 数 最 多 的 


MA 


[ÆR] 

内 存 限制 为 2GB ° 
【难度 】 

E Kr 
【解答 】 


想 要 在 很 多 整数 中 找到 出 现 次 数 最 多 的 数 ， 通 常 的 做 法 是 使 用 哈 硕 表 对 
出 现 的 每 一 个 数 做 词 频 统计 ， 哈 和 希 表 的 key 是 某 一 个 整数 ，value 是 这 个 数 
出 现 的 次 数 。 就 本 题 来 说 ， 一 共有 20 亿 个 数 ， 哪 怕 只 是 一 个 数 出 现 了 20 
亿 次 ， 用 32 位 的 整数 也 可 以 表示 其 出 现 的 次 数 而 不 会 产生 洲 出 ， 所 以 哈 
硕 表 的 key 需 要 占用 4B value tt 4B - ABA MEN — Å ID (key, 

value) 需 要 占用 8B， 当 哈 希 表 记 录 数 为 2 亿 个 时 ， 需 要 至 少 1.6GB 的 内 存 。 


但 如 果 20 亿 个 数 中 不 同 的 数 超过 2 亿 种 ， 最 极端 的 情况 是 20 亿 个 数 都 不 
同 ， 那 么 在 哈 希 表 中 可 能 需要 产生 20 亿 条 记录 ， 这 样 内 存 会 不 够 用 ， 所 
以 一 次 性 用 哈 希 表 统 计 20 亿 个 数 的 办 法 是 有 很 大 风险 的 。 


解决 办 法 是 把 包含 20 亿 个 数 的 大 文件 用 哈 希 函数 分 成 16 个 小 文件 ， 根 据 
哈 希 函数 的 性 质 ， 同 一 种 数 不 可 能 被 哈 希 到 不 同 的 小 文件 上 ， 同 时 每 个 
小 文件 中 不 同 的 数 一 定 不 会 大 于 2 亿 种 ， 假 设 哈 硕 函数 足够 好 。 然 后 对 
一 个 小 文件 用 哈 希 表 来 统计 其 中 每 种 数 出 现 的 次 数 ， 这 样 我 们 束 得 到 了 
16 个 小 文件 中 各 目 出 现 次 数 最 多 的 数 ， 还 有 各 目的 次 数 统计 。 接 下 来 只 
要 选 出 这 16 个 小 文件 各 目的 第 一 名 中 谁 出 现 的 次 数 最 多 即 可 。 


把 一 个 大 的 集合 通过 哈 硕 函数 分 配 到 多 台 机 器 中 ， 或 者 分 配 到 多 个 文件 
里 ， 这 种 技巧 是 处 理 大 数据 面试 题 时 最 常用 的 技巧 之 一 。 但 是 到 故 分 配 
AZ DENG > PACE DIE, TERRA POR > A HEE TE 
与 面试 官 沟通 的 过 程 中 由 面试 官 指定 ， 也 可 能 是 根据 具体 的 限制 来 确 
比如 本 题 确定 分 成 16 个 文件 ， 束 是 根据 内 存 限 制 2GB 的 条 件 来 确定 


40 亿 个 非 负 整数 中 找到 没 出 现 的 数 


【题目 】 

32 位 无 符号 整数 的 范围 是 0~-4294967295， 现 在 有 一 个 正好 包含 40 亿 个 无 
符号 整数 的 文件 ， 所 以 在 整个 范围 中 必然 有 没 出 现 过 的 数 。 可 以 使 用 最 
多 1GB 的 内 存 ， 怎 么 找到 所 有 没 出 现 过 的 数 ? 

进 阶 : 内 存 限 制 为 MB ， 但 是 只 用 找到 一 个 没 出 现 过 的 数 即 可 。 

【难度 】 

Rt kkk 

【解答 】 

原 问 题 。 如 果 用 哈 希 表 来 保存 出 现 过 的 数 ， 那 么 如 果 40 亿 个 数 都 不 同 ， 

则 哈 希 表 的 记录 数 为 40 亿 条 ， 存 一 个 32 位 整数 需要 4B， 所 以 最 差 情况 下 
需要 40 亿 x4B=160 亿 字 节 ， 大 约 需 要 16GB 的 空间 ， 这 是 不 符合 要 求 的 。 

哈 希 表 需 要 占用 很 多 空间 ， 我 们 可 以 使 用 bit map 的 方式 来 表示 数 出 现 的 
情况 。 上 有 具体 地 说 ， 是 申请 一 个 长 度 为 4294967295 的 bit 类 型 的 数组 bitArr， 


bitArr 上 的 每 个 位 置 只 可 以 表示 0 或 1 状态 。8 个 bit 为 1B， 所 以 长 度 为 
4294967295 的 bit 类 型 的 数组 占用 500MB 空 间 。 


怎么 使 用 这 个 bitArr 数 组 呢 ? 就 是 遍历 这 40 亿 个 无 符号 数 ， 例 如 ， 遇 到 
7000， 就 把 bitArr[7000] 设 置 为 1。 遇 到 所 有 的 数 时 ， 就 把 bitArr 相 应 位 置 
的 值 设 置 为 1。 


所 历 完成 后 ， 再 依次 裔 历 bitArr， 哪 个 位 置 上 的 值 没 被 设置 为 1， 哪 个 数 
就 不 在 40 亿 个 数 中 。 例 如 ， 发 现 bitArr[8001]==0， 那 么 8001 就 是 没 出 现 过 
的 数 ， 近 历 完 bitArr 之 后 ， 所 有 没 出 现 的 数 束 都 找 出 来 了 。 


进 阶 问题 。 现 在 只 有 10MB 的 内 存 ， 但 也 只 要 求 找到 其 中 一 个 没 出 现 过 的 
数 即 可 。 首 移 ，0 一 4294967295 这 个 范围 是 可 以 平均 分 成 64 个 区 间 的 ， 每 
个 区 间 是 67108864 个 数 ， 例 如 : 第 0 区 间 (0—67108863) 、 第 1 区 间 
( 67108864 ~ 134217728 ) ` Fi 区 间 (67108864xi ~ 67108864x(i 
+1)-1) ，......， 第 63 区 间 (4227858432—4294967295) 。 因 为 一 共 只 有 
40 亿 个 数 ， 所 以 ， 如 果 统 计 落 在 每 一 个 区 间 上 的 数 有 多 少 ， 肯 定 有 人 至少 
一 个 区 间 上 的 计数 少 于 67108864。 利 用 这 一 点 可 以 找 出 其 中 一 个 没 出 现 
过 的 数 。 具 体 过 程 为 : 


第 一 次 遍历 时 ， 先 申请 长 度 为 64 的 整 型 数组 countArr[0..63]，countArr[j 用 
来 统计 区 间 i 上 的 数 有 和 多少。 遍历 40 亿 个 数 ， 根 据 当 前 数 是 多 少 来 决定 哪 
一 个 区 间 上 的 计数 增加 。 例 如 ， 如 果 当 前 数 是 3422552090 , 

3422552090/67108864=51， 所 以 第 51 区 间 上 的 计数 增加 countArr[51]++。 
JA 40 NZ, GMN countar, DAÅSERE— NE ELV 
(countArr[i])/|\ 67108864, KRF: 区 间 上 至 少 有 一 个 数 没 出现 过 。 我 们 
肯定 会 至 少 找到 一 个 这 样 的 区 间 。 此 时 使 用 的 内 存 就 是 countArr 的 大 小 

(64x4B) ， 是 非常 小 的 。 


Nr 
F: 


1. 申请 长 度 为 67108864 的 bit map, ， 这 占用 大 约 8MB 的 空间 ， 记 为 
bitArr[0..67108863]; 


2. 再 遇 历 一 次 40 亿 个 数 ， 此 时 的 遍历 只 关注 落 在 第 37 区 间 上 的 数 ， 记 为 
num (num/67108864==37) ， 其 他 区 间 的 数 全 部 忽略 。 


3. 如 果 步 骤 2 的 num 在 第 37 区 间 上 ， 将 bitArr[num - 67108864*37] 的 值 设 
置 为 1， 也 就 是 只 做 第 37 区 间 上 的 数 的 bitArr 映 射 。 


4. 遍历 完 40 亿 个 数 之 后 ， 在 bitArr 上 必然 存在 没 被 设置 成 1 的 位 置 ， 假 设 
第 i 个 位 置 上 的 值 没 设置 成 1， 那 么 67108864x37+i 这 个 数 就 是 一 个 没 出 现 


过 的 数 。 
总 结 一 下 进 阶 的 解法 : 


1. 根据 10MB 的 内 存 限 制 ， 确 定 统计 区 间 的 大 小 ， 束 是 第 二 次 遍历 时 的 
bitArr 大 小 。 


2. 利用 区 间 计 数 的 方式 ， 找 到 那个 计数 不 足 的 区 间 ， 这 个 区 间 上 肯定 有 
没 出 现 的 数 。 


3 对 这 个 区 同上 的 数 做 pit map, HE Pbit map， 技 到 一 个 没 出 现 的 
数 即 可 。 


找到 100 亿 个 URL 中 重复 的 URL 以 及 搜 
索 词汇 的 top K 问题 


【题目 】 


有 一 个 包含 100 亿 个 URL 的 大 文件 ， 假 设 每 个 URL 占 用 64B， 请 找 出 其 中 
所 有 重复 的 URL ° 


【补充 题目 】 


某 搜索 公司 一 天 的 用 户 搜索 词汇 是 海量 的 ( 百 亿 数据 量 ) ， 请 设计 一 种 
求 出 每 天 最 热 top 100 词 汇 的 可 行 办 法 。 


【难度 】 
Ki 
【解答 】 


原 问题 的 解法 使 用 解决 大 数据 问题 的 一 种 常规 方法 ， 把 大 文件 通过 哈 希 
玉 数 分 配 到 机 器 ， 或 者 通过 哈 希 函数 把 大 文件 拆 成 小 文件 。 一 直 进 行 这 
种 划分 ， 直 到 划分 的 结果 满足 资源 限制 的 要 求 。 首先 ， 你 要 问 面 试 官 询 
问 在 资源 上 的 限制 有 哪些 ， 包 括 内 存 、 计 算 时 间 等 要 求 。 在 明确 了 限制 
要 求 之 后 ， 可 以 将 每 条 URL 通 过 哈 希 函数 分 配 到 千 干 机 右 或 者 拆 分 成 大 
干 小 文件 ， 这 里 的 “才干” 由 具体 的 资源 限制 来 计算 出 精确 的 数量 。 


例如 ， 将 100 亿 字 节 的 大 文件 通过 哈 希 函数 分 配 到 100 台 机 右上， 然后 每 
一 台 机 器 分 别 统计 分 给 上 自己 的 URL 中 是 否 有 重复 的 URL， 同 时 哈 希 函数 
的 性 质 决 定 了 同一 条 URL 不 可 能 分 给 不 同 的 机 右 ; 或 者 在 单机 上 将 大 文 
件 通过 哈 希 函数 拆 成 1000 个 小 文件 ， 对 每 一 个 小 文件 再 利用 哈 希 表 电 
历 ， 找 出 重复 的 URL; 或 者 在 分 给 机 顷 或 拆 完 文 件 之 后 ， 进 行 排 序 ， 排 
序 过 后 再 看 是 否 有 重复 的 URL 出 现 。 总 之 ， 牢 记 一 点 ， 很 多 大 数据 问题 
都 离 不 开 分 流 ， 要 么 是 险 布 函数 把 大 文件 的 内 容 分 配给 不 同 的 机 器 ， 要 
么 是 险 希 函数 把 大 文件 拆 成 小 文件 ， 然 后 处 理 每 一 个 小 数量 的 集合 。 


补充 问题 最 开始 还 是 用 哈 希 分 流 的 思路 来 处 理 ， 把 包含 百 亿 数据 量 的 词 
汇 文 件 分 流 到 不 同 的 机 器 上 ， 有 具体 多 少 台 机 器 由 面试 官 规定 或 者 由 更 多 
的 限制 来 决定 。 对 每 一 台 机 器 来 说 ， 如 果 分 到 的 数据 量 依然 很 大 ， 比 
如 ， 内 存 不 够 或 其 他 问题 ， 可 以 再 用 哈 希 函数 把 每 台 机 器 的 分 流 文件 拆 
成 更 小 的 文件 处 理 。 处 理 每 一 个 小 文件 的 时 候 ， 哈 硕 表 统 计 每 种 词 及 其 
词 频 ， 哈 希 表 记录 建立 完成 后 ， 再 廊 历 哈 希 表 ， 遍 历 哈 希 表 的 过 程 中 使 
用 大 小 为 100 的 小 根 堆 来 选 出 每 一 个 小 文件 的 top 100 (整体 未 排序 的 top 
100) 。 每 一 个 小 文件 都 有 自己 词 频 的 小 根 堆 (整体 未 排序 的 top 100) , 
将 小 根 堆 里 的 词 按 照 词 频 排 序 ， 就 得 到 了 每 个 小 文件 的 排序 后 top 100 ° 
然后 把 各 个 小 文件 排序 后 的 top 100 进 行 外 排序 或 者 继续 利用 小 根 堆 ， 就 
可 以 选 出 每 台 机 器 上 的 top 100。 不 同 机 器 之 间 的 top100 再 进行 外 排序 或 者 
继续 利用 小 根 堆 ， 最 终 求 出 整个 百 亿 数 据 量 中 的 top 100。 对 于 top 天 的 问 
题 ， 除 哈 希 画 数 分 流 和 用 哈 希 表 做 词 频 统计 之 外 ， 还 经 常用 堆 结构 和 外 
排序 的 手段 进行 处 理 。 


40 亿 个 非 负 整数 中 找到 出 现 两 次 的 数 和 
FASE TURN 


【题目 】 


32 位 无 符号 整数 的 范围 是 0~4294967295， 现 在 有 40 亿 个 无 符号 整数 ， 可 
以 使 用 最 多 1GB 的 内 存 ， 找 出 所 有 出 现 了 两 次 的 数 。 


【补充 题目 】 
可 以 使 用 最 多 10MB 的 内 存 ， 怎 么 找到 这 40 亿 个 整数 的 中 位 数 ? 
DER] 


尉 交友 次 六 
【解答 】 


对 于 原 问 题 ， 可 以 用 bit map 的 方式 来 表示 数 出 现 的 情况 。 有 具体 地 说 ， 是 
申请 一 个 长 度 为 4294967295x2 的 bit 类 型 的 数组 bitArr， 用 2 个 位 置 表示 一 
个 数 出 现 的 词 频 ，1B 占 用 8 个 bit， 所 以 长 度 为 4294967295x2 的 bit 类 型 的 数 
组 占用 1GB 空 间 。 和 怎么 使 用 这 个 bitArr 数 组 呢 ? 人 遍历 这 40 亿 个 无 符号 数 ， 
如 果 初 次 遇 到 num， 就 把 bitArrf[num*2 + 1] 和 bitArr[Inum*2] 设 置 为 01， 如 
果 第 二 次 遇 到 num， 就 把 bitAr[num*2+1] 和 bitArr[num*2] 设 置 为 10， 如 果 
第 三 次 遇 到 num， 就 把 bitArrrnumx2+1] 和 PbitArr[num*2] 设 置 为 11。 以 后 再 
遇 到 num， 发 现 此 时 bitArrrnum*2+1] 和 bitArrmnum*2] 已 经 被 设置 为 11， 就 
不 再 做 任何 设置 。 裔 历 完 成 后 ， 再 依次 裔 历 bitArr ， 如 果 发 现 
bitArr[i*2+1] 和 bitAr[fi*2] 设 置 为 0， 那么 i 就 是 出 现 了 两 次 的 数 。 


对 于 补充 问题 ， 用 分 区 间 的 方式 处 理 ， 长 度 为 2MB 的 无 符号 整 型 数组 占 
用 的 空间 为 8BMB ， 所 以 将 区 间 的 数量 定 为 4294967295/2M， 回 上 取 整 为 
2148 个 区 间 。 第 0 区 间 为 0~2M -1， 第 1 区 间 为 2M ~4M -1, Bi 区 间 为 2M 
xi ~2M x(i +1)-1...... 


申请 一 个 长 度 为 2148 的 无 符号 整 型 数组 arr[0..2147]，ar[i] 表 示 第 i 区间 有 
多 少 个 数 。arr 必 然 小 于 10MB。 然 后 遍历 40 亿 个 数 ， 如 果 遍 历 到 当前 数 为 
num ， 先 看 num 落 在 哪个 区 间 上 (num/2M) ， 然 后 将 对 应 的 进行 
arr[num/2M]++ 操 作 。 这 样 遍历 下 来 ， 就 得 到 了 每 一 个 区 间 的 数 的 出 现状 
况 ， 通 过 累加 每 个 区 间 的 出 现 次 数 ， 就 可 以 找到 40 亿 个 数 的 中 位 数 (也 
就 是 第 20 亿 个 数 ) 到 底 落 在 哪个 区 间 上 。 比 如 ，0~ 开 -1 区 间 上 数 的 个 数 
为 19.998 亿 ， 但 是 发 现 当 加 上 第 天 个 区 间 上 数 的 个 数 之 后 就 超过 了 20 亿 ， 
那么 可 以 知道 第 20 亿 个 数 是 第 K 区 间 上 的 数 ， 并 且 可 以 知道 第 20 亿 个 数 
是 第 K 区 间 上 的 第 0.002 亿 个 数 。 


接 下 来 申请 一 个 长 上 度 为 2MB 的 无 符号 整 型 数组 countArr[0..2M-1]， 占 用 空 
间 8MB。 然 后 再 遍历 40 亿 个 数 ， 此 时 只 关心 处 在 第 K XN HO Å 
numi， 其 他 的 数 省 略 ， 然 后 将 countAr[numi-K*2M]++， 也 就 是 只 对 第 K 
区 间 的 数 做 频率 统计 。 这 次 遍历 完 40 亿 个 数 之 后 ， 束 得 到 了 第 K 区 间 的 
词 频 统 计 结果 countArr， 最 后 只 在 第 K 区 间 上 找到 第 0.002 亿 个 数 即 可 。 


一 致 性 哈 希 算法 的 基本 原理 


【题目 】 


工程 师 常 使 用 服务 做 集群 来 设计 和 实现 数据 缓存 ， 以 下 是 常见 的 策略 : 


1. 无 论 是 添加 、 查 询 还 是 删除 数据 ， 都 先 将 数据 的 id 通 过 哈 希 函数 转换 
成 一 个 哈 希 值 ， 记 为 key。 
2. 如 果 目 前 机 絮 有 NN 台 ， 则 计算 key%N 的 值 ， 这 个 值 就 是 该 数据 所 属 的 
机 器 编号 ， 无 论 是 添加 、 删 除 还 是 查询 操作 ， 都 只 在 这 台 机 器 上 进行 。 
请 分 析 这 种 缓存 策略 可 能 带 来 的 问题 ， 并 提出 改进 的 方案 。 

【难度 】 
Rt kik 

【解答 】 
题目 中 描述 的 缓存 策略 的 潜在 问题 是 如 果 增 加 或 删除 机 器 时 ON 变化) 
代价 会 很 高 ， 所 有 的 数据 都 不 得 不 根据 id 重新 计算 一 遇 哈 希 值 ， 并 将 哈 硕 
值 对 新 的 机 器 数 进行 取 模 操作 ， 然 后 进行 大 规模 的 数据 迁移 。 
为 了 解决 这 些 问 题 ， 下 面 介 绍 一 下 一 致 性 哈 希 算法 ， 这 和 是 一 种 很 好 的 数 
据 缓 存 设 计 方 案 。 我 们 假设 数据 的 id 通过 哈 希 函数 转换 成 的 哈 硕 值 范围 是 
22>， 也 歼 是 0 一 (2”)-1 的 数字 空间 中 。 现 在 我 们 可 以 将 这 些 数字 头 尾 相 


连 ， 想 象 成 一 个 财 合 的 环形 ， 那 么 一 个 数据 id 在 计算 出 哈 希 值 之 后 认为 对 
应 到 环 中 的 一 个 位 置 上 ， 如 图 6-3 所 示 。 


图 6-3 


接 下 来 想象 有 三 台 机 器 也 处 在 这 样 一 个 环 中 ， 这 三 台 机 器 在 环 中 的 位 置 
根据 机 器 id 计 算出 的 哈 希 值 来 决定 。 那 么 一 条 数据 如 何 确定 归属 哪 台 机 器 
呢 ? 首 先 把 该 数据 的 id 用 哈 希 函数 算出 哈 希 值 ， 并 映射 到 环 中 的 相应 位 
置 ， 然 后 顺 时 针 找 寻 离 这 个 位 置 最 近 的 机 器 ， 那 台 机 器 就 是 该 数据 的 归 
属 ， 如 图 6-4 所 示 。 


data4 


machine I 


data2 


图 6-4 


在 图 6-4 中 ，datal 根 据 其 id 计算 出 的 哈 希 值 为 key1， 顺 时 针 的 第 一 台 机 器 
是 machine2， 所 以 datal 归 属 machine2; 同 理 ，data2 上 归属 machine3 data3 
和 data4 都 归属 machinel ° 


增加 机 器 时 的 处 理 。 假 设 有 两 台 机 器 (m1、m2) 和 三 个 数据 (datal > 
data2 > data3) ， 数 据 和 机 器 在 环 中 的 结构 如 图 6-5 所 示 。 


图 6-5 


如 果 此 时 想 加 入 痢 的 机 器 m3， 同 时 算出 机 顺 m3 的 id 在 m1 与 m2 右 半 侧 的 
环 中 ， 那 么 发 生 的 变化 如 图 6-6 所 示 。 


图 6-6 


在 没有 添加 m3 之 前 ， 从 m1 到 现在 m3 位 置 上 的 这 一 段 是 m2 掌管 范围 的 一 
部 分 ， 添 加 m3 之 后 则 统一 归属 于 m3， 同 时 要 把 这 一 段 旧 数据 从 m2 迁移 到 
m3 上 。 由 此 可 见 ， 添 加 机 器 时 的 调整 代价 是 比较 小 的 。 在 删除 机 器 时 也 
一 样 ， 只 要 把 要 删除 机 器 的 数据 全 部 复制 到 顺 时 针 找 到 的 下 一 台 机 器 上 
即 可 。 比 如 ， 要 在 图 6-6 中 删除 机 器 m2，m2 上 有 数据 data2， 那 么 只 用 把 
data2 迁 移 到 ml1 上 即 可 。 


机 如 负载 不 均 时 的 处 理 。 如 果 机 顺 较 少 ， 很 有 可 能 造成 机 禹 在 整个 环 上 
的 分 布 不 均 习 ， 从 而 导致 机 器 之 间 的 负载 不 均衡 ， 比 如 ， 图 6-7 所 示 的 两 
台 机 器 ，m1 可 能 比 m2 面临 更 大 的 负载 。 


m2| | 


ml | 


图 6-7 


为 了 解决 这 种 数据 倾斜 问题 ， 一 致 性 哈 希 算法 引入 了 虚拟 节点 机 制 ， 即 
对 每 一 台 机 器 通过 不 同 的 哈 希 函数 计算 出 多 个 哈 希 值 ， 对 多 个 位 置 都 放 
置 一 个 服务 节点 ， 称 为 虚拟 和 点。 有 具体 做 法 可 以 在 机 器 证 或 主机 名 的 后 面 
增加 编号 或 端口 号 来 实现 。 以 图 6-7 的 情况 ， 可 以 为 每 台 机 器 计算 两 个 虚 
拟 节 点 ， 分 别 计算 m1-1、m1-2、m2-1 和 m2-2 的 哈 希 值 ， 于 是 形成 四 个 虚 
WTA, PAWS T., MAHWAH, Pe BASSE, u 
图 6-8 所 示 。 


ml-1 


(实际 是 ml ) 
m2-2 m2-1 
(实际 是 m2) (实际 是 m2 ) 
ml-2《〈 实 际 是 ml) 
图 6-8 


此 时 数据 定位 算法 不 变 ， 只 是 多 了 一 步 虚 拟 市 点 到 实际 节操 的 映射 ， 比 


如 下 表 : 


虚拟 市 点 ”对 应 的 实际 节操 


m1-1 
m1-2 
m2-1 
m2-2 


当 某 一 条 数据 计算 出 归属 于 m1-2 时 ， 


ml 
ml 
m2 
m2 


再 根据 上 表 的 转 跳 ， 数 据 将 最 终归 


属于 实际 的 m1 世 点 。 基 于 一 致 性 哈 希 的 原理 有 多 种 具体 的 实现 ， 包 括 


Chord 算 法 、KAD 算 法 等 。 有 兴趣 的 
所 限 ， 在 此 不 再 详 述 。 


读者 可 以 进一步 学 习 ， 本 书 由 于 篇 幅 


第 7 章 
位 运算 
不 用 额外 变量 交换 两 个 整数 的 值 


【题目 】 

如 何不 用 任何 额外 变量 交换 两 个 整数 的 值 ? 
【难度 】 

E HR 
【解答 】 


如 果 给 定 整数 a 和 b， 用 以 下 三 行 代码 即 可 交换 a 和 b 的 值 。 


a = a ^b; 
b = a A b; 
a = a ^b; 


如 何 理解 这 三 行 代码 的 具体 功能 呢 ? 首 先 要 理解 关于 异 或 运算 的 特点 : 


e 假设 a 异 或 b 的 结果 记 为 c，c 就 是 a 整数 位 信息 和 b 整 数位 信息 的 所 
有 不 同 信息 。 比 如 ，a=4=100，b=3=011，aAb=c=000。 


e a 异 或 c 的 结果 就 是 bp。 比如 a=4=100，c=000，a^c=011=3=b。 
e hb 异 或 c 的 结果 就 是 a。 比 如 b=3=011，c=000，bAc=100=4=a。 
所 以 ， 在 执行 上 面 三 行 代码 之 前 ， 假 设 有 a 信 息 和 b 人 信息。 执行 完 第 一 行 


代码 之 后 ，a 变 成 了 c，b 还 是 b; 执行 完 第 二 行 代码 之 后 ，a 仍 然 是 <，b 变 
成 了 a; 执行 完 第 三 行 代 码 之 后 ，a 变 成 了 b，b 仍 然 是 a。 过 程 结 


位 运算 的 题目 基本 上 都 带 有 靠 经 验 素 积 才 会 做 的 特征 ， 也 束 是 在 准备 阶 
段 需要 做 足够 多 的 题 ， 面 试 时 才 会 有 良好 的 感觉 。 


不 用 任何 iii iii) 


【题目 】 
给 定 两 个 32 位 整数 a 和 b， 返 回 a 和 b 中 较 大 的 。 
[ÆR] 
不 用 任何 比较 判断 。 
【难度 】 
校 kak 
【解答 】 


一 种 方法 。 得 到 a-b 的 值 的 符号 ， 束 可 以 知道 是 返回 a 还 是 运 回 b。 具 体 
请 参看 如 下 代码 中 的 getMax1 方 法 。 


public int flip(int n) < 


return n ^ 1; 


public int sign(int n) { 


return flip((n >> 31) & 1); 


public int getMaxi(int a, int b) I 


int c =a - b; 
int scA = sign(c); 
int scB = flip(scA); 


return a * scA + b * scB; 


sign KAD REER E En 的 符号 ， 正 数 和 0 返回 1， 负 数 则 返回 0。flip 
函数 的 功能 是 如 果 为 1， 返 回 09， 如 果 n 为 0， 返 回 1。 所 以 ， 如 果 a-b 的 结 
果 为 0 或 正 数 ， 那 么 scA 为 1，scB 为 0， 如 果 a-b 的 值 为 负数 ， 那 么 scA 为 
0，scB 为 1。scA 和 scB 必 有 一 个 为 1， 另 一 个 必 为 0。 所 以 return a * scA +b 
+ scB;， 了 就 是 根据 a-b 的 值 的 状况 ， 选 择 要 么 返回 8， 要 么 返回 b 。 


RE AB wie WO Fa-bA (EH van HH, ARIAS ARH AN IE 
确 。 


er DUT RER da AE, ØDE A NG TAY getMax277 
JE o 


public int getMax2(int a, int b) I 
int c =a - b; 
int sa = sign(a); 
int sb = sign(b); 
int sc = sign(c); 
int difSab = sa ^ sb; 
int sameSab = flip(difSab); 
int returnA = difSab * sa + sameSab * sc; 
int returnB = flip(returnA); 


return a * returnA + b * returnB; 


解释 一 下 getMax2 方 法 。 

如 果 a 的 符号 与 b 的 符号 不 同 (difSab==1, sameSab==0) ， 则 有 : 
e 如 果 a 为 0 或 正 ， 那 么 b 为 负 (sa==1, sb==0) ， 应 该 返回 a; 
e 如 果 a 为 负 ， 那 么 b 为 0 或 正 (sa==0, sb==1) ， 应 该 返回 b。 


如 果 a 的 符号 与 b 的 符号 相同 (difSab==0, sameSab==1) ， 这 种 情况 下 ， 
a-b 的 值 绝 对 不 会 溢出 : 


e 如果 a-b 为 0 或 正 (sc==1) ， 返 回 a; 
e 如 果 a-b 为 负 (sc==0) ， 返 回 b; 


综 上 所 述 ， 应 该 返回 a * (difSab * sa + sameSab * sc) + b * flip(difSab * sa + 
sameSab * sc) ° 


只 用 位 运算 不 用 算术 运算 实现 整数 的 加 
减 乘除 运算 


【题目 】 


给 定 两 个 32 位 整数 a 和 b， 可 正 、 可 人 负 、 可 0。 不 能 使 用 算术 运算 符 ， 分 别 
实现 a 和 b 的 加 减 乘除 运算 。 


[ÆR] 


如 果 给 定 的 a 和 b 执 行 加 减 乘除 的 某 些 结果 本 来 整 会 导致 数 据 的 洲 出 ， 那 
么 你 实现 的 函数 不 必 对 那些 结果 负责。 


【难度 】 
Rt skur 
【解答 】 


用 位 运算 实现 加 法 运算 。 如 果 在 不 考虑 进位 的 情况 下 ，a^b 就 是 正确 结 
果 ， 因 为 0 加 0 为 0(0&0)，0 加 1 为 1(0&1)，1 加 0 为 1(1&0)，1 加 1 为 0(1&1)。 


例如 : 

a: 001010101 

b: 000101111 

无 进位 相 加 ， 即 aAb:001111010 

在 只 算 进位 的 情况 下 ， 也 就 是 只 考 虚 a 加 b 的 过 程 中 进位 产生 的 值 是 什 
么 ， 结 果 就 是 (a&b)<<1， 因 为 在 第 ; 位 上 只 有 1 与 1 相 加 才 会 产生 i -1 位 的 


BEL ° 


例如 : 

a: 001010101 

b: 000101111 

只 考虑 进位 的 值 ， 即 (ag&b)<<1:000001010 


把 完全 不 考虑 进位 的 相 加 值 与 只 考虑 进位 的 产生 值 再 相 加 ， 束 是 最 终 的 
结 朱 。 也 殉 是 说 ， 一 直 重 复 这 样 的 过 程 ， 直 到 进位 产生 的 值 完全 消失 ， 
说 明 所 有 的 过 程 都 加 完了 。 


例如 : 
a: 001010101 
b: 000101111 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001111010 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000001010 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001110000 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000010100 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001100100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000100000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 001000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 001000000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 000000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 010000000 


上 边 两 值 的 ^ 结 果 : 010000100 


上 边 两 值 的 &<<1 结 果 : 000000000 


最 后 &<<1 结 果 为 0， 则 过 程 终止 ， 返 回 010000100。 具 体 请 参看 如 下 代码 
中 的 add 方 法 。 


public int add(int a, int b) I 
int sum = a; 
while (b ! = 0) I 
sum = à À b; 
b = (a&b) << 1; 


a = sum; 


return sum; 


用 位 运算 实现 减法 运算 。 实 现 a-b 只 要 实现 a+(-b) 即 可 ， 根 据 二 进 制 数 在 机 
絮 中 表达 的 规则 ， 得 到 一 个 数 的 相反 数 ， 就 是 这 个 数 的 二 进 制 数 表达 取 
反 加 1 GMB) 的 结果 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 negNum 方 法 。 实 现 减 
法 运算 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minus 方 法 。 


public int negNum(int n) { 


return add(~n, 1); 


public int minus(int a, int b) I 


return add(a, negNum(b)); 


用 位 运算 实现 乘法 运算 。a*b 的 结果 可 以 写成 a*2°*b0+a*2 : *b1+...+a*2 ' 
*bi+...+ a*23*b31， 其 中 ，bi 为 0 或 1 代表 整数 b 的 二 进 制 数 表达 中 第 i 位 的 
值 。 举 一 个 例子 ，a=22= 000010110, b=13=000001101, res=0 ° 

a: 000010110 

b: 000001101 

res:000000000 

b 的 最 左 侧 为 1， 所 以 res=res+a， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 

a: 000101100 


b: 000000110 


res:000010110 


b 的 最 左 侧 为 0， 


a: 001011000 
b: 000000011 


res:000010110 


b 的 最 左 侧 为 1， 


a: 010110000 
b: 000000001 


res:001101110 


b 的 最 左 侧 为 1， 


a: 101100000 
b: 000000000 


res:100011110 


所 以 res 不 变 ， 同 时 b 右 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


所 以 res=resta， 同 时 b 石 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


所 以 res=resta， 同 时 b 石 移 一 位 ，a 左 移 一 位 。 


此 时 b 为 0， 过 程 停 止 ， 返 回 res= 100011110， 即 286 ° 


不 管 a 和 b 是 正 


*b0+a*2 '*b1+.. 


FUE ° 


\` 负 ， 还 是 0， 以 上 过 程 都 是 对 的 ， 因 为 都 满足 axb=a#2。 
.+ak2i#bi+...+ax23a#kb31。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 multi 


public int multi(int a, int b) I 


int res = 0; 
while (b ! = 0) { 
if ((b&1)!=0){ 


res = add(res, a); 


return res; 


用 位 运算 实现 除法 运算 ， 其 实 就 是 乘法 的 逆 运 算 。 先 举例 说 明 一 种 最 普 
通 的 情况 ，a 和 hb 都 不 为 负数 ， 假 设 a=286= 100011110, b=22= 
000010110, res=0: 


a: 100011110 
b: 000010110 
res:000000000 


b 回 右 位 移 31 位 、30 位 、..……. ` 4 位 时 ， 得 到 的 结果 都 大 于 a。 而 当 b 回 右 
位 移 3 位 的 结果 为 010110000 ， 此 时 a>=b。 根 据 乘法 的 范式 ， 如 果 
b*res=a, JMliļa=b*2 ° *res0+b*2 :*res1+...+b*2 '*resi+...+b*2 *res31 ° Nb 
在 辣 右 位 移 31 位 、30 位 、...... » 4 位 时 ， 得 到 的 结果 都 比 a 大 ， 说 明 a 包 含 
不 下 b*2*~b*2“ 的 任何 一 个 ， 所 以 res4~res31 这 些 位 置 上 应 该 都 为 0° 而 
b 在 同 右 位 移 3 位 时 ，a>=b， 说 明 a 可 以 包含 一 个 b*2;， 即 res3=1。 接 下 来 
看 剩 下 的 a， 即 a-b*2* ， 还 能 包含 什么 。 


a: 001101110 


b: 000010110 
res:000001000 


b 向 右 位 移 2 位 之 后 为 001011000， 此 时 a>=b， 说 明 剩 下 的 a 可 以 包含 一 个 
b*2: ， 即 res2=1， 然 后 让 剩 下 的 a 减 掉 一 个 b*2 : ， 看 还 能 包含 什么 。 


a: 000010110 


b: 000010110 


res:000001100 


b 向 右 位 移 1 位 之 后 大 于 a， 说 明 剩 下 的 a 不 能 包含 b*2'。b 向 右 位 移 0 位 之 
后 a==b， 说 明 剩 下 的 a 还 能 包含 一 个 b*2"， 即 res0=1。 当 剩 下 的 a 再 减 去 一 
个 b 之 后 ， 结 采 为 0， 说 明 a 已 经 完全 被 分 解 王 将， 结 采 就 是 此 时 的 res， 即 
000001101=13 ° 


以 上 过 程 其 实 了 区 是 移 找 到 a 能 包含 的 最 大 部 分 ， 然 后 让 a 减 去 这 个 最 大 部 
分 ， 再 让 剩 下 的 a 找 到 次 大 部 分 ， 并 依次 找 下 去 。 
以 上 过 程 只 适用 于 当 a 和 b 都 不 是 负数 的 时 候 ， 所 以 ， 如 果 a 和 b 中 有 一 个 


为 负数 或 者 都 为 负数 时 ， 可 以 先 把 a 和 b 转 成 正 数 ， 计 算 完 成 后 再 看 res 的 
真实 符号 是 什么 就 可 以 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 div 方 法 ，sign 方 法 是 判断 整数 n 是 否 为 负 ， 负 数 
返回 true， 人 否则 返回 false。 


public boolean isNeg(int n) { 


return n < 0; 


public int div(int a, int b) I 
int x = isNeg(a) ? negNum(a) : a; 
int y = isNeg(b) ? negNum(b) : b; 
int res = 0; 
for (int i = 31; i > -1; i = minus(i, 1)) { 
if ((x >> i) >= y) I 
res |= (1 << i); 


X = minus(x, y << i); 


) 
return isNeg(a) “ isNeg(b) ? negNum(res) : res; 


) 


除法 实现 还 剩 非 常 关 键 的 最 后 一 步 。 以 上 方法 可 以 算 绝 大 多 数 的 情况 ， 
但 我 们 知道 32 位 整数 的 最 小 值 为 -2147483648， 最 大 值 为 2147483647， 最 
小 值 的 绝对 值 比 最 大 值 的 绝对 值 大 1， 所 以 ， 如 果 a 或 b 等 于 最 小 值 ， 是 转 
不 成 相对 应 的 正 数 的 。 可 以 总 结 一 下 : 

e ”如 果 a 和 和 b 都 不 为 最 小 值 ， 直 接 使 用 以 上 过 程 ， 返 回 div(a，b)。 

e 如果 a 和 b 都 为 最 小 值 ，a/b 的 结果 为 1， 直 接 返 回 1。 

e 如 果 a 不 为 最 小 值 ， 而 b 为 最 小 值 ，ab 的 结果 为 0， 直 接 返回 0。 

e 如 果 a 为 最 小 值 ， 而 b 不 为 最 小 值 ， 怎 么 办 ? 
第 1~3 情 况 处 理 都 比较 容易 ， 对 于 情况 4 束 环 手 很 多 。 我 们 举 个 简单 的 例 
子 说 明 本 书 是 如 何 处 理 这 种 情况 的 。 为 了 方便 说 明 ， 我 们 假设 整数 的 最 
大 值 为 9， 而 最 小 值 为 -10。 当 a 和 b 属 于 [0，9] 的 范围 时 ， 我 们 可 以 正确 地 
计算 a/zb。 当 a 和 b 都 属于 [-9，9] 时 ， 我 们 可 以 计算 ， 也 就 是 情况 1， 当 a 和 b 
都 等 于 -10 时 ， 我 们 也 可 以 计算 ， 就 是 情况 2， 当 a 属于 [-9，9]， 而 b 等 
于 -10 上 时， 我们 也 能 计算 ， 就 是 情况 3; 当 a 等 于 -10， 而 b 属 于 [-9，9] 时 ， 
如 何 计算 呢 ? 
1. 假设 a=-10，b=5。 
2. 计算 (a+lD)mb 的 结果 ， 记 为 c。 对 本 例 来 讲 就 是 -9/5 的 结果 ，c=-1。 
3. 计算 c*b 的 结果 。 对 本 例 来 讲 ，-1*5=-5。 
4. 计算 a-(c*b)， 即 -10-(-5)=-5。 
5. 计算 (a-(c*b))/b 的 结果 ， 记 为 rest， 意 义 是 修正 值 ， 即 -5/5=-1 ° 


6. 返回 c+rest 的 结果 。 


也 就 是 说 ， 既 然 我 们 对 最 小 值 无 能 为 力 ， 那 么 殊 把 最 小 值 增加 一 点 ， 计 
算出 一 个 结果 ， 然 后 根据 这 个 结果 再 修正 一 下 ， 得 到 最 终 的 结 采 。 


除法 运算 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 divide 方 法 。 


public int divide(int a, int b) { 
if (b == 0) { 


throw new RuntimeException("divisor is 0 


"D; 


) 
if (a == Integer.MIN VALUE && b == Integer.MIN V 
ALUE) < 
return 1; 
) else if (b == Integer.MIN VALUE) ( 
return 0; 
} else if (a == Integer.MIN VALUE) ( 
int res = div(add(a, 1), b); 
return add(res, div(minus(a, multi(res, 
b)), b)); 


} else I 


return div(a, b); 


整数 的 二 进 制 表达 中 有 多 少 个 1 


【题目 】 


给 定 一 个 32 位 整数 n ， 可 为 0， 可 为 正 ， 也 可 为 负 ， 返 回 该 整数 二 进 制 表 
达 中 1 的 个 数 。 


【难度 】 
Rt sku 
【解答 】 


最 简单 的 解法 。 整 数 n 每 次 进行 无 符号 右 移 一 位 ， 检 查 最 右边 的 bit 是 否 为 
1 来 进行 统计 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 count1 方 法 。 


public int counti(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) £ 
res += n & 1; 
n >>>= 1; 
) 


return res; 


如 上 方法 在 最 复杂 的 情况 下 要 经 过 32 次 循环 ， 下 面 看 一 个 循环 次 数 只 与 1 
的 个 数 有 关 的 解法 ， 如 下 代码 中 的 count2 方 法 。 


public int count2(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) I 
n &= (n - 1); 


res++; 


} 


return res; 


每 次 进行 hI&=(n-1) 操 作 ， 接 下 来 在 while 循 环 中 就 可 以 忽略 掉 bit 位 上 为 0 的 


部 分 。 


例如 n=01000100, n-1=01000011, n&(n-1)=01000000, ， 说 明 处 理 到 
01000100 之 后 ， 下 一 步 还 得 处 理 ， 因 为 01000000! =0。n=01000000 n- 
1=00111111，ng&(Cn-1D)=00000000， 说 明 处 理 到 01000000 之 后 ， 下 一 步 融 不 
用 处 理 ， 因 为 接 下 来 没有 1。 所 以 ，n&=(n-1) 操 作 的 实质 是 抹 掉 最 右边 的 
1° 


与 count2 方 法 复杂 度 一 样 的 是 如 下 代码 中 的 count3 方 法 。 


public int count3(int n) { 
int res = 0; 
while (n ! = 0) I 
n -= n& (œn + 1); 
res++; 


} 


return res; 


每 次 进行 h-=n&(~n+1) 操 作 时 ， 这 也 是 移 除 最 右 侧 的 1 的 过 程 。 等 号 右边 
n & (~n+1) 的 含义 是 得 到 n 中 最 右 侧 的 1， 这 个 操作 在 位 运算 的 题目 中 经 
常 出 现 。 例 如 ，n=01000100 , n&( ~ n+1)=00000100 , n-(n&( ~ 
n+1))=01000000 * n=01000000, n&(~n+1)=01000000, n-(n&(~n+1)) = 
00000000。 接 下 来 不 用 处 理 了 ， 因 为 没有 1。 


接 下 来 介绍 一 种 看 上 去 很 “超自然 ”的 方法 ， 叫 作 平 行 算法 ， 参 看 如 下 代 
码 中 的 count4 方 法 。 


public int count4(int n) { 
n = (n & 0x55555555) + ((n >>> 1) & 0x55555555); 
n = (n & 0x33333333) + ((n >>> 2) & 0x33333333); 
n = (n & oxofofofof) + ((n >>> 4) & oxofofofof); 
n = (n & 9oxooffooff) + ((n >>> 8) & oxooffooff); 


n = (n & Ox0000ffff) + ((n >>> 16) & Ox0000fFFF) 


return n; 


F 面 解释 一 下 这 个 过 程 。 


0x55555555 即 01010101010101010101010101010101。Cn & 0x55555555) + 
((n>>>1) &0x55555555) 的 结果 描述 了 每 两 个 bit 成 一 组 1 的 数量 分 布 。 以 
n=-1(11111111111111 11111111111111) 为 例 进 行 说 明 ，n=(n & 0x55555555) 
+ ((n >>> 1) & 0x55555555) 4 10101010101010101010101010101010, FJ LÀ 
看 到 每 两 个 bit 成 一 组 1 的 数量 状况 为 10， 也 就 是 每 组 2 个 。 


接 下 来 ，0x33333333 即 00110011001100110011001100110011, ， 所 以 Cn & 
0x33333333) +((n >>> 1) & 0x33333333) 束 撞 述 了 4 个 bit 成 一 组 1 的 数量 分 
布 。 此 时 n=(n & 0x33333333) +((n >>> 1) & 0x33333333) 为 
01000100010001000100010001000100， 它 就 代表 4 个 bit 位 成 一 组 的 1 数量 
状况 为 0100， 也 就 是 每 组 4 个 。 


接 下 来 n 依 次 为 00001000000010000000100000001000， 代 表 8 个 bit 位 成 一 
组 1 的 数量 状况 为 00001000 ， 也 就 是 每 组 8 个 > 
00000000000100000000000000010000 代 表 16 个 bit 成 一 组 1 的 数量 状况 为 
0000000000010000 , 也 就 是 组 16 个 。 
00000000000000000000000000100000 代 表 32 个 bit 成 一 组 1 的 数量 状况 为 
00000000000000000000000000100000， 也 就 是 每 组 32 个 。 


ES 组 与 组 之 间 的 数量 合并 成 一 个 大 组 ， 进 行 下 一 步 的 并 
归 。 


除 此 之 外 ， 还 有 很 多 极为 敢 天 的 算法 可 以 解决 这 个 问题 ， 比 如 MIT 
hackmem 算 法 等 。 有 兴趣 的 读者 可 以 去 网 上 查找 ， 但 对 面试 来 说 ， 那 些 
方法 实在 太 侦 、 难 、 怪 ， 所 以 本 书 不 再 介绍 。 


在 其 他 数 都 出 现 偶数 次 的 数组 中 找到 出 
现 奇 数 次 的 数 


【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 其 中 只 有 一 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 其 他 的 数 都 出 现 
了 偶数 次 ， 打 印 这 个 数 。 


【 进 阶 】 

有 两 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 其 他 的 数 都 出 现 了 偶数 次 ， 打 印 这 两 个 数 。 
[ÆR] 

时 间 复 杂 度 为 O (WN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 

DER] 

尉 or 

【解答 】 


整数 n FORMA Ren, Bn 与 整数 n 异 或 的 结果 是 0。 所 以 ， 先 申 
请 一 个 整 型 变量 ， 记 为 e0。 在 遍历 数组 的 过 程 中 ， 把 eO 和 每 个 数 异 或 
(eO=eO^ 当 前 数 ) ， 最 后 eO 的 值 就 是 出 现 了 奇数 次 的 那个 数 。 这 是 什么 
原因 呢 ? 因 为 异 或 运算 满足 交换 律 与 结合 律 。 为 了 方便 说 明 ， 我 们 假设 
A，B，C 这 三 个 数 出 现 了 偶数 次 ，D 这 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 并 且 出 现 的 顺 
序 为 : C，B，D，A，A，B，C。 因 为 异 或 运算 满足 交换 律 和 结合 律 ， 所 
以 任意 调整 异 或 的 顺序 也 不 会 改变 最 终 eO 的 值 ， 那 么 按照 原始 顺序 异 或 
得 到 的 eO 结 果 与 按照 如 下 顺序 异 或 出 的 eO 结 末 是 相同 的 : A, A, B, 
B, C, C, De TI Rix DIFF KA GAMÆD e BØE, TA 
或 还 是 后 异 或 某 一 个 数 ， 对 最 终 的 结果 是 没有 任何 影响 的 ， 最 终结 果 等 
同 于 连续 异 或 同一 个 出 现 偶 数 次 的 数 之 后 ， 再 连续 异 或 下 一 个 出 现 侦 数 
次 的 数 ， 等 到 所 有 出 现 偶 数 次 的 数 异 或 完 ， 异 或 结果 肯定 是 0， 最 后 再 去 


异 或 出 现 奇 数 次 的 数 ， 最 终结 果 目 然 古 出 现 奇 数 次 的 树 。 所 以 对 任何 排 
列 的 数组 ， 只 要 这 个 数组 有 一 个 数 出 现 了 奇数 次 ， 另 外 的 数 出 现 了 偶数 
次 ， 最 终 异 或 结果 都 是 出 现 了 奇数 次 的 数 。 请 参看 printOddTimesNum1 方 
法 。 


public void printOddTimesNumi(int[] arr) { 
int e0 = 0; 
for (int cur : arr) { 
e0 A= cur; 


} 


System.out.println(eO); 


如 果 只 有 a 和 b 出 现 了 奇数 次 ， 那 么 最 后 的 异 或 结果 eO 就 是 aAb。 所 以 ， 如 
果 数 组 中 有 两 个 出 现 了 奇数 次 的 数 ， 最 终 的 eO 一 定 不 等 于 0。 那 么 肯定 能 
在 32 位 整数 eO 上 找到 一 个 不 等 于 0 的 bit 位 ， 假 设 是 第 k 位 不 等 于 0。eO 在 
第 k 位 不 等 于 0， 说 明 a 和 b 的 第 k 位 肯定 一 个 是 1 男 一 个 是 0。 接 下 来 再 设置 
一 个 变量 记 为 eOhasOne ， 然 后 再 明 历 一 次 数组 。 在 这 次 遇 历 时 ， 
eOhasOne 只 与 第 K 位 上 是 1 的 整数 异 或 ， 其 他 的 数 忽略 。 那 么 在 第 二 次 通 
历 结束 后 ，eOhasOne 束 是 a 或 者 b 中 的 一 个 ， 而 eO^eOhasOne 束 是 男 外 一 
个 出 现 奇数 次 的 数 。 请 参看 printOddTimesNum2 方 法 。 


public static void printOddTimesNum2(int[] arr) { 
int eO = 0, eOhasOne = 0; 
for (int curNum : arr) { 
eO ^= curNum; 
) 
int rightone = e0 & (*eO + 1); 


for (int cur : arr) I 


if ((cur & rightOne) ! = 0) I 


eOhasOne ^= cur; 


} 


System.out.println(eOhasOne + " " + (e0 À eOhasO 
ne)); 


} 


在 其 他 数 都 出 现 k 次 的 数组 中 找到 只 出 
现 一 次 的 数 
【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 arr 和 一 个 大 于 1 的 整数 K。 已 知 arr 中 只 有 1 个 数 出 现 了 1 
次 ， 其 他 的 数 都 出 现 了 K 次 ， 请 返回 只 出 现 了 1 次 的 数 。 


【要 求 】 
时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 
FH KRO 
CFE] 
以 下 的 例子 是 两 个 七 进 制 数 的 无 进位 相 加 ， 即 忽略 进位 的 相 加 ， 比 如 : 
七 进 制 数 a:6432601 
七 进 制 数 b:3450111 


无 进位 相 加 结果 : 2112012 


可 以 看 出 ， 两 个 七 进 制 的 数 a 和 b， 在 i 位 上 无 进位 相 加 的 结果 就 是 
(a(i)+b(i))%7 ° FFE, K 进 制 的 两 个 数 c 和 d， 在 ;位 上 无 进位 相 加 的 结果 就 
是 (cG)+d(i))%k。 那 么 ， 如 果 K 个 相同 的 K 进 制 数 进行 无 进位 相 加 ， 相 加 的 
结果 一 定 是 每 一 位 上 都 是 0 的 k 进 制 数 。 

理解 了 上 述 过 程 之 后 ， 解 这 道 题 就 变 得 简单 了 ， 首 先 设 置 一 个 变量 eO， 
它 是 一 个 32 位 的 k 进 制 数 ， 且 每 个 位 置 上 都 是 0。 然 后 遍历 arr， 把 遍历 到 
的 每 一 个 整数 都 转换 为 K 进 制 数 ， 然 后 与 eO 进 行 无 进位 相 加 。 通 历 结束 
时 ， 把 32 位 的 K 进 制 数 eORes 转 换 为 十 进 制 整数 ， 就 是 我 们 想 要 的 结果 。 
因为 k 个 相同 的 k 进 制 数 无 进位 相 加 ， 结 果 一 定 是 每 一 位 上 都 是 0 的 k 进 制 
数 ， 所 以 只 出 现 一 次 的 那个 数 最 终 就 会 镜 下 来 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 
的 onceNum 方 法 。 


public int onceNum(int[] arr, int k) I 
int[] e0 = new int[32]; 
for (int i= 0; i ! = arr.length; i++) < 
setExclusiveOr(e0, arr[i], k); 
) 
int res = getNumFromKSysNum(eoO, k); 


return res; 


public void setExclusiveOr(int[] e0, int value, int k) { 
int[] curKSysNum = getKSysNumFromNum(value, k); 
for (int i = 0; i ! = eO.length; i++) { 


eO[i] = (eO[i] + curKSysNum[i]) % k; 


public int[] getKSysNumFromNum(int value, int k) { 


int[] res new int[32]; 

int index = 0; 

while (value ! = 0) { 
res[index++] = value % k; 


value = value / k; 


} 


return res; 


public int getNumFromKSysNum(int[] e0, int k) I 
int res = 0; 
for (int i = eO.length - 1; i ! = -1; i--) I 
res = res * k + eo[ i]; 


) 


return res; 


第 8 À 
数组 和 和 矩阵 问题 
转圈 打印 矩阵 


【题目 】 


给 定 一 个 整 型 矩阵 matrix， 请 按照 转圈 的 方式 打印 它 。 


例如 : 


9 10 11 12 

13 14 15 16 
打印 结果 为 : 1, 2, 3, 4, 8, 12, 16, 15, 14, 13, 9, 5, 6, 7, 11, 
10 
[ER] 
额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【难度 】 
> RS 
【解答 】 
本 题 在 算法 上 没有 难度 ， 关 键 在 于 设计 一 种 逻辑 容易 理解 、 代 码 易 于 实 
现 的 转圈 表 历 方式 。 这 里 介绍 这 样 一 种 矩阵 处 理 方式 ， 该 方式 不 仅 可 用 
于 这 道 题 ， 还 适合 很 多 其 他 的 面试 题 ， 就 是 矩阵 分 圈 处 理 。 在 矩阵 中 用 
左上 角 的 坐标 (tR，tC) 和 右 下 角 的 坐标 (dR，dC) 束 可 以 表示 一 个 子 矩 阵 ， 


比如 ， 题 目 中 的 和 矩阵， 当 (tR，tC)=(0，0)、(dR，dC)=(3，3) 时 ， 表 示 的 
子 矩 阵 就 是 整个 矩阵， 那么 这 个 子 矩 阵 最 外 层 的 部 分 如 下 : 


13 14 15 16 


如 采 能 把 这 个 子 矩 阵 的 外 层 转 圈 打 印 出 来 ， 那 么 在 (tR，tC)=(0，0)、 
(dR，dC)=(3，3) 时 ， 打 印 的 结果 为 : 1, 2, 3, 4, 8, 12, 16, 15, 14, 
13, 9, 5° FH SARACHEL, BIR, tC)=(1, 1), Zar Mac, BJ 
(d4R，dC)=(2，2)， 此 时 表示 的 子 和 矩阵 如 下 : 


10 11 


再 把 这 个 子 矩阵 转圈 打印 出 来 ， 结 果 为 : 6，7，11，10。 把 tR 和 tC 加 1， 
即 (R，tC)=(2，2)， 令 dR 和 dC 减 1， 即 (dR，dC)=(1，1)。 如 果 发 现 左上 角 
坐标 跑 到 了 右 下 角 坐 标的 右 方 或 下 方 ， 整 个 过 程 就 停止 。 已 经 打印 的 所 
有 结果 连 起 来 就 是 我 们 要 求 的 打印 结果 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 
spiralOrderPrint 方 法 ， 其 中 printEdge 方 法 是 转圈 打印 一 个 子 矩 阵 的 外 层 。 


public void spiralorderPrint(int[][] matrix) { 
int tR = 0; 
int tC = 0; 
int dR = matrix.length - 1; 
int dC = matrix[0].length - 1; 
while (tR <= dR && tC <= dC) I 


printEdge(matrix, tR++, tC++, dR--, dC- 


public void printEdge(int[ ] 
[] m, int tR, int tC, int dR, int dC) I 


if (tR == dR) { // FÆRRE TH 


for (int i = tC; i <= dC; i++) I 


System.out.print(m[tR] 


[i] +" "); 
} 
} else if (tC == dC) £ // 子 和 矩阵 只 有 一 列 时 
for (int i = tR; i <= dR; i++) { 
System.out.print(m[i] 
KE 


} 
} else { // 一 般 情况 
int curC = tC; 
int curR = tR; 
while (curC ! = dC) { 


System.out.print(m[tR] 
[curc] + " "); 


CUrC++; 
) 
while (curR ! = dR) { 


System.out.print(m[curR] 
[de] + " "); 


CUrR++; 
) 
while (curC ! = tC) { 


System.out.print(m[dR] 
[curc] + " "); 


CUrC--; 


) 
while (curR ! = tR) { 


System.out.print(m[curR] 
ee, 


CUrR--; 
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【题目 】 
给 定 一 个 N XN 的 矩阵 matrix， 把 这 个 矩阵 调整 成 顺 时 针 转 动 90%" 后 的 形 


式 。 


例如 : 
b oa 
5 6 7 8 
9 10 11 12 
13 14 15 16 
顺 时 针 转 动 90? 后 为 : 


【要 求 】 

额外 空间 复杂 上 度 为 O (1) 。 
DER] 

E KXXX 
【解答 】 


这 里 仍 使 用 分 圈 处 理 的 方式 ， 在 矩阵 中 用 左上 角 的 坐标 ((R，tC) 和 右 下 角 
的 坐标 (dR，dC) 就 可 以 表示 一 个 子 和 矩阵 。 比 如 ， 题 目 中 的 矩阵 ， 当 (tR， 
tC)=(0，0)、(dR，dC)=(3，3) 时 ， 表 示 的 子 和 矩阵 就 是 整个 矩阵 ， 那 么 这 个 
子 和 矩阵 最 外 层 的 部 分 如 下 。 


在 这 个 外 圈 中 ，1，4，16，13 为 一 组 ， 然 后 让 1 占据 4 的 位 置 ，4 占 据 16 的 
位 置 ，16 占 据 13 的 位 置 ，13 占 据 1 的 位 置 ， 一 组 就 调整 完了 。 然 后 2，8， 
15，9 为 一 组 ， 继 续 占 据 调 整 的 过 程 ， 最 后 3，12，14，5 为 一 组 ， 继 续 占 
据 调 整 的 过 程 。 然 后 (R，tC)=(0，0)、(dR，dC)=(3，3) 的 子 和 矩阵 外 层 就 
调整 完毕 。 接 下 来 令 妇 和 tC 加 1， 即 (R，tC)=(L，1TD， 令 4R 和 dcC 减 1， 即 
(d4R，dC)=(2，2)， 此 时 表示 的 子 和 矩阵 如 下 。 


这 个 外 层 只 有 一 组 ， 就 是 6，7，11，10， 占 据 调整 之 后 即 可 。 所 以 ， 如 
果子 矩阵 的 大 小 是 M xM, AM -1 组 ， 分 别 进行 占据 调整 即 可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 rotate 方 法 。 


public void rotate(int[][] matrix) { 
int tR = 0; 
int tC = 0; 
int dR = matrix.length - 1; 
int dC = matrix[0].length - 1; 
while (tR < dR) { 


rotateEdge(matrix, tR++, tC++, dR--, dC- 


public void rotateEdge(int[ ] 
[] m, int tR, int tC, int dR, int dC) { 


int times = dC - tC; // times 就 是 总 的 组 数 
int tmp = 0; 


for (int i = 0; i ! = times; i++) { // 一 次 循环 就 
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tmp = m[tR][tC + i]; 
m[tR][tC + i] = m[dR - i][tC]; 
m[dR - i][tC] = m[dR][dC - i]; 


m[dR][dc - i] = m[tR + i][dC]: 


m[tR + i][dC] tmp; 


“ZL” FHT ALAS 


【题目 】 
给 定 一 个 矩阵 matrix， 按 照 " 之 ”字形 的 方式 打印 这 个 矩阵 ， 例 如 ; 


“之 ”字形 打印 的 结果 为 : 1，2，5，9，6，3，4，7，10，11，8，12 
[ER] 

额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 

【难度 】 

E wx 

CFE] 

本 书 提供 的 实现 方法 是 这 样 处 理 的 : 


1. 上 坐标 (tR，tC) 初 始 为 (0，0)， 先 沿 着 矩阵 第 一 行 移动 (tC++)， 当 到 达 
第 一 行 最 右边 的 元 素 后 ， 再 沿 着 矩阵 最 后 一 列 移动 (tR++)。 


2. 下 坐标 (dR，dC) 初 始 为 (0，0)， 先 沿 着 矩阵 第 一 列 移动 (dR++)， 当 到 
达 第 一 列 最 下 边 的 元 素 时 ， 再 沿 着 矩阵 最 后 一 行 移动 (dC++)。 


3. 上 坐标 与 下 坐标 同步 移动 ， 每 次 移动 后 的 上 坐标 与 下 坐标 的 连 线束 是 
和 矩阵 中 的 一 条 斜 线 ， 打 印 斜 线 上 的 元 素 即 可 。 


4. 如 果 上 次 斜 线 是 从 左下 同 右 上 打印 的 ， 这 次 一 定 是 从 右上 回 左 下 打 
印 ， 反 之 亦 然 。 总 之 ， 可 以 把 打印 的 方向 用 boolean 值 表示 ， 每 次 取 反 即 
可 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 printMatrixZigZag 方 法 。 


public void printMatrixZigZag(int[][] matrix) { 


int tR = 0; 
int tC = 0; 
int dR = 0; 
int dc = 0; 


int endR = matrix.length - 1; 
int endC = matrix[0].length - 1; 
boolean fromUp = false; 

while (tR ! = endR + 1) { 


printLevel(matrix, tR, tC, dR, dC, fromU 
p); 


tR = tC == endC ? tR + 1 : tR; 
tC = tC == endC ? tC : tC + 1; 
dC = dR == endR ? dC + 1 : dC; 
dR = dR == endR ? dR : dR + 1; 
fromUp = ! fromUp; 


} 


System.out.println(); 


public void printLevel(int[] 


[] m, int tR, int tC, int dR, int dC, boolean f) { 


if (f) À 
while (tR ! = dR + 1) { 
System.out.print(m[tR++][tC- 
J+" "); 
} 
} else { 
while (dR ! = tR - 1) { 
System.out.print(m[dR--] 
[dc++] + " "); 
} 
} 
} 
找到 无 序数 组 中 最 小 的 kk 个 数 
【题目 】 
给 定 一 个 无 序 的 整 型 数组 arr， 找 到 其 中 最 小 的 K 个 数 。 
[ER] 


如 有 果 数 组 arr 的 长 度 为 N ， 排 序 之 后 目 然 可 以 得 到 最 小 的 k 个 数 ， 此 时 时 间 
复杂 度 与 排序 的 时 间 复 杂 度 相同 ， 均 为 O(N logN )。 本 题 要 求 读者 实现 时 
间 复 杂 度 为 O(N logk ) 和 0O (N ) 的 方法 。 

【难度 】 
O (N logk ) 的 方法 W kur 
O(N) 的 方法 将 kkkk 


CRE] 


依靠 把 arr 进 行 排序 的 方法 太 简 单 ， 时 间 复 杂 度 也 不 好 ， 所 以 本 书 不 再 详 


Te 


O (Nlogk) 的 方法 。 说 起 来 也 非常 简单 ， 就 是 一 直 维 护 一 个 有 K 个 数 的 大 
根 堆 ， 这 个 扒 代 表 目 前 选 出 的 KE 个 最 小 的 数 ， 在 堆 里 的 K 个 元 素 中 扒 顶 的 
元 素 是 最 小 的 K 个 数 里 最 大 的 那个 。 


接 下 来 般 历 整个 数组 ， 电 历 的 过 程 中 看 当前 数 是 否 比 堆 顶 元 素 小 。 如 采 
古 ， 忠 把 堆 顶 的 元 素 蕉 换 成 当前 的 数 ， 然 后 从 堆 顶 的 位 置 调 整整 个 堆 ， 
让 莅 换 操 作 后 堆 的 最 大 元 素 继 续 处 在 堆 顶 的 位 置 ， 如 有 果 不 是 ， 则 不 进行 
任何 操作 ， 继 续 裔 历 下 一 个 数 ， 在 所 历 完成 后 ， 堆 中 的 k 个 数 束 是 所 有 数 
组 中 最 小 的 k 个 数 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMinKNumsByHeap 方 法 ， 代 码 中 的 heapInsert 
和 heapify 方 法 分 别 为 堆 排 序 中 的 建 堆 和 调整 堆 的 实现 。 


public int[] getMinKNumsByHeap(int[] arr, int k) { 

if (k< 1 || k > arr.length) { 
return arr; 

) 

int[] kHeap = new int[k]; 

for (int i = 0; i ! = k; i++) { 
heapInsert(kHeap, arr[i], i); 

} 

for (int i = k; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] < kHeap[0]) { 

kHeap[0] = arr[i]; 


heapify(kHeap, 0, k); 


return kHeap; 


public void heapInsert(int[] arr, int value, int index) 


arr[index] = value; 
while (index ! = 0) { 
int parent = (index - 1) / 2; 
if (arr[parent] < arr[index]) { 
swap(arr, parent, index); 
index = parent; 
} else { 


break; 


public void heapify(int[] arr, int index, int heapSize) 


int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int largest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (arr[left] > arr[index]) { 


largest = left; 


if (right < heapSize && arr[right] > arr 
[largest]) I 


largest = right; 


) 
if (largest ! = index) { 
swap(arr, largest, index); 
} else { 
break; 
) 


index = largest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void swap(int[] arr, int index1, int index2) { 
int tmp = arr[index1]; 
arr[index1] = arr[index2]; 


arr[index2] = tmp; 


O (N ) 的 解法 。 需 要 用 到 一 个 经 典 的 算法 一 一 BFPRT 算 法 ， 该 算法 于 1973 
年 由 Blum、Floyd、Pratt、Rivest 和 和 Tarjan 联 合 发 明 ， 其 中 缠 舍 的 深刻 思想 
改变 了 世界 。BFPRIT 算 法 解决 了 这 样 一 个 问题 ， 在 时 间 复 杂 度 O (N ) 内 ， 
从 无 序 的 数组 中 找到 第 K 小 的 数 。 显 而 易 见 的 是 ， 如 果 我 们 找到 了 第 K 小 
的 数 ， 那 么 想 求 arr 中 最 小 的 K 个 数 ， 束 是 再 过 历 一 次 数组 的 工作 量 而 已 ， 
所 以 关键 问题 就 变 成 了 如 何 理解 并 实现 BFPRT 算 法 。 


BFPRT 算 法 是 如 何 找到 第 k 小 的 数 ? 以 下 是 BFPRT 算 法 的 过 程 ， 假 设 
BFPRT 算 法 的 函数 是 int select(int[] arr，k)， 该 函数 的 功能 为 在 arr 中 找到 
第 k 小 的 数 ， 然 后 返回 该 数 。 


select(arr，k) 的 过 程 如 下 : 


1， 将 arr 中 的 n 个 元 素 划 分 成 n /5 组 ， 每 组 5 个 元 素 ， 如 果 最 后 的 组 不 够 5 
个 元 素 ， 那 么 最 后 剩 下 的 元 素 为 一 组 (n %5 个 元 素 ) 。 


2. 对 每 个 组 进行 插入 排序 ， 只 针对 每 个 组 最 多 5 个 元 素 之 则 的 组 内 排 
序 ， 组 与 组 之 间 并 不 排序 。 排 序 后 找到 每 个 组 的 中 位 数 ， 如 采 组 的 元 素 
个 数 为 偶数 ， 这 里 规定 找到 下 中 位 数 。 


3. 步骤 2 中 一 共 会 找到 n /5 个 中 位 数 ， 让 这 些 中 位 数组 成 一 个 新 的 数组 ， 
记 为 mArr。 递 归 调 用 selecttmArr ，mArrlengthM2)， 意 义 是 找到 mArr 这 个 
数组 中 的 中 位 数 ， 即 mArr 中 的 第 (mArrlength/2) 小 的 数 。 


A. 假设 步骤 3 中 递归 调用 selecttmArr ，mArrlength2) 后 ， 返 回 的 数 为 X。 
根据 这 个 x 划 分 整个 arr 数 组 〈partition 过 程 ) ， 划 分 的 过 程 为 : 在 arr 中 ， 
比 x 小 的 数 都 在 x 的 左边 ， 大 于 x 的 数 都 在 x 的 右边 ，x 在 中 间 。 假 设 划分 完 
成 后 ，x 在 ar 中 的 位 置 记 为 i。 


5. 如 有 果 i==k， 说 明 x 为 整个 数组 中 第 k 小 的 数 ， 直 接 返回 。 


e ”如果 i<k， 说 明 x 处 在 第 k 小 的 数 的 左边 ， 应 该 在 x 的 右边 寻找 第 k 
小 的 数 ， 所 以 递归 调用 select 函 数 ， 在 左 半 区 寻找 第 k 小 的 数 。 


e ”如果 i>k， 说 明 x 处 在 第 k 小 的 数 的 石 边 ， 应 该 在 x 的 左边 寻找 第 k 
小 的 数 ， 所 以 递归 调用 select 函 数 ， 在 右 半 区 导 找 第 (i -k ) 小 的 数 。 


BFPRT 算 法 为 什么 在 时 间 复 杂 度 上 可 以 做 到 稳定 的 O (N)? 以 下 是 
BFPRT 的 时 间 复 杂 度 分 析 ， 我 们 假设 BFPRT 算 法 处 理 大 小 为 N 的 数组 
上 时， 时 间 复 杂 度 函数 为 T(N ) ° 


1. 如 上 过 程 中 ， 除 了 步骤 3 和 步骤 5 要 递归 调用 select 函 数 之 外 ， 其 他 所 有 
的 处 理 过 程 都 可 以 在 O CN) 的 时 间 内 完成 。 


2. 步骤 3 中 有 递归 调用 select 的 过 程 ， 且 递归 处 理 的 数组 大 小 最 大 为 mn /5， 
BUT (N /5) ° 


3. 步 又 5 也 递归 调用 了 select， 那 么 递归 处 理 的 数组 大 小 最 大 为 多 少 呢 ? 
具体 地 说 ， 我 们 关心 的 是 由 x 划 分 出 的 左 半 区 最 大 有 多 大 和 由 x 划 分 出 的 
左 半 区 最 大 有 多 大 。 以 下 是 右 半 区 域 的 大 小 计算 过 程 ( 左 半 区 域 的 计算 
过 程 也 类 似 ) ， 这 也 是 整个 BFPRT 算 法 的 精髓 。 


e 因为 x 是 5 个 数 一 组 的 中 位 数组 成 的 数组 (mar) 中 的 中 位 数 ， 所 
以 在 mArr 中 (mArr 大 小 为 N/5) ， 有 一 半 的 数 (N /10 个 ) 都 比 x 要 


小 。 


。 所 有 在 mArr 中 比 x 小 的 所 有 数 ， 在 各 自 的 组 中 又 肯定 比 2 个 数 要 
大 ， 因 为 在 mArr 中 的 每 一 个 数 都 是 各 自 组 中 的 中 位 数 。 


e 所 以 至 少 有 (NV/10)x3 的 数 比 x 要 小 ， 这 里 必须 减 去 两 个 特殊 的 
组 ， 一 个 是 x 自己 所 在 的 组 ， 一 个 是 可 能 元 素数 量 不 足 5 个 的 组 ， 所 
以 至 少 有 (N /10-2)x3 的 数 比 x 要 小 。 


e 既然 至 少 有 (N /10-2)x3 的 数 比 x 要 小 ， 那 么 至 多 有 NN -(N /10-2)x3 的 
数 比 x 要 大 ， 也 就 是 7N /10+6 个 数 比 x 要 大 ， 即 右 半 区 最 大 的 量 。 


o 左 半 区 可 以 用 类 似 的 分 析 过 程 求 出 依然 是 至 多 有 7N /10+6 个 数 比 x 


小 。 


所 以 整个 步骤 5 的 复杂 度 为 T(7N/10 + 6) ° 


综 上 所 述 , T(N)=O(N)+T(N/5) + T(7N /10+6)， 可 以 在 数学 上 证 明 T 
(N ) 的 复杂 度 就 是 O(N )， 详 细 证 明 过 程 请 参看 相关 图 书 (例如 ，《 算 法 
导论 》 中 9.3 节 的 内 容 ) ， 本 书 不 再 详 述 。 


为 什么 要 如 此 费力 地 这 么 处 理 arr 数 组 呢 ? 要 5 个 数 分 1 组 ， 又 要 求 中 位 数 
的 中 位 数 ， 还 要 划分 ， 好 麻烦 。 这 是 因为 以 中 位 数 的 中 位 数 x 划 分 的 数组 
er 时 ， 确 保 肯 定 淘汰 一 定 的 数据 量 ， 起 码 淘汰 掉 3N /10- 
6 的 数据 量 。 


不 得 不 说 的 是 ， 关 于 选择 划分 元 素 的 问题 ， 很 多 实现 都 是 随便 找 一 个 数 
进行 数组 的 划分 ， 也 殉 是 类 似 随 机 快速 排序 的 划分 方式 ， 这 种 划分 方式 
无 法 达到 时 间 复杂 度 为 O(N ) 的 原因 是 不 能 确定 淘汰 的 数据 量 ， 而 BFPRT 
算法 在 划分 时 ， 使 用 的 是 中 位 数 的 中 位 数 进行 划分 ， 从 而 确定 了 淘汰 的 
数据 量 ， 最 后 成 功 地 让 时 间 复 杂 度 收敛 到 O (N ) 的 程度 。 


本 书 的 实现 对 BFPRT 算 法 做 了 更 好 的 改进 ， 主 要 改进 的 地 方 是 当中 位 数 
Er 那么 在 划分 之 后 到 的 返回 什么 位 置 上 
JxDE ? 


在 本 书 的 实现 中 ， 返 回 在 通过 x 划分 ar 后 ， 等 于 x 的 整个 位 置 区 间 。 比 
如 ，pivotRange=[a，b] 表 示 arr[a..b] 上 都 是 x， 并 以 此 区 间 去 命中 第 k 小 的 
数 ， 如 果 在 [a，b] 上， 就 是 命中 ， 如 果 没 在 [a，b] 上， 表示 没命 中 。 这 样 
既 可 以 尽量 少 地 进行 递归 过 程 ， 又 可 以 增加 淘汰 的 数据 量 ， 使 得 步 又 5 的 
递归 过 程 变 得 数据 量 更 少 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMinKNumsByBFPRT 方 法 。 


public int[] getMinKNumsByBFPRT(int[] arr, int k) I 
if (k< 1 || k > arr.length) { 
return arr; 
) 
int minKth = getMinKthByBFPRT(arr, k); 
int[] res = new int[k]; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] < minkth) { 


res[index++] = arr[i]; 


) 

} 

for (; index ! = res.length; index++) { 
res[index] = minkth; 

} 


return res; 


vot); 


public int getMinKthByBFPRT(int[] arr, int K) { 
int[] copyArr = copyArray(arr); 


return select(copyArr, ©, copyArr.length - 1, K 


public int[] copyArray(int[] arr) { 
int[] res = new int[arr.length]; 
for (int i = 0; i ! = res.length; i++) { 
res[i] = arr[i]; 
} 


return res; 


public int select(int[] arr, int begin, int end, int i) 


if (begin == end) { 
return arr[begin]; 
} 
int pivot = medianOfMedians(arr, begin, end); 


int[] pivotRange = partition(arr, begin, end, pi 


if (i >= pivotRange[0] && i <= pivotRange[1]) I 
return arr[i]; 


} else if (i < pivotRange[0]) { 


return select(arr, begin, pivotRange[0] 


- 1, i); 
} else { 
return select(arr, pivotRange[1] + 1, en 
d, i); 
) 
} 
public int medianOfMedians(int[] arr, int begin, int end 


int num = end - begin + 1; 
int offset = num % 5 == 0 ?0 : 1; 
int[] mArr = new int[num / 5 + offset]; 
for (int i = 0; i < mArr.length; i++) { 
int beginI = begin + i * 5; 
int endI = beginI + 4; 


mArr[i] = getMedian(arr, beginI, Math.mi 
n(end, endI)); 


) 


return select(mArr, 0, mArr.length - 1, mArr.len 
gth / 2); 


public int[] partition(int[] arr, int begin, int end, in 
t pivotValue) { 


int small = begin - 1; 
int cur = begin; 


int big = end + 1; 


while (cur ! = big) { 
if (arr[cur] < pivotValue) ( 
swap(arr, ++small, cur++); 
} else if (arr[cur] > pivotValue) { 
swap(arr, cur, --big); 
} else { 


cur++; 


} 

int[] range = new int[2]; 
range[0] = small + 1; 
range[1] = big - 1; 


return range; 


public int getMedian(int[] arr, int begin, int end) { 
insertionSort(arr, begin, end); 
int sum = end + begin; 
int mid = (sum / 2) + (sum % 2); 


return arr[mid]; 


public void insertionSort(int[] arr, int begin, int end) 


for (int i = begin + 1; i ! = end + 1; i++) { 


for (int j = i; j ! begin; j--) { 


if (arr[j - 1] > arr[j]) { 
swap(arr, j - 1, j); 
} else { 


break; 


} 


需要 排序 的 最 短 于 数组 长 度 


【题目 】 

给 定 一 个 无 序数 组 arr， 求 出 需要 排序 的 最 短 子 数 组 长 度 。 
例如 : arr = [1，5，3，4，2，6，7] 返 回 4， 因 为 只 有 [5，3，4，2] 需 要 排 
序 。 


【难度 】 
E Hi 
【解答 】 
解决 这 个 问题 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 


初始 化 变量 noMinIndex=-1， 从 右 癌 左 裔 历 ， 裔 历 的 过 程 中 记录 右 侧 出 现 
过 的 数 的 最 小 值 ， 记 为 min。 假 设 当 前 数 为 arr[ 让 ， 如 果 ar[i]>min， 说 明 如 
果 要 整体 有 序 ，min 值 必然 会 挪 到 arr[i 的 左边 。 用 noMinIndex 记 录 最 左边 
出 现 这 种 情况 的 位 置 。 如 果 通 历 完 成 后 ，noMinIndex 依 然 等 于 -1， 说 明 从 
oo 原 数组 本 来 就 有 序 ， 直 接 返 回 0， 即 完全 不 需要 排 
F o 


接 下 来 从 左 向 右 遍 历 ， 遍 历 的 过 程 中 记录 左 侧 出 现 过 的 数 的 最 大 值 ， 记 
为 max。 假 设 当 前 数 为 ar[i]， 如 果 arr[i]<max， 说 明 如 果 排 序 ，max 值 必然 
挪 到 arr[i] 的 右边 。 用 变量 noMaxIndex 记 录 最 右边 出 现 这 种 情况 的 位 


遍历 完成 后 ，arr[noMinIndex..noMaxIndex] 是 真正 需要 排序 的 部 分 ， 返 回 
它 的 长 度 即 可 。 


具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 getMinLength 方 法 。 


public int getMinLength(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length < 2) { 


return 0; 
) 
int min = arr[arr.length - 1]; 
int noMinIndex = -1; 
for (int i = arr.length - 2; i ! = -1; i--) I 


if (arr[i] > min) { 
noMinIndex = i; 
} else { 


min = Math.min(min, arr[i]); 


} 

} 

if (noMinIndex == -1) { 
return 0; 

) 


int max = arr[0]; 


int noMaxIndex = -1; 


for (int i= 1; i ! = arr.length; i++) < 
if (arr[i] < max) { 
noMaxIndex = i; 
} else { 


max = Math.max(max, arr[i]); 


} 
} 
| return noMaxIndex - noMinIndex + 1; 
在 数组 中 找到 出 现 次 数 大 于 N/K 的 数 


【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 ar， 打 印 其 中 出 现 次 数 大 于 一 半 的 数 ， 如 果 没 有 这 样 
的 数 ， 打 印 提示 信息 。 


【 进 阶 】 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 再 给 定 一 个 整数 K ， 打 印 所 有 出 现 次 数 大 于 N/K 
的 数 ， 如 采 没 有 这 样 的 数 ， 打 印 提示 信息 。 


[ÆR] 


RMR RRENO (N), MYNT TENSE RENO (1)。 进 阶 问题 要 来 
时 间 复 杂 上 度 为 O(N xK )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (K )。 


【难度 】 
校 kkk 
【解答 】 


无 论 是 原 问 题 还 是 进 阶 问题 ， 都 可 以 用 哈 硕 表 记 隶 每 个 数 及 其 出 现 的 次 
数 ， 但 是 额外 空间 复杂 度 为 O (W)， 不 符合 题目 要 求 ， 所 以 本 书 不 再 详 述 
这 种 简单 的 方法 。 本 书 提供 方法 的 核心 思路 是 ， 一 次 在 数组 中 删 控 K 个 
不 同 的 数 ， 不 停 地 删除 ， 直 到 剩 下 数 的 种 类 不 足 K ME LEME, FDA, 
Ni 出 现 的 次 数 大 于 N/K ， 则 这 个 数 最 后 一 定 会 被 剩 下 


对 于 原 问 题 ， 出 现 次 数 大 于 一 半 的 数 最 多 只 会 有 一 个 ， 还 可 能 不 存在 这 
样 的 数 。 具 体 的 过 程 为 ， 一 次 在 数组 中 删 掉 两 个 不 同 的 数 ， 不 停 地 删 
除 ， 直 到 剩 下 的 数 只 有 一 种 ， 如 果 一 个 数 出 现 次 数 大 于 一 半 ， 这 个 数 最 
后 一 定 会 剩 下 来 。 如 下 代码 中 的 printHalfMajor 方 法 就 是 这 种 思路 的 具体 
实现 ， 我 们 先 列 出 代码 ， 然 后 进行 解释 。 


public void printHalfMajor(int[] arr) I 
int cand = 0; 
int times = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (times == 0) I 
cand = arr[i]; 
times = 1; 


} else if (arr[i] == cand) { 


times++; 
} else { 
times--; 
} 
) 
times = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 


if (arr[i] == cand) { 


times++; 


) 

if (times > arr.length / 2) { 
System.out.println(cand); 

} else I 


System.out.println("no such number."); 


) 


printHalfMajor 方 法 中 第 一 个 for 循 环 就 是 一 次 在 数组 中 删 掉 两 个 不 同 的 数 
的 代码 实现 。 我 们 把 变量 cand 叫 作 候选 ，times 叫 作 次 数 ， 读 者 先 不 用 纠 
结 这 两 个 变量 是 什么 意义 ， 我 们 看 在 第 一 个 for 循 环 中 发 生 了 什么 。 


e times==0 时 ， 表 示 当 前 没有 候选 ， 则 把 当前 数 arr[ 设 成 候选 ， 同 
时 把 times 设 置 成 1。 


e times! =0 时 ， 表 示 当 前 有 候选 ， 如 果 当 前 的 数 arr[j 与 候选 一 样 ， 
就 把 times 加 1; 如 果 当 前 的 数 arr[ 让 与 候选 不 一 样 ， 就 把 times 减 1， 减 
到 0 则 表示 又 没有 候选 了 。 


这 具体 是 什么 意思 呢 ? 当 没 有 候选 时 ， 我 们 把 当前 的 数 作 为 候选 ， 说 明 
我 们 找到 了 两 个 不 同 的 数 中 的 第 一 个 ， 当 有 候选 且 当 前 的 数 和 候选 一 样 
时 ， 说 明 目 前 没有 找到 两 个 不 同 的 数 中 的 另外 一 个 ， 反 而 是 同一 种 数 反 
复出 现 了 ， 那 么 惑 把 times++ 表 示 反 复出 现 的 数 在 累计 目 己 的 点 数 。 当 有 
候选 且 当 前 的 数 和 候选 不 一 样 时 ， 说 明 找 全 了 两 个 不 同 的 数 ， 但 是 候选 
可 能 在 之 前 多 次 出 现 ， 如 果 此 时 把 候选 完全 换 掉 ， 候 选 的 这 个 数 相 当 于 
下 被 删 掉 了 多 个 ， 对 吧 ? 所 以 这 时 候选 “付出 ”一 个 自己 的 点 数 ， 即 
times 减 1， 然 后 当前 数 也 被 删 掉 。 这 样 还 是 相当 于 一 次 删 掉 了 两 个 不 同 的 
数 。 当 然 ， 如 果 times 被 城 到 为 0， 说 明 候选 的 点 数 完全 被 消耗 完 ， 那 么 又 
FIRES, arr PAY FR — Nåarrli+1) AXE GE - 


综 上 所 述 ， 第 一 个 for 循 环 的 实质 就 是 我 们 的 核心 解 题 思路 ， 一 次 在 数组 
中 删 掉 两 个 不 同 的 数 ， 不 停 地 删除 ， 直 到 剩 下 的 数 只 有 一 种 ， 如 果 一 个 
则 这 个 数 最 后 一 定 会 被 剩 下 来 ， 也 就 是 最 后 的 
cand/E ° 


这 里 请 注意 一 点 ， 一 个 数 出 现 次 数 虽 然 大 于 一 半 ， 它 肯定 会 被 剩 下 来 ， 
但 那 并 不 表示 剩 下 来 的 数 一 定 是 符合 条 件 的 。 例 如 ，1，2，1。 其 中 1 符 
合 出 现 次 数 超过 了 一 半 ， 所 以 1 肯定 会 剩 下 来 。 再 如 1，2，3， 其 中 没有 
任何 一 个 数 出 现 的 次 数 超过 了 一 半 ， 可 3 最 后 也 剩 下 来 了 。 所 以 
printHalfMajor 方 法 中 第 二 个 for 循 环 的 工作 就 是 检验 最 后 剩 下 来 的 那个 数 
(Blcand) 是 否 真 的 是 出 现 次 数 大 于 一 半 的 数 。 如 果 cand 都 不 符合 条 件 ， 
Fo 说 明 ar 中 没有 任何 一 个 数 出 现 了 一 半 以 


进 阶 问题 解法 核心 也 是 类 似 的 ， 一 次 在 数组 中 删 掉 开 个 不 同 的 数 ， 不 停 
地 删除 ， 直 到 剩 下 的 数 的 种 类 不 足 玉 ， 那 么 ， 如 果 某 些 数 在 数组 中 出 现 
次 数 大 于 N/K ， 则 这 些 数 最 后 一 定 会 被 剩 下 来 。 原 问题 中 ， 我 们 解决 了 
找到 出 现 次 数 超过 N /2 的 数 ， 解 决 的 办 法 是 立 了 1 个 候选 cand， 以 及 这 个 
候选 的 times 统 计 。 进 阶 问 题 具 体 的 实现 也 类 似 ， 只 要 立 K -1 个 候选 ， 然 
后 有 K -1 个 times 统 计 即 可 ， 具 体 过 程 如 下 。 


遇 历 到 ar 器 时 ， 看 arr 旨 是 否 与 已 经 被 选 出 的 时 一 个 候选 相同 : 
如 采 与 某 一 个 候选 ， 束 把 属于 那个 候选 的 点 数 统计 加 1 。 


如 果 与 所 有 的 候选 都 不 相同 ， 先 看 当前 的 候选 是 否 选 满 了 ，K -1 避 ® 是 满 , 
EM NE: 


e 如 果 不 满 ， 把 ar 作为 一 个 新 的 候选 ， 属 于 它 的 点 数 初 始 化 为 
1 


e 如 果 已 满 ， 说 明 此 时 发 现 了 K AA, arlil st ælÆkK 个 。 此 
时 把 每 一 个 候选 各 目的 点 数 全 部 减 1， 表 示 每 个 候选 “付出 ”一 个 目 己 
的 点 数 。 如 果 某 些 候选 的 点 数 在 减 1 之 后 等 于 0， 则 还 需要 把 这 些 候 
选 都 删除 ， 候 选 又 变 成 不 满 的 状态 。 


在 所 历 过 程 结 束 后 ， 再 志 历 一 次 arr， 验 证 被 选 出 来 的 所 有 候选 有 哪些 出 
现 次 数 真 的 大 于 N/K ， 符 合 条 件 的 候选 就 打印 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 
的 printKMajor 方 法 。 


public void printKMajor(int[] arr, int K) { 
if (K< 2) { 


System.out.println("the value of K is in 
valid."); 


return; 
) 


HashMap<Integer, Integer> cands = new HashMap<In 
teger, Integer>(); 


for (int i = 0; i! = arr.length; i++) { 
if (cands.containsKey(arr[i])) I 


cands.put(arr[i], cands.get(arr[ 


i]) + 1); 
} else { 
if (cands.size() == K - 1) I 
allCandsMinusone(cands); 
} else { 
cands.put(arr[i], 1); 
) 
) 
} 
HashMap<Integer, Integer> reals = getReals(arr, 
cands); 
boolean hasPrint = false; 
Se for (Entry<Integer, Integer> set : cands.entrySe 


Integer key = set.getKey(); 


if (reals.get(key) > arr.length / K) { 


hasPrint = true; 


System.out.print(key + " "); 


) 
} 
System.out.println(hasPrint ? "" : "no such numb 
er."); 
} 
public void allCandsMinusOne(HashMap<Integer, Integer> m 
ap) { 
List<Integer> removeList = new LinkedList<Intege 
r>(); 
for (Entry<Integer, Integer> set : map.entrySet( 
)) I 


Integer key = set.getKey(); 
Integer value = set.getValue(); 
if (value == 1) { 
removeList.add(key); 

) 
map.put(key, value - 1); 

} 

for (Integer removeKey : removeList) { 


map.remove(removekey); 


public HashMap<Integer, Integer> getReals(int[] arr, 


HashMap<Integer, Integer> cands) { 


HashMap<Integer, Integer> reals = new HashMap<In 
teger, Integer>(); 


for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) I 
int curNum = arr[i]; 
if (cands.containsKey(curNum)) { 
if (reals.containsKey(curNum)) { 


reals.put(curNum, reals. 
get(curNum) + 1); 


} else { 


reals.put(curNum, 1); 


} 


return reals; 


【扩展 】 


这 种 一 次 删 掉 K 个 不 同 的 数 的 思想 在 面试 中 通常 会 变形 之 后 反复 出 现 。 
例如 ， 下 面 这 道 面 试 真题 ， 有 一 场 投 票 ， 投 票 有 效 的 条 件 是 必须 有 一 个 
候选 人 得 票数 超过 半数 ， 但 是 验 票 人 员 不 能 看 到 每 张 选票 上 选 了 谁 ， 只 
能 把 任意 两 张 选票 放 到 一 台 机 釉 上 看 这 两 张 选 票 是 否 一 样 ， 看 一 样 ， 则 
机 器 给 出 true 的 提醒， 不 一 样 则 给 出 false 的 提醒 。 如 有 果 你 作为 验 票 的 人 
员 ， 怎 么 判断 这 场 投票 是 有 效 的 ? 


这 道 题 目 束 是 原 问题 的 变形 ， 但 钙 “ 不 能 看 到 每 张 选票 上 选 了 谁 ” 的 这 个 
限制 实际 上 把 用 哈 希 表 来 解 题 的 可 能 性 完全 堵 死 了 。 但 本 文 的 方法 却 可 
以 满足 题目 的 要 求 ， 因 为 我 们 实现 的 方法 只 需要 当前 数 和 候选 数 做 比 
较 ， 而 不 需要 知道 每 个 数 的 值 。 


在 行列 都 排 好 序 的 矩阵 中 找 数 


【题目 】 


给 定 一 个 有 N XM 的 整 型 矩阵 matrix 和 一 个 整数 K ，matrix 的 每 一 行 和 每 一 
列 都 是 排 好 序 的 。 实 现 一 个 函 数 ， 判 断 开 是 否 在 matrix 中 。 


例如 : 


4 4 4 8 


5 7 7 9 


如 打开 为 7， 返 回 true; 如 有 果 开 为 6， 返 回 false。 
【要 求 】 

时 间 复 杂 度 为 O(N +M )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 
DER] 

E Yr 
【解答 】 

符合 要 求 的 解法 比较 巧妙 且 易 于 理解 。 

可 以 用 以 下 步骤 解决 : 

1. 从 矩阵 最 右上 角 的 数 开始 寻找 Gow=0，col=M-1D)。 

2， 比 较 当 前 数 matrix[row][col] 与 开 的 关系: 


e 如 果 与 玉 相 等 ， 说 明 已 找到 ， 和 直接 返回 true。 
e 如 果 比 K 大 ， 因 为 矩阵 每 一 列 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 的 
列 中 ， 处 于 当前 数 下 方 的 数 都 会 比 K 大 ， 则 没有 必要 继续 在 第 col 列 
上 寻找 ， 令 col=col-1， 重 复 步 骤 2 。 
e 如果 比 K 小， 因为 矩阵 每 一 行 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 的 
行 中 ， 处 于 当前 数 左 方 的 数 都 会 比 K 小 ， 则 没有 必要 继续 在 第 row 行 
上 寻找 ， 令 row=row+1， 重 复 步 骤 2。 

3. 如 果 找 到 越界 都 没有 发 现 与 K 相等 的 数 ， 则 返回 false。 

或 者 ， 也 可 以 用 以 下 步骤 : 

1. 从 矩阵 最 左下 角 的 数 开始 寻找 (row=N-1, col=0) e 

2， 比 较 当 前 数 matrix[row][col] 与 K 的 关系 : 
e 如果 与 K 相等 ， 说 明 已 找 人 到， 直接 返回 true 。 
e 如 果 比 K 大 ， 因 为 矩阵 每 一 行 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 的 
行 中 ， 处 于 当前 数 右 方 的 数 都 会 比 K 大 ， 则 没有 必要 继续 在 第 row 行 
上 寻找 ， 令 row=row-1， 重 复 步 又 2 © 
e 如 果 比 K 小 ， 因 为 矩阵 每 一 列 都 已 排 好 序 ， 所 以 在 当前 数 所 在 的 
列 中 ， 处 于 当前 数 上 方 的 数 都 会 比 K 小 ， 则 没有 必要 继续 在 第 col 列 
上 寻找 ， 令 col=col+1， 重 复 步 又 2。 

3. 如 果 找 到 越界 都 没有 发 现 与 K 相等 的 数 ， 则 返回 false。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 isContains 方 法 : 


public boolean isContains(int[][] matrix, int K) { 
int row = 0; 
int col = matrix[0].length - 1; 
while (row < matrix.length && col > -1) { 


if (matrix[row][col] == K) { 


return true; 

} else if (matrix[row][col] > K) { 
col--; 

} else { 


row++; 


) 


return false; 


) 


最 长 的 可 整合 子 数 组 的 长 度 
CE 


DCR HAY AARETE > WFR — SR ETE Za, FARAN 
的 绝对 值 都 为 1， 则 该 数组 为 可 整合 数组 。 例 如 ，[5，3，4，6，2] 排 友之 
后 为 [2，3，4，5，6]， 符 合 每 相 邻 两 个 数 差 的 绝对 值 都 为 1， 所 以 这 个 数 
组 为 可 整合 数组 。 


给 定 一 个 整 型 数组 arr， 请 返回 其 中 最 大 可 整合 子 数 组 的 长 度 。 例 如 ， 
[5，5，3，2，6，4，3] 的 最 大 可 整合 子 数 组 为 [5，3，2，6，4]， 所 以 返 
回 5。 

【难度 】 

HE un 

【解答 】 

时 间 复 杂 度 高 但 容易 理解 的 做 法 。 对 arr 中 的 每 一 个 子 数组 arr[i.j] 
(0<=i<=j<=N-HD) ， 都 验证 一 下 是 否 符合 可 整合 数组 的 定义 ， 也 就 是 把 


arr[i..j] 排 序 一 下 ， 看 是 否 依次 递增 且 每 次 递增 1。 然后 在 所 有 符合 可 整合 
数组 定义 的 子 数组 中 ， 记 录 最 大 的 那个 长 度 ， 返 回 即 可 。 需 要 注意 的 


征 ， 在 考查 每 一 个 arr[i.j] 是 否 符合 可 整合 数组 定义 的 时 候 ， 都 得 把 arr[i.j] 
单独 复制 成 一 个 新 的 数组 ， 然 后 把 这 个 新 的 数组 排序 、 验 证 ， 而 不 能 直 
接 改 变 arr 中 元 素 的 顺序 。 所 以 大 体 过 程 如 下 : 


1. 依次 考查 每 一 个 子 数组 arr[i..j](0<=i<=j<=N-D， 一 共有 O (N2) 个 。 

2. 对 每 一 个 子 数组 arr[ij]， 复 制 成 一 个 新 的 数组 ， 记 为 newArr 76 
newArr 排 序 ， 然 后 验证 是 否 符合 可 整合 数组 的 定义 ， 这 一 步 代 价 为 O (N 
logN ) ° 

3. 步骤 2 中 符合 条 件 的 、 最 大 的 那个 子 数组 的 长 度 束 是 结果 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getLIL1 方 法 ， 时 间 复 杂 度 为 O (W?)xO (N logN )- 
>O (N *logN ) ° 


public int getLIL1(int[] arr) I 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 
) 
int len = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
for (int j = i; j < arr.length; j++) { 
if (isIntegrated(arr, i, j)) { 


len = Math.max(len, j - 
i+ 1); 


return len; 


public boolean isIntegrated(int[] arr, int left, int rig 


ht) { 


int[] newArr = Arrays.copyOfRange(arr, left, rig 
ht + 1); // O(N) 


Arrays.sort(newArr); // O(N*logN) 
for (int i = 1; i < newArr.length; i++) { 
if (newArr[i - 1] ! = newArr[i] - 1) { 


return false; 


) 


return true; 


第 一 种 方法 严格 按照 题目 的 意思 来 验证 每 一 个 子 数组 是 否 是 可 整合 数 
组 ， 但 是 验证 可 整合 数组 真 的 需要 如 此 麻烦 吗 ? 有 没有 更 好 的 方法 来 加 
速 验证 过 程 ? 这 也 是 本 书 提供 方法 的 核心 。 判 断 一 个 数组 是 否 是 可 整合 
数组 还 可 以 用 以 下 方法 来 判断 ， 一 个 数组 中 如 果 没 有 重复 元 素 ， 并 且 如 
果 最 大 值 减 去 最 小 值 ， 再 加 1 的 结果 等 于 元 素 个 数 (max-min+1== 元 素 个 
数 ) ， 那 么 这 个 数组 就 是 可 整合 数组 。 比 如 [3，2，5，6，4]，max- 
min+1=6-2+1=5== 元 素 个 数 ， 所 以 这 个 数组 是 可 整合 数组 。 


这 样 ， 验 证 每 一 个 子 数组 是 否 是 可 整合 数组 的 时 间 复 杂 度 可 以 从 第 一 种 
方法 的 O (N logN ) 加 速 至 O (1)， 整 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 束 可 加 速 到 O(N? 
)。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 getLIL2 方 法 。 


public int getLIL2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) I 


return 0; 


int len 


Il 
© 


int max 


Il 
© 


int min = 0; 


HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer> 


O; // 判断 重复 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
max = Integer.MIN_VALUE; 
min = Integer.MAX VALUE; 
for (int j = i; j < arr.length; j++) { 
if (set.contains(arr[j])) I 
break; 
} 
set.add(arr[j]); 
max = Math.max(max, arr[j]); 
min = Math.min(min, arr[j]); 
if (max - min == j - i) { // 新 的 
今 查 方式 
len = Math.max(len, j - 
i+ 1); 


} 


set.clear(); 


) 


return len; 


不 重复 打印 排序 数组 中 相 加 和 为 给 定 值 
的 所 有 二 元 组 和 三 元 组 

[题目 】 

EF. RET an ADI SKANSE 


一 


BAT, arr=[-8, -4, -3, 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9], k=10, FJEUZG RH: 
1, 9 
2, 8 


【补充 题目 】 
给 定 排 序数 组 arr 和 整数 k ， 不 重复 打印 ar 中 所 有 相 加 和 为 K 的 不 降序 三 元 


一 


例如 ，arr=[-8，-4，-3，0，1，2，4，5，8，9]，k=10， 打 印 结果 为 : 
-4, 5, 9 
-3, 4, 9 

-3, 5, 8 

0, 1, 9 

0, 2, 8 

1, 4, 5 

【难度 】 

Wo kik RON 

【解答 】 


利用 排序 后 的 数组 的 特点 ， 打 印 二 元 组 的 过 程 可 以 用 一 个 左 指针 和 一 个 
右 指针 不 断 向 中 间 压 缩 的 方式 实现 ， 具 体 过 程 为 : 


1. 设置 变量 left=0，right=arrlength-1。 
2. 比较 arr[left+arr[right] 的 值 (sum) 与 K 的 大 小 : 

e 如 果 sum 等 于 K ， 打 印 “arr[leftl，arr[rightlj”， 则 left++，right--。 

e 如 采 sum 大 于 k right-- ° 

e 如果 sum 小 于 k left++ ° 
3. 如 果 left<right， 则 一 直 重 复 步骤 2， 否 则 过 程 结 束 。 
那么 如 何 保证 不 重复 打印 相同 的 二 元 组 呢 ? 只 需 在 打印 时 增加 一 个 检查 
即 可 ， 检 查 arr[left] 是 否 与 它 ee 1] 相 等 ， 如 果 相 等 就 不 打 
Flo BARA: AEA EE MASE TE ENDE, MÅ 
arr[leftj+arr[rightlj==k， 又 有 arr[left==arr[leftr1]， 那 么 之 前 一 定 已 经 打印 
过 这 个 二 元 组 ， 此 时 无 须 重 复 打 印 。 比 如 arr=[1，1，1，9]，k=10。 首 先 
打印 arr[0] 和 arr[3] 的 组 合 ， 接 下 来 就 不 再 重复 打印 1 和 9 这 个 二 元 组 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printUniquePair 方 法 ， 时 间 复 杂 度 O (N )。 


public void printUniquePair(int[] arr, int k) { 

if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 

) 

int left = 0; 

int right = arr.length - 1; 

while (left < right) { 
if (arr[left] + arr[right] < k) I 


left++; 


} else if (arr[left] + arr[right] > k) { 
right--; 
} else { 


if (left == 0 || arr[left - 1] ! 
= arr[left]) { 


System.out.println(arr[left] 
+", " + arr[right]); 


) 
left++; 


right--; 


} 


三 元 组 的 问题 类 似 于 二 元 组 的 求解 过 程 。 
例如 : 
arr=[-8, -4, -3, 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9], k=10° 


e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -8 时 ， 寻 找 -8 后 面 的 子 数 组 中 所 有 相 加 为 
18 的 不 重复 二 元 组 。 
e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -4 时 ， 寻 找 -4 后 面 的 子 数 组 中 所 有 相 加 为 
14 的 不 重复 二 元 组 。 


e 当 三 元 组 的 第 一 个 值 为 -3 时 ， 寻 找 -3 后 面 的 子 数组 中 所 有 相 加 为 
13 的 不 重复 二 元 组 。 


依 此 类 推 。 
如 何不 重复 打印 相同 的 三 元 组 呢 ? 首先 要 保证 每 次 寻找 过 程 开 始 前 ， 选 


定 的 三 元 组 中 第 一 个 值 不 重复 ， 其 次 束 古 和 原 问题 的 打印 检查 一 样 ， 要 
保证 不 重复 打印 二 元 组 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 printUniqueTriad 方 法 ， 时 间 复 洒 度 为 O(N *)。 


public void printUniqueTriad(int[] arr, int k) { 


if (arr == null || arr.length < 3) { 
return; 


} 


for (int i = 0; i < arr.length - 2; i++) I 
if (i == 0 || arr[i] ! = arr[i - 1]) I 


printRest(arr, i, i + 1, arr.length 
- 1, k - arr[i]); 


public void printRest(int[] arr, int f, int 1, int r, in 


t k) { 
while (1< r) I 
if (arr[l] + arr[r] < k) I 
1++; 
} else if (arr[1] + arr[r] > k) I 
så 
} else 4 
å if (1 = f + 1 || arr[l - 1] ! = arr[1]) 


System.out.println(arr[f] +", " + å 


rr[1] +", " + arr[r]); 


} 


未 排序 正 数 数组 中 标 加 和 为 给 定 值 的 最 
长 子 数 组 长 度 
【题目 】 


给 定 一 个 数组 arr， 该 数组 无 序 ， 但 每 个 值 均 为 正 数 ， 再 给 定 一 个 正 数 K 。 
求 arr 的 所 有 子 数组 中 所 有 元 素 相 加 和 为 K 的 最 长 子 数组 长 度 。 


fin, ar=[1, 2, 1, 1, 1], k=3° 

累加 和 为 3 的 最 长 子 数组 为 [1，1，1]， 所 以 结果 返回 3。 

DER] 
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【解答 】 

最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 首 先 用 两 
个 位 置 来 标记 子 数 组 的 左右 两 头 ， 记 为 laft 和 right， 开 始 时 都 在 数组 的 最 
左边 (eft=0，right=0)。 整 体 过 程 如 下 : 

1. 开始 时 变量 left=0，right=0， 代 表 子 数组 arr[left..right] 。 


2. 变量 sum 始 终 表 示 子 数组 arr[left..right] 的 和 。 开 始 时 sum=arr[0] BI 
arr[0..0]HJAH ° 


变量 len 一 直 记 录 轩 加 和 为 k 的 所 有 子 数组 中 最 大 子 数组 的 长 度 。 开 始 
FT, len=0 ° 


4. 根据 sum 与 k 的 比较 结果 决定 是 left 移 动 还 是 right 移 动 ， 具 体 如 下 : 


e 如 朱 sum==k， 说 明 arr[left.right] 素 加 和 为 K ， 如 来 arr[left..right] 长 
度 大 于 len， 则 更 新 len， 此 时 因为 数组 中 所 有 的 值 都 为 正 数 ， 那 么 所 
有 从 left 位 置 开 始 ， 在 right 之 后 的 位 置 结束 的 子 数组 ， 即 
arr[left..i(i>righb0]， 累 加 和 一 定 大 于 kK。 所 以 ， 令 left 加 1， 这 表示 我 们 
开始 考查 以 left 之 后 的 位 置 开始 的 子 数组 ， 同 时 令 sum-=arr[left]，sum 
此 时 开始 表示 arr[left+1..right] 的 累加 和 。 


e 如果 sum 小 于 k ， 说 明 arr[left..right] 还 需要 加 上 right 后 面 的 值 ， 其 
和 才 可 能 达到 k ， 所 以 ， 令 right 加 1，sum+=arr[rightl。 需 要 注意 的 
是 ，right 加 1 后 是 否 越界 。 


o 如 果 sum 大 于 k ， 说 明 所 有 从 left 位 置 开 始 ， 在 right 之 后 的 位 置 结 
束 的 子 数组 ， 即 arr[left..i(i>right)]， 囚 加 和 一 定 大 于 k ° PMA, left 
加 1， 这 表示 我 们 开始 考查 以 left 之 后 的 位 置 开始 的 子 数组 ， 同 时 令 
sum-=arr[left，sum 此 时 表示 arr[left+1..right] 的 票 加 和 。 


5. 如 采 right<arrlength， 重 复 步 又 4。 人 否则 直接 返回 lan， 全 部 过 程 结束 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxLength 方 法 。 


public int getMaxLength(int[] arr, int k) I 

if (arr == null || arr.length == © || k <= 0) I 
return 0; 

) 

int left = 0; 

int right = 0; 

int sum = arr[0O]; 

int len = 0; 

while (right < arr.length) { 


if (sum == k) I 


len = Math.max(len, right - left 
+ 1); 


sum -= arr[left++]; 
} else if (sum < k) I 
right++; 


if (right == arr.length) { 


break; 
) 
sum += arr[right]; 
} else { 
sum -= arr[left++]; 
} 


} 


return len; 


} 


未 排序 数组 中 标 加 和 为 给 定 值 的 最 长 子 
数组 系列 问题 


【题目 】 


给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 给 定 一 个 整数 K。 求 
ar 所 有 的 子 数组 中 标 加 和 为 K 的 最 长 子 数 组 长 度 。 


【补充 题目 】 


给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0。 求 ar 所 有 的 子 数组 中 
正 数 与 负数 个 数 相等 的 最 长 子 数 组 长 度 。 


【补充 题目 】 


给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 只 是 1 或 0。 求 arr 所 有 的 子 数 组 中 0 和 1 个 
数 相 等 的 最 长 子 数组 长 度 。 


【难度 】 
Rt sku 
【解答 】 


本 书 提供 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N )、 额 外 空间 复 洒 度 为 O (N 
)， 首 先 来 看 原 问题 。 


为 了 说 明 解 法 ， 先 定义 s 的 概念 ，sG) 代 表 子 数组 arr[0.. 计 所 有 元 素 的 累加 
和 。 那 么 子 数 组 arr[j..i(0<=j<=i<arrlengt 的 累加 和 为 si)-sj-D， 因 为 根 
据 定义 ，sGD=arr[0. 昌 的 累加 和 =arr[0..j-1] 的 累加 和 +arr[j. 昌 的 累加 和 ， 又 有 
arr[0..j-1JA AVON As(j-1) ° AREA, arrlj..u Ay ADNAN As(i)-s(j-1), 2S 2516 
是 求解 这 道 题 的 核心 。 


原 问题 解法 只 遍历 一 次 ar， 具 体 过 程 为 : 


1. 设置 变量 sum=0， 表 示 从 0 位 置 开始 一 直 加 到 i 位 置 所 有 元 素 的 和 。 设 
置 变量 len=0， 表 示 累 加 和 为 k 的 最 长 子 数 组 长 度 。 设 置 哈 硕 表 map ， 其 
中 ，key 表 示 从 arr 最 左边 开始 累加 的 过 程 中 出 现 过 的 sum 值 ， 对 应 的 value 
值 则 表示 sum 值 最 早出 现 的 位 置 。 


2. 从 左 到 右 开 始 遍历 ， 明 有 历 的 当前 元 素 为 arr[i] ° 


1) 令 sum=sum+arr[i] ， 即 之 前 所 有 元 素 的 累加 和 s(i)， 在 map 中 查看 是 否 
存在 sum-k。 


e 如 采 sum-k 存 在 ， 从 map 中 取出 sum-k 对 应 的 value 值 ， 记 为 j)，j 代 
表 从 左 到 右 不 断 累 加 的 过 程 中 第 一 次 加 出 sum-k 这 个 票 加 和 的 位 置 。 
根据 之 前 得 出 的 结论 ，arr[j+1. 浊 的 票 加 和 为 siD)-sj)， 此 时 sGD=sum， 
又 有 s)=sum-k， 所 以 arr[j+1. 浊 的 累加 和 为 k。 同 时 因为 map 中 只 记录 
每 一 个 票 加 和 最 早出 现 的 位 置 ， 所 以 此 时 的 arr[j+1. 昌 是 在 必须 以 
arr[j 结 尾 的 所 有 子 数组 中 ， 最 长 的 累加 和 为 k 的 子 数 组 ， 如 果 该 子 数 
组 的 长 度 大 于 len， 束 更 新 len 。 


e 如 采 sum-k 不 存在 ， 说 明 在 必须 以 arr 趾 结尾 的 情况 下 没有 索 加 和 
为 k 的 于 数组 。 


2) 检查 当前 的 sum (El s(i)) 是 否 在 map 中 。 如 果 不 存在 ， 说 明 此 时 的 
sum 值 是 第 一 次 出 现 的 ， 就 把 记录 (sum，jiD 加 入 到 map 中 。 如 果 sum 存 在 ， 
说 明之 前 已 经 出 现 过 sum，map 只 记录 一 个 景 加 和 最 早出 现 的 位 置 ， 所 以 
此 时 什么 记录 也 不 加 。 


3. 继续 遍历 下 一 个 元 素 ， 直 到 所 有 的 元 素 裔 历 完 。 


大 体 过 程 如 上 ， 但 还 有 一 个 很 重要 的 问题 需要 人 处理。 根据 arr[j+1..] 的 昧 
加 和 为 s@)-Q)， 所 以 ， 如 果 从 0 位 置 开始 累加 ， 会 导 任 jt+1>=1。 也 束 是 
说 ， 所 有 从 0 位 置 开 始 的 子 数 组 都 没有 考虑 过 。 所 以 ， 应 该 从 -1 位 置 开 始 
累加 ， 也 就 是 在 遍历 之 前 先 把 (0，-TD 这 个 记录 放 进 map， 这 个 记录 的 意义 
是 如 果 任 何 一 个 数 也 不 加 时 ， 累 加 和 为 0。 这 样 ， 从 0 位 置 开 始 的 子 数 组 
就 被 我 们 考虑 到 了 。 


比如 ， 数 组 [L，2，3，3]，k=6。 如 果 从 0 位 置 开 始 累 加 ， 也 残 是 遍历 之 前 
不 加 入 (0，-1) 记 录 ， 当 裔 历 到 第 一 个 3 时 ，sum=6， 在 map 中 的 记录 是 : 


key value 
1 “0 -> 累加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 
3 ”1 -> Fe HENNE 


此 时 sum-k=6-6=0， 所 以 在 map 中 查询 累加 和 0 最 早出 现 的 位 置 ， 发 现 没 有 
出 现 过 。 那 么 子 数 组 [1L，2，3] 残 被 我 们 忽略 。 接 下 来 遇 历 到 第 二 个 3 时 ， 
sum=9， 在 map 中 的 记录 是 : 


key value 
1 “0-> 累加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 
3 ”1 -> Finse HENNE 
6 ”2 -> 累加 和 2 最 早出 现在 2 位 置 


此 时 sum-k=9-6=3， 所 以 在 map 中 查询 累加 和 3 最 早出 现 的 位 置 ， 发 现 累加 

和 3 最 早出 现在 1 位 置 ， 所 以 arr[j+1. 即 arr[2..3] (也 即 [3，3]) 被 找到 。 但 

2，3] 这 个 子 数组 才 是 正确 的 ， 所 以 不 加 入 (0，-1) 会 导致 这 
J 问题 。 


如 果 遍 历 之 前 先 加 入 (0，-1) 这 个 记录 ， 当 遍历 到 第 一 个 3 时 ，sum=6， 在 
map 中 的 记录 是 : 


key value 
0 -1-> Te 即 一 个 元 素 也 没有 时 ， 素 加 和 
KO 
1 0 -> 素 加 和 1 最 早出 现在 0 位 置 
3 1 -> 素 加 和 3 最 早出 现在 1 位 置 


此 时 sum-k=6-6=0， 所 以 ， 在 map 中 查询 累加 和 0 最 早出 现 的 位 置 ， 发 现款 
he Frblarrfj+1..i]Elarr[0..2] (也 即 [1，2，3]) 被 找 
| o 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(int[] arr, int k) I 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


) 


HashMap<Integer, Integer> map = new HashMap<Inte 
ger, Integer>(); 


要 


|| 
pap 


map.put(0, -1); // 
int len = 0; 
int sum = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) I 
sum += arr[i]; 
if (map.containsKey(sum - k)) { 


len = Math.max(i - map.get(sum - 
k), len); 


) 
if (! map.containsKey(sum)) { 


map.put(sum, i); 


) 


return len; 


) 


理解 了 原 问 题 的 解法 后 ， 补 充 问 题 是 可 以 迅速 解决 的 。 第 一 个 补充 问 
题 ， 先 把 数组 arr 中 的 正 数 全 部 变 ”人 负数 全 部 变 成 -1， 0 不 变 然后 求 
累加 和 为 0 的 最 长 子 数组 长 度 即 可 。 二 个 补充 问题 ， 先 把 数组 arr 中 的 0 

全 部 变 成 -1，1 不 变 ， 然后 求 术 加 和 为 0 的 最 长 子 数组 长 度 即 可 。 两 个 补充 
问题 的 代码 咯 


未 排序 数组 中 累加 和 小 于 或 等 于 给 定 值 
的 最 长 子 数组 长 度 
【题目 】 


给 定 一 个 无 序数 组 arr， 其 中 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 给 定 一 个 整数 K。 求 
arr 所 有 的 子 数组 中 票 加 和 小 于 或 等 于 K 的 最 长 子 数组 长 度 。 


例如 : arr=[3, -2, -4, 0, 6], k=-2， 相 加 和 小 于 或 等 于 -2 的 最 长 子 数 组 
为 {3，-2，-4，0}， 所 以 结果 返回 4。 


【难度 】 
B skr 
【解答 】 


本 书 提供 的 方法 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (WlogN )， 和 额外 空间 复 洒 度 为 0 
(N)? 


依次 求 以 数组 的 每 个 位 置 结 尾 的 、 素 加 和 小 于 或 等 于 的 最 长 子 数 组 长 
度 ， 其 中 最 长 的 那个 子 数组 的 长 度 束 是 我 们 要 的 结 采 。 为 了 便于 读者 理 
解 ， 我 们 举 一 个 比较 具体 的 例子 。 


假设 我 们 处 理 到 位 置 30， 从 位 置 0 到 位 置 30 的 累加 和 为 100 
(sum[0..30]=100) ， 现 在 想 求 以 位 置 30 结 尾 的 、 累 加 和 小 于 或 等 于 10 的 
最 长 子 数 组 长 度 。 再 假设 从 位 置 0 开 始 累加 到 位 置 10 的 时 候 ， 累 加 和 第 一 
次 大 于 或 等 于 90 (sum[0..10]>=90) ， 那 么 可 以 知道 以 位 置 30 结 尾 的 相 加 
和 人 小 于 或 等 于 10 的 最 长 子 数组 就 是 arr[11..30]。 也 就 是 说 ， 如 果 从 0 位 置 到 
j 位置 的 累加 和 为 sum[0..j]， 此 时 想 求 以 j 位 置 结尾 的 相 加 和 小 于 或 等 于 k 
的 最 长 子 数组 长 度 。 那 么 只 要 知道 大 于 或 等 于 sum[0..j]-k 这 个 值 的 累加 和 
最 早出 现在 j 之 前 的 什么 位 置 就 可 以 ,假设 那个 位 置 是 i 位置 ， 那 么 
arr[i+1..j] 就 是 在 ) 位 置 结尾 的 相 加 和 小 于 或 等 于 k 的 最 长 子 数组 。 


为 了 很 方便 地 找到 大 于 或 等 于 某 一 个 值 的 累加 和 最 早出 现 的 位 置 ， 可 以 
按照 如 下 方法 生成 辅助 数组 helpArr 。 


1. 首先 生成 arr 每 个 位 置 从 左 到 右 的 累加 和 数组 sumArr。 以 [1L，2，-1， 
5，-2] 为 例 ， 生 成 的 sumArr=[0，1，3，2，7，5]。 注 意 ，sumArr 中 的 第 
一 个 数 为 0， 表 示 当 没有 任何 一 个 数 时 的 累加 和 为 0 。 


2. 生成 samArr 的 左 侧 最 大 值 数 组 heljpArr，sumArr={0，1，3，2，7，5} - 
> helpArr=(0, 1, 3, 3, 7, 7) 。 为 什么 原来 的 sumArr 数 组 中 的 2 和 5 变 为 
3 和 7 呢 ? 因为 我 们 只 关心 大 于 或 等 于 某 一 个 值 的 累加 和 最 早出 现 的 位 
置 ， 而 票 加 和 3 出 现在 2 之 前 ， 并 且 大 于 或 等 于 3 必然 大 于 2。 所 以 ， 当 然 
要 保留 一 个 更 大 的 、 出 现 更 早 的 累加 和 。 


3.helpArr 是 sumArr 每 个 位 置 上 的 左 侧 最 大 值 数 组 ， 那 么 它 当 然 是 有 序 
的 。 在 这 样 一 个 有 序 的 数组 中 ， 束 可 以 二 分 查找 大 于 或 等 于 某 一 个 值 的 
累加 和 最 早出 现 的 位 置 。 例 如 ， 在 [0，1，3，3，7，7] 中 查找 大 于 或 等 于 
4 这 个 值 的 位 置 ， 就 是 第 一 个 7 的 位 置 。 

以 原 题 中 给 的 例子 来 说 明 整 个 计算 过 程 。 


arr = [3, -2, -4, 0, 6], k=-2° 


1.arr=[3，-2，-4，0，6]， 求 得 arr 的 累加 数组 sumArr=[0，3，1，-3，-3， 
3]， 进 一 步 求 得 sumAr 的 左 侧 最 大 值 数 组 [0，3，3，3，3，3]。 


2. j=0 时 ，sum[0..0]=3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 3-k =3- 
(-2)=5 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 结 果 是 没有 。 所 以 ， 可 知 以 位 置 0 结尾 
的 所 有 子 数 组 累加 后 没有 小 于 或 等 于 k ( 即 -2) 的 。 


3. j=1 上 时 ，sum[0..1]=1， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 1-k =1- 
(-2)=3 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpArr 中 的 位 置 是 1， 对 应 的 arr 中 的 
位 置 是 90， 所 以 ，arr[1..1] 古 满足 条 件 的 最 长 数组 。 


4. j=2 时 ，sum[0..2]=-3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 -3-k =-3- 
(-2)=-1 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpArr 中 的 位 置 是 0， 对 应 的 arr 中 的 
Mr 表示 一 个 数 都 不 票 加 的 情况 ， 所 以 arr[0..2] 是 满足 条 件 的 最 长 
AJ LA ZH o 


5. j) =3 时 ，sum[0..3]=-3， 所 以 在 helpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 -3-K =-3- 
(-2)=-1 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 在 helpArr 中 的 位 置 是 90， 对 应 的 arr 中 的 
ore PRED AMAL, Ar lharr[0..3 TETRA RK 
6. j =4 时 ，sum[0..4]=3， 所 以 在 heljpArr 中 二 分 查找 大 于 或 等 于 3-K =3- 
(-2)=5 这 个 值 第 一 次 出 现 的 位 置 ， 结 果 是 没有 。 所 以 ， 可 知 以 位 置 4 结尾 
的 所 有 子 数 组 累加 后 没有 小 于 或 等 于 k ( 即 -2) 的 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxLength 方 法 。 


public int maxLength(int[] arr, int k) I 
int[] h = new int[arr.length + 1]; 
int sum = 0; 
h[0] = sum; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
sum += arr[i]; 


h[i + 1] = Math.max(sum, h[i]); 


sum = 0; 


int res 


Il 
© 


int pre 


Il 
© 


int len = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 


sum += arr[i]; 


pre getLessIndex(h, sum - k); 
len = pre == -1 ? 0: i - pre + 1; 
res = Math.max(res, len); 


} 


return res; 


public int getLessIndex(int[] arr, int num) { 
int low = 0; 


int high = arr.length - 1; 


int mid 0; 
int res = -1; 
while (low <= high) { 
mid = (low + high) / 2; 
if (arr[mid] >= num) { 
res = mid; 
high = mid - 1; 
} else { 


low = mid + 1; 


} 


return res; 


计算 数组 的 小 和 
【题目 】 
数组 小 和 的 定义 如 下 : 
例如 ， 数 组 s=[1，3，5，2，4，6]， 在 s[0] 的 左边 小 于 或 等 于 s[0] 的 数 的 和 
为 0， 在 s[1] 的 左边 小 于 或 等 于 s[1] 的 数 的 和 为 1， 在 s[2] 的 左边 小 于 或 等 于 
s[2] 的 数 的 和 为 1+3=4， 在 s[3] 的 左边 小 于 或 等 于 s[3] 的 数 的 和 为 1， 在 s[4] 
的 左边 小 于 或 等 于 s[4] 的 数 的 和 为 1+3+2=6， 在 s[5] 的 左边 小 于 或 等 于 s[5] 
的 数 的 和 为 1+3+5+2+4=15， 所 以 s 的 小 和 为 0+1+4+1+6+15=27 ° 
给 定 一 个 数组 $9， 实现 函数 返回 s 的 小 和 。 
【难度 】 
B kkk 
【解答 】 
用 时 间 复 杂 度 为 O(N *) 的 方法 比较 简单， 按照 题目 例子 摘 述 的 求 小 和 的 
方法 求解 即 可 ， 本 书 不 再 详 述 。 下 面 介绍 一 种 时 间 复 杂 度 为 O (N logN ) > 
额外 空间 复杂 度 为 O(N ) 的 方法 ， 这 是 一 种 在 归并 排序 的 过 程 中 ， 利 用 组 
间 在 进行 合并 时 产生 小 和 的 过 程 。 


1. 假设 左 组 为 I]， 右 组 为 上 中， 左右 两 个 组 的 组 内 都 已 经 有 序 ， 现 在 要 利 
用 外 排序 合并 成 一 个 大 组 ， 并 假设 当前 外 排序 是 ] 中 与 r[j] 在 进行 比较 。 


2. 如 果 1[i<=r[j]， 那 么 产生 小 和 。 假 设 从 rj] 往 右 一 直到 上 结束 ， 元 系 的 
个 数 为 m ， 那 么 产生 的 小 和 为 l|[i]j*m。 


3. 如 果 1[ij>r[j]， 不 产生 任何 小 和 。 


4. 整个 归并 排序 的 过 程 该 上 怎么 进行 束 怎 么 进行 ， 排 序 过 程 没有 任何 变 
化 ， 只 是 利用 步骤 1 全 步骤 3， 也 驶 是 在 组 间 合 并 的 过 程 中 累加 所 有 产生 
的 小 和 ， 总 共 的 票 加 和 束 是 结果 。 


还 是 以 题目 的 例子 来 说 明 计算 过 程 。 


1. 上 归并 排序 的 过 程 中 会 进行 拆 组 再 合并 的 过 程 。[1，3，5，2，4，6] 拆 
分 成 左 组 [1，3，5] 和 右 组 [2，4，6]，[1，3，5] 再 拆 分 成 [1，3] 和 [5]， 
[2，4，6] 再 拆 分 成 [2， 入 和 [6]，[1，3] 再 拆 分 成 [1] 和 [3]，[2， 儿 再 拆 分 成 
[2] 和 [4]， 如 图 8-1 所 示 。 


图 8-1 


2.[] 与 [3] 合 并 。1 和 3 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 石 组 从 3 开始 到 最 后 一 共 只 有 1 
个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x1=1， 合 并 为 [1，3]。 


3.[1，3] 与 [5] 合 并 。1 和 5 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 5 开始 到 最 后 一 共 只 
有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x1=1。 同 理 ，3 和 5 比较 ， 产 生 小 和 为 3x1=3， 
AHA, 3, 5]- 


4.[2] 与 [4] 合 并 。2 和 4 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 4 开始 到 最 后 一 共 只 有 1 
个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 2x1=2， 合 并 为 [2，4]。 


5.[2，4] 与 [6] 合 并 。 与 步骤 3 同 理 ， 产 生 小 和 为 6， 合 并 为 [2，4，6]。 


6.[1，3，5] 与 2，4，6] 合 并 。1 和 2 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 2 开始 到 最 
后 一 共有 3 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 1x3=3。3 和 2 比较 ， 右 组 的 数 小 ， 不 产 
生 小 和 。3 和 4 比较 ， 左 组 的 数 小 ， 右 组 从 4 开始 到 最 后 一 共有 2 个 数 ， 所 
以 产生 小 和 为 3x2=6。5 和 4 比较 ， 右 组 的 数 小 ， 不 产生 小 和 。5 和 6 比较 ， 
FN 右 组 从 6 开始 到 最 后 一 共有 1 个 数 ， 所 以 产生 小 和 为 5， 合 并 
A[1, 2, 3, 4, 5, 6]° 


7. 归并 过 程 结束 ， 总 的 小 和 为 1+1+3+2+6+3+6+5=27。 合 并 的 全 部 过 程 
如 图 8-2 所 示 。 


合并 ， 产 生 小 和 
=1x3+3x2+5=14 


% 
a # 
Ea 

One: 
% % 
ho 
ii 
ON 


fat, eden is 


1+4+2+6+14=27 
图 8-2 
在 归并 排序 中 ， 尤 其 是 在 组 与 组 之 间 进 行 外 排序 合并 的 过 程 中 ， 按 照 如 


上 方式 把 小 和 一 点 一 点 地 “ 榨 ” 出 来 ， 最 后 收集 到 所 有 的 小 和 。 具 体 过 程 
请 参看 如 下 代码 中 的 getSmallSum 方 法 。 


public int getSmallSum(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 


} 


return func(arr, 0, arr.length - 1); 


public int func(int[] s, int 1, int r) { 
if (1 == r) < 
return 0; 
} 
int mid = (1 +r) / 2; 


return func(s, 1, mid) + func(s, mid + 1, r) +m 
erge(s, 1, mid, r); 


} 


public int merge(int[] s, int left, int mid, int right) 


{ 
int[] h = new int[right - left + 1]; 
int hi = 0; 
int i = left; 
int j = mid + 1; 
int smallSum = 0; 
while (i <= mid && j <= right) { 
Cle SON) 
å smallSum += s[i] * (right - j + 


h[hit++] = s[i++]; 


} else { 


h[hi++] = s[j++]; 


} 

} 

for (; (j < right + 1) || (i < mid + 1); j++, i+ 

+) I 

h[hi++] = i > mid ? s[j] : s[i]; 

} 

for (int k = 0; k ! = h.length; k++) { 
s[left++] = h[k]; 

} 

return smallSum; 

} 
目 然 数 数组 的 排序 
【题目 】 


给 定 一 个 长 度 为 N 的 整 型 数组 arr， 其 中 有 NN 个 互 不 相等 的 自然 数 1~N ， 
请 实现 ar 的 排序 ， 但 是 不 要 把 下 标 0~N -1 位 置 上 的 数 通过 直接 赋值 的 方 
HAMN 。 


【要 求 】 

时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1) © 
【难度 】 

I 20107 


【解答 】 


arr 在 调整 之 后 应 该 是 下 标 从 0 到 NN -1 的 位 置 上 依次 放 着 1~~N EN 


arr[index]=index+1 ° 

本 书 提供 两 种 实现 方法 ， 先 介绍 方法 一 : 

1. MAE ar, ÅRS BORD Bi 位 置 。 

På an Rarli]-=i+1, HS MER AE, HSE RPM 


3. 如 宋 arr[]! =i+1， 说 明 此 时 i 位 置 的 数 arr[i] 不 应 该 放 在 ;位置 上 ， 接 下 
来 将 进行 跳 的 过 程 。 


举例 来 说 明 ， 比 如 [L，2，5，3，4]， 假 设 遇 历 到 位 置 2， 也 就 是 5 这 个 
数 。5 应 该 放 在 位 置 4 上 ， 所 以 把 5 放 过 去 ， 数 组 变 成 [L，2，5，3，5]。 同 
时 ，4 这 个 数 是 被 5 替 下 来 的 数 ， 应 该 放 在 位 置 3， 所 以 把 4 放 过 去 ， 数 组 
变 成 [1，2，5，4，5]。 同时 3 这 个 数 是 被 4 替 下 来 的 数 ， 应 该 放 在 位 置 2， 
所 以 把 3 放 过 去 ， 数 组 变 成 [L，2，3，4，5]。 当 跳 了 一 圈 回 到 原 位 置 后 ， 
会 发 现 此 时 arr[i==i+1， 继 续 遍 历 下 一 个 位 置 。 


方法 一 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 sort1 方 法 。 


public void sorti(int[] arr) { 
int tmp = 0; 
int next = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
tmp = arr[i]; 
while (arr[i] ! = i+ 1) I 
next = arr[tmp - 1]; 
arr[tmp - 1] = tmp; 


tmp = next; 


下 面 介绍 方法 二 : 

1. MAB Garr, Box Be Bi 位 置 。 
ES ee ee 
3. 如 果 arr[i]! =i+1， 说 明 此 时 i fr EA Mart] NM AWE ME kL, ET 
来 将 在 i 位 置 进 行 交 换 过 程 。 

比如 [1，2，5，3，4]， 假 设 遍 历 到 位 置 2， 也 就 是 5 这 个 数 。5 应 该 放 在 位 
置 4 上 ， 所 以 位 置 4 上 的 数 4 和 5 交换 ， 数 组 变 成 [1，2，4，3，5]。 但 此 时 
还 是 arr[2]! =3，4 这 个 数 应 该 放 在 位 置 3 上 ， 所 以 3 和 4 交换， 数组 变 成 [1， 
2，3，4，5]。 此 时 arr[2]==3， 遍 历 下 一 个 位 置 。 


方法 二 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 sort2 方 法 。 


public void sort2(int[] arr) { 
int tmp = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) < 
while (arr[i] ! = i+ 1) I 
tmp = arr[arr[i] - 1]; 
arr[arr[i] - 1] = arr[i]; 


arr[i] = tmp; 


jade RR 


【题目 】 


给 定 一 个 长 度 不 小 于 2 的 数组 arr， 实 现 一 个 函数 调整 arr， 要 么 让 所 有 的 偶 
数 下 标 都 是 偶数 ， 要 么 让 所 有 的 奇数 下 标 都 是 奇数 。 


[ÆR] 


如 果 arr 的 长 度 为 N ， 函 数 要 求 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O 
(1) ° 

【难度 】 

E kkk 

【解答 】 

实现 方法 有 很 多 ， 本 书 介 绍 一 种 易于 实现 的 方法 ， 步 又 如 下 : 

1. 设置 变量 even， 表 示 目 前 arr 最 左边 的 偶数 下 标 ， 初 始 时 even=0。 

2. 设置 变量 odd， 表 示 目 前 arr 最 左边 的 奇数 下 标 ， 初 始 时 odd=1 。 

3. 不 断 检 查 arr 的 最 后 一 个 数 ， 即 arr[N-1]。 如果 arr[N-1] 是 偶数 ， 交 换 
arr[N-1] 和 arr[even] ， 然 后 令 even=even+2。 如 果 arr[N-1] 是 奇数 ， 交 换 
arr[N-1] 和 arr[odd]， 然 后 令 odd=odd+2。 继 续 重 复 步 又 3。 

4. 如 果 even 或 者 odd 大 于 或 等 于 N ， 过 程 停 止 。 

举例 说 明 整 个 过 程 。 比 如 [L，8，3，2，4，6]， 当 前 最 后 一 个 数 记 为 
end=6，even=0，odd=1。 此 时 end=6 为 偶数 ， 所 以 6 和 arr[even=0] 交 换 ， 数 
组 变 成 [6，8，3，2，4，1]，even=even+2=2。 此 时 end=1 为 奇数 ， 所 以 1 
和 arrfodd=1] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，3，2，4，8]，odd=odd+2=3。 此 时 
end=8 为 偶数 ， 所 以 8 和 arr[even=2] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，8，2，4，3]， 


even=even+2=4。 此 时 end=3 为 奇数 ， 所 以 3 和 arr[odd=3] 交 换 ， 数 组 变 成 
[6，1，8，3，4，2]，odd=odd+2=5。 此 时 end=2 为 偶数 ， 所 以 2 和 


arr[odd=4] 交 换 ， 数 组 变 成 [6，1，8，3，2，4]，even=even+2=6。 此 时 
even 大 于 或 等 于 长 度 6， 说 明 偶数 下 标 已 经 都 是 偶数 ， 过 程 停止 。 


再 解释 得 直 日 一 点 ， 最 后 位 置 的 数 是 偶数 ， 残 回 俩 数 下 标 发 送 ， 最 后 位 
置 的 数 是 奇数 ， 就 癌 奇 数 下 标 发 送 ， 如 有 果 偶 数 下 标 或 者 奇数 下 标 已 经 无 
mM 说 明 调整 结束 。 调 整 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
modify 方 法 。 


public void modify(int[] arr) < 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
) 
int even = 0; 
int odd = 1; 
int end = arr.length - 1; 
while (even <= end && odd <= end) { 
if ((arr[end] & 1) == 0) { 
swap(arr, end, even); 
even += 2; 
} else { 
swap(arr, end, odd); 


odd += 2; 


public void swap(int[] arr, int index1, int index2) { 


int tmp = arr[index1]; 
arr[index1] = arr[index2]; 


arr[index2] = tmp; 


子 数组 的 最 大 累加 和 问题 


【题目 】 
给 定 一 个 数组 arr， 返 回 子 数组 的 最 大 票 加 和 。 


un, arr=[1, -2, 3, 5, -2, 6, -1], ATARI FÉES, [3, 5, -2, 6] 
以 累加 出 最 大 的 和 12， 所 以 返回 12。 


【要 求 】 

如 果 arr 长 度 为 N ， 要 求 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【难度 】 

Et OX 

【解答 】 

如 果 arr 中 没有 正 数 ， 产 生 的 最 大 累加 和 一 定 是 数组 中 的 最 大 值 。 
WRart Å, MAS EM ar, AS Bernd FE — 3589 2001, G6 
历 到 正 数 cur 增 加 ， 通 历 到 负数 cur 减 少 。 当 cur<0 时 ， 说 明 轩 加 到 当前 数 
出 现 了 小 于 0 的 结果 ， 那 么 票 加 的 这 一 部 分 肯定 不 能 作为 产生 最 大 累加 和 
的 子 数组 的 左边 部 分 ， 此 时 令 cur=0， 表 示 重 新 从 下 一 个 数 开始 昧 加 。 当 
cur>=0 时 ， 每 一 次 票 加 都 可 能 是 最 大 的 累加 和 ， 所 以 ， 用 另外 一 个 变量 
max 全 程 跟踪 记录 cur 出 现 的 最 大 值 即 可 。 


举例 来 说 明 一 下 ，arr=[1，-2，3，5，-2，6，-1]， 开 始 时 ，max= 极 小 


值 ，cur=0。 


Wa] 21, cur=cur+1=1, max FI ° WHJ 2-2, cur=cur-2=-1, FRH 
现 负 的 累加 和 ， 所 以 ， 说 明 [1L，-2] 这 一 部 分 肯定 不 会 作为 产生 最 大 累加 
和 的 子 数组 的 左边 部 分 ， 于 是 令 cur=0 ，max 不 变 。 通 历 到 3， 
cur=cur+3=3，max 更 新 成 3。 遍 历 到 5，cur=cur+5=8，max 更 新 成 8。 遍 历 
到 -2，cur=cur2=6， 虽 然 累加 了 一 个 负数 ， 但 是 cur 依 然 大 于 0， 说 明 标 加 
的 这 一 部 分 〈 也 就 是 3，5，-2]) 仍 可 能 作为 最 大 累加 和 的 子 数 组 的 左边 
部 分 。max 不 更 新 。 遍 历 到 6，cur=cur+6=12，max 更 新 成 12。 遍 历 到 -1， 
cur=cur-1=11, max NÆR > KA IKE 12 > PRGA BAA, curg Ay 
为 负数 就 清 零 重新 累加 ，max 记 好 cur 的 最 大 值 即 可 。 


求解 最 大 办 加 和 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxSum 方 法 。 


public int maxSum(int[] arr) I 

if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 0; 

) 

int max = Integer.MIN VALUE; 

int cur = 0; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
cur += arr[i]; 
max = Math.max(max, cur); 
cur = cur < 0 ? 0 : cur; 

} 


return max; 


FBIS KIA AE 


【题目 】 


ne 其 中 的 值 有 正 、 有 负 、 有 0， 返 回 子 和 矩阵 的 最 大 款 
AH ° 


例如 ， 和 矩阵 matrix 为 : 


其 中 ， 最 大 过 加 和 的 于 矩阵 为 : 


所 以 返回 累加 和 209。 
例如 ，matrix 为 : 


1 -1 1 
1 2 2 
1 =I 1 


HF, BOK AINA FRERE : 
22 
所 以 返回 素 加 和 4 。 

【难度 】 


ht kk 
【解答 】 
在 阅读 本 题 的 解释 之 前 ， 请 先 阅读 上 一 道 题 * 子 数组 的 最 大 素 加 和 问 


题 ”， 因 为 本 题 的 最 优 解 深度 利用 了 上 一 题 的 解法 。 首 移 来 看 这 样 一 个 例 
子 ， 假 设 一 个 2 行 4 列 的 矩阵 如 下 : 


如 何 求 必 须 含 有 2 行 元 素 的 子 矩 阵 中 的 最 大 素 加 和 ? 可 以 把 两 列 的 元 素 素 
加 ， 然 后 得 到 昧 加 数组 [-1，7，-6，4]， 接 下 来 求 这 个 累加 数组 的 最 大 累 
MA, GRÆT > BÆR, DE QT ICR RT ERE BEAT, 
且 这 个 子 和 矩阵 是 : 


3 


4 


也 束 是 说 ， 如 果 一 个 矩阵 一 共有 K 行 且 限 定 必 须 含 有 K 行 元 素 的 情况 下 ， 
我 们 只 要 把 矩阵 中 每 一 列 的 k 个 元 素 素 加 生成 一 个 素 加 数组 ， 然 后 求 出 这 
Fi KVA FINALE IS Ak TT RAT EDER 
IEA RIM ° 


请 读者 务必 理解 以 上 解释 ， 下 面 看 原 问 题 如 何 求解 。 为 了 方便 讲述 ， 我 
们 用 题目 的 第 一 个 例子 来 展示 求解 过 程 ， 首 先 考 虑 只 有 一 行 的 矩阵 [-90， 
48，78]， 因 为 只 有 一 行 ， 所 以 累加 数组 arr 就 是 [-90，48，78]， 这 个 数组 
的 最 大 票 加 和 为 126。 


接 下 来 考虑 含有 两 行 的 矩阵 : 


-90 48 78 


64 -40 64 


这 个 矩阵 的 累加 数组 就 是 在 上 一 步 的 票 加 数组 [-90，48，78] 的 基础 上 ， 
依次 在 每 个 位 置 上 加 上 矩阵 最 新 一 行 [64，-40，64] 的 结果 ， 即 [-26，8， 
142]， 这 个 数组 的 最 大 累加 和 为 150。 


接 下 来 考虑 含有 三 行 的 矩阵 : 


这 个 矩阵 的 累加 数组 就 是 在 上 一 步 票 加 数组 [-26，8，142] 的 基础 上 ， 依 
次 在 每 个 位 置 上 加 上 和 矩阵 最 新 一 行 -81，-7，66] 的 结果 ， 即 [-107，1， 
208]， 这 个 数组 的 最 大 累加 和 为 209。 


此 时 ， 必 须 从 和 矩阵 的 第 一 行 元 素 开 始 ， 并 往 下 的 所 有 子 矩 阵 已 经 查找 完 
毕 ， 接 下 来 从 矩阵 的 第 二 行 开 始 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 含 有 一 行 矩 阵 : 


64 -40 64 


人 所 以 累加 数组 就 是 [64，-40，64]， 这 个 数组 的 最 大 累加 
1 为 88。 


接 下 来 考虑 含有 两 行 的 矩阵 : 


这 个 矩阵 的 累加 数组 就 是 在 上 一 步 票 加 数组 [64，-40，64] 的 基础 上 ， 依 
次 在 每 个 位 置 上 加 上 和 矩阵 最 新 一 行 [-81，-7，66] 的 结果 ， 即 [-17，-47， 


130]， 这 个 数组 的 最 大 票 加 和 为 130 © 


此 时 ， 必 须 从 矩阵 的 第 二 行 元 素 开 始 ， 并 往 下 的 所 有 子 矩 阵 已 经 查找 完 
毕 ， 接 下 来 从 矩阵 的 第 三 行 开 始 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 含 有 一 行 矩 阵 : 


-81 -7 66 

AA 所 以 累加 数组 就 是 [-81，-7，66]， 这 个 数组 的 最 大 累加 和 
为 66。 
全 部 过 程 结 束 ， 所 有 的 子 和 矩阵 都 已 经 考虑 到 了 ， 结 果 为 以 上 所 有 最 大 累 
加 和 中 最 大 的 209 。 
整个 过 程 最 关键 的 地 方 有 两 处 : 

å He A NANA aK AAA IT IG EEE BOTEN Å 

HA e 

° 每 一 步 的 累加 数组 可 以 利用 前 一 步 求 出 的 累加 数组 很 方便 地 更 新 


得 到 。 


如 果 和 矩阵 大 小 为 N xN 的 ， 以 上 全 部 过 程 的 时 间 复 杂 上 度 为 O(N;)， 具 体 请 
参看 如 下 代码 中 的 maxSum 方 法 。 


public int maxSum(int[][] m) I 


if (m == null || m.length == © || m[O].length == 


return 0; 
) 
int max = Integer.MIN VALUE; 
int cur = 0; 
int[] s = null; // 累加 数组 


for (int i = 0; i ! = m.length; i++) { 


s = new int[m[0].length]; 


for (int j = i; j ! = m.length; j++) I 
cur = 0; 
for (int k = 0; k ! = s.length; 
k++) I 
s[k] += m[j][k]; 
cur += s[k]; 
max = Math.max(max, cur) 
cur = cur <0? 0: cur; 
} 
} 
} 
return max; 
} 
在 数组 中 找到 一 个 局 部 最 小 的 位 置 
【题目 】 


定义 局 部 最 小 的 概念 。arr 长 度 为 1 时 ，arr[0] 是 局 部 最 小 。arr 的 长 度 为 N 
(N >1) 时 ， 如 果 arr[0]<arr[1]， 那 么 ar[0] 是 局 部 最 小 ， 如 果 arr[N-1]<arr[N- 
2]， 那 么 arr[N-1] 是 局 部 最 小 ; 如 果 0<i <N -1， 既 有 arr[i]<arr[li-1]， 又 有 


arr[i<arr[i+1]， 那 么 arr 吕 是 局 部 最 小 。 


给 定 无 序数 组 arr， 已 知 arr 中 任意 两 个 相 邻 的 数 都 不 相等 。 写 一 个 函数 ， 
只 需 返 回 arr 中 任意 一 个 局 部 最 小 出 现 的 位 置 即 可 。 


【难度 】 
尉 or 


【解答 】 


本 题 可 以 利用 二 分 查找 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (QogN )、 额 外 空间 复杂 度 为 O 
(1), FRAT: 


1， 如 果 ar 为 空 或 者 长 度 为 0， 返 回 -1 表 示 不 存在 局 部 最 小 。 
2. 如 果 arr 长 度 为 1 或 者 arr[0]<arr[1]， 说 明 arr[0] 是 局 部 最 小 ， 返 回 0。 
3. 如 果 arr[N-1]<arr[IN-2]， 说 明 arr[N-1] 是 局 部 最 小 ， 返 回 N-1 。 


4. 如 果 arr 长 度 大 于 2 且 arr 的 左右 两 头 都 不 是 局 部 最 小 ， 则 令 left=1， 
right=N-2， 然 后 进入 步 又 5 做 二 分 查找 。 


5. 令 mid=(lefttright/2， 然 后 进行 如 下 判断 : 


1) 如 果 arr[mid]>arrf[mid-1]， 可 知 在 arr[left..mid-1] 上 肯定 存在 局 部 最 小 ， 
令 right=mid-1， 重 复 步 骤 5。 


2) 如 果 不 满足 1)， 但 arrfmid]>arr[mid+1]， 可 知 在 arr[mid+1..right] 上 肯定 
存在 局 部 最 小 ， 令 left=mid+1， 重 复 步骤 5。 


3) 如 果 既 不 满足 D)， 也 不 满足 2)， 那 么 arr[mid] 就 是 局 部 最 小 ， 直 接 返 回 
mid ° 

6. 步骤 5 一 直 进 行 二 分 查找 ， 直 到 left==right 时 停止 ， 返 回 left 即 可 。 
如 此 可 见 ， 二 分 查找 并 不 是 数组 有 序 时 才能 使 用 ， 只 要 你 能 确定 二 分 两 


口 
侧 的 某 一 侧 肯 定 存 在 你 要 找 的 内 容 ， 就 可 以 使 用 二 分 查找 。 具 体 过 程 请 
参看 如 下 的 getLessIndex 方 法 。 


public int getLessIndex(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return -1; // 不 存在 


if (arr.length == 1 || arr[0] < arr[1]) I 


return 0; 
} 
if (arr[arr.length - 1] < arr[arr.length - 21) { 
return arr.length - 1; 
) 
int left = 1; 
int right = arr.length - 2; 
int mid = 0; 
while (left < right) { 
mid = (left + right) / 2; 
if (arr[mid] > arr[mid - 1]) I 
right = mid - 1; 
} else if (arr[mid] > arr[mid + 1]) { 
left = mid + 1; 
} else I 


return mid; 


} 


return left; 


数组 中 子 数组 的 最 大 累 乘积 


【题目 】 


给 定 一 个 double 类 型 的 数组 arr， 其 中 的 元 素 可 正 、 可 负 、 可 0， 返 回 子 数 
28 BNI ARERR © PA, arr=[-2.5, 4, 0, 3, 0.5, 8, -1], FAL, 


0.5，8] 累 乘 可 以 获得 最 大 的 乘积 12， 所 以 返回 12。 
【难度 】 

it KIK 

【解答 】 


本 题 可 以 做 到 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )、 额 外 空间 复 洒 度 为 O (1)。 所 有 的 子 数 
组 都 会 以 某 一 个 位 置 结 束 ， 所 以 ， 如 果 求 出 以 每 一 个 位 置 结尾 的 子 数组 
BAN BIRT, TEXAS RAR RAW AT ERAN ZR © tH 
就 是 说 ， 结 果 =Max{ 以 arr[0] 结 尾 的 所 有 子 数 组 的 最 大 累 乘 积 ， 以 arr[1] 结 
A 乘积 ...... 以 arr[arr.length-1] 结 尾 的 所 有 子 数 组 的 
最 BE Å) o 


如 何 快 速 求 出 所 有 以 ;位置 结尾 (ar[) 的 子 数 组 的 最 大 乘积 呢 ? 假设 以 
arr[i-1] 结 尾 的 最 小 累 乘 积 为 nin， 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 大 累 乘 积 为 max。 那 
么 ， 以 arr[j] 结 尾 的 最 大 素 乘 积 只 有 以 下 三 种 可 能 : 


e 可 能 是 max*arr[i]。max 既 然 表 示 以 arr[i-1] 结 尾 的 最 大 累 乘 积 ， 那 
么 当然 有 可 能 以 arr[i] 结 尾 的 最 大 款 乘 积 是 max*arr[。 例 如 ，[3，4， 
5] 在 算 到 5 的 时 候 。 


e 可 能 是 min*arr[i]。min 既 然 表 示 以 arr[li-1] 结 尾 的 最 小 办 乘积 ， 当 
然 有 可 能 min 是 人 负数， 而 如 采 arr 中 也 是 负数 ， 两 个 人 负数 相 乘 的 结 采 也 
可 能 很 大 。 例 如 ，[-2，3，-4] 在 算 到 -4 的 时 候 。 


o 可 能 仅 是 arr[i 的 值 。 以 arr[] 结 尾 的 最 大 累 乘 积 并 不 一 定 非 要 包含 
arr[i 之 前 的 数 。 例 如 ，[0.1，0.1，100] 在 算 到 100 的 时 候 。 
这 三 种 可 能 的 值 中 最 大 的 那个 就 作为 以 位 置 结尾 的 最 大 累 乘 积 ， 最 小 的 
然后 继续 计算 以 i +1 位 置 结尾 的 时 候 ， 如 此 重复 ， 直 到 
计算 结束 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxProduct 方 法 。 


public double maxProduct(double[] arr) { 


if (arr == null || arr.length == 0) I 


return 0; 

) 

double max = arr[0]; 

double min = arr[0]; 

double res = arr[0]; 

double maxEnd = 0; 

double minEnd = 0; 

for (int i = 1; i < arr.length; ++i) { 
maxEnd = max * arr[i]; 
minEnd = min * arr[i]; 


max = Math.max(Math.max(maxEnd, minEnd), 


arr[i]); 
min = Math.min(Math.min(maxEnd, minEnd), 
arr[i]); 
res = Math.max(res, max); 
) 
return res; 
} 


打印 N 个 数组 整体 最 大 的 Top K 


【题目 】 


有 NN 个 长 度 不 一 的 数组 ， 所 有 的 数组 都 是 有 序 的 ， 请 从 大 到 小 打印 这 NN 个 
数组 整体 最 大 的 前 K 个 数 。 


例如 ， 输 入 含有 NN 行 元 素 的 二 维 数 组 可 以 代表 NN 个 一 维 数组 。 


219,405,538, 845,971 
148, 558 


52,99, 348, 691 


再 输入 整数 K=5， 则 打印 : 

Top 5: 971，845，691，558，538 

[ÆR] 

1. 如 果 所 有 数组 的 元 素 个 数 小 于 K ， 则 从 大 到 小 打印 所 有 的 数 。 

2. 要 求 时 间 复 杂 度 为 O (K logN ) ° 

【难度 】 

Rt 交友 次 六 

【解答 】 

本 题 的 解法 是 利用 堆 结 构 和 堆 排 序 的 过 程 完成 的 ， 具 体 过程 如 下 : 

1. 构建 一 个 大 小 为 N 的 大 根 堆 heap， 建 堆 的 过 程 就 是 把 每 一 个 数组 中 的 
最 后 一 个 值 ， 也 就 是 该 数组 的 最 大 值 ， 依 次 加 入 到 堆 里 ， 这 个 过 程 是 建 
堆 时 的 调整 过 程 (heapInsert)。 


2. 建 好 堆 之 后 ， 此 时 heap 堆 顶 的 元 隶 是 所 有 数组 的 最 大 值 中 最 大 的 那 
个 ， 打 印 堆 顶 元 素 。 


3. 假设 堆 顶 元 素来 自 a 数 组 的 i 位置。 那么 接 下 来 就 把 堆 顶 的 前 一 个 数 
( 即 a[i-1]) 放 在 heap 的 头 部 ， 也 就 是 用 ali-1] 蔡 换 原 本 的 堆 顶 ， 然 后 从 堆 
的 头 部 开始 调整 堆 ， 使 其 重新 变 为 大 根 堆 (heapify 过 程 ) ° 


4. 这 样 每 次 都 可 以 得 到 一 个 堆 顶 元 素 max， 在 打印 完成 后 都 经 历 步骤 3 的 
调整 过 程 。 整 体 打印 K 次 ， 束 是 从 大 到 小 全 部 的 Top K ° 


5. 在 重复 步骤 3 的 过 程 中 ， 如 果 max 来 自 的 那个 数组 〈 仍 假设 是 a 数 组 ) 
已 经 没有 元 素 。 也 就 是 说 ，max 已 经 是 al0]， 再 往 左 没有 数 了 。 那 么 就 把 
heap 中 最 后 一 个 元 素 放 在 heap 头 部 的 位 置 ， 然 后 把 heap 的 大 小 减 1 


(heapSize-1) ， 最 后 依然 是 从 堆 的 头 部 开始 调整 堆 ， 使 其 重新 变 为 大 根 
HE 〈 扒 大 小 减 1 之 后 的 heapify 过 程 ) 。 


6. 直到 打印 了 K 个 数 ， 过 程 结 
为 了 知道 每 一 次 的 max 来 自 什 么 数组 的 什么 位 置 ， 放 在 堆 里 的 元 素 是 如 下 
的 HeapNode 类 : 


public class HeapNode { 


public int value; // 值 是 什么 


public int arrNum; // 来 自 哪 个 数组 


public int index; // 来 自 数组 的 哪个 位 置 


public HeapNode(int value, int arrNum, int index 


) i 
this.value = value; 
this.arrNum = arrNum; 


this.index = index; 


整个 打印 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printTopK 方 法 。 


public void printTopK(int[][] matrix, int topK) { 
int heapSize = matrix.length; 
HeapNode[] heap = new HeapNode[heapSize]; 
for (int i = 0; i ! = heapSize; i++) { 
int index = matrix[i].length - 1; 


heap[i] = new HeapNode(matrix[i] 


[index], i, index); 


heapInsert(heap, i); 


} 
System.out.println("TOP " + topK + " : "); 
for (int i = 0; i ! = topK; i++) { 


if (heapSize == 0) { 
break; 
) 
System.out.print(heap[0].value + " "); 
if (heap[0].index ! = 0) I 


heap[0].value = matrix[heap[0].a 
rrNum][--heap[0].index]; 


} else { 
swap(heap, 0, --heapSize); 
} 


heapify(heap, ©, heapSize); 


public void heapInsert(HeapNode[] heap, int index) { 
while (index ! = 0) I 
int parent = (index - 1) / 2; 


if (heap[parent].value < heap[index].val 


ue) i 
swap(heap, parent, index); 


index = parent; 


public void heapify(HeapNode[] heap, int index, int heap 
Size) { 


int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int largest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].value > heap[index].value) { 
largest = left; 


} 


if (right < heapSize && heap[right].value > 
heap[largest].value) { 


largest = right; 


) 
if (largest ! = index) { 
swap(heap, largest, index); 
} else I 
break; 
} 


index = largest; 


left = index * 2 + 1; 


right = index £ 2 + 2; 


public void swap(HeapNode[] heap, int index1, int index2 


) © 
HeapNode tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 
heap[index2] = tmp; 
} 
边界 都 是 1 的 最 大 正方 形 大 小 
【题目 】 


给 定 一 个 N XN 的 矩阵 matrix， 在 这 个 矩阵 中 ， 只 有 0 和 1 两 种 值 ， 


框 全 是 1 的 最 大 正方 形 的 边 长 长 度 。 
例如 : 


其 中 ， 边 框 全 是 1 的 最 大 正方 形 的 大 小 为 4x4， 所 以 返回 4。 
【难度 】 


= 


Rt kkk 

【解答 】 

先 介 绍 一 个 比较 容易 理解 的 解法 : 

1. 和 矩阵 中 一 共有 NN xN MLE ° O(N") 

2. 对 每 一 个 位 置 都 看 是 否 可 以 成 为 边 长 为 N 一 1 的 正方 形 左上 角 。 比 
如 ， 对 于 (0，0) 位 置 ， 依 次 检查 是 否 是 边 长 为 5 的 正方 形 左 上 角 ， 然 后 检 
查 边 长 为 4、3 等 。O (N) 

3. 如何 检 查 一 个 位 置 是 否 可 以 成 为 边 长 为 N 的 正方 形 的 左上 角 呢 ? 遍历 


这 个 边 长 为 W 的 正方 形 边界 看 是 否 只 由 1 构成 ， 也 就 是 走 过 4 个 边 的 长 度 
(4N) ° O(N) 


所 以 普通 方法 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N *)xO (N )xO (N )=0 (N *) ° 


本 书 提供 的 方法 的 时 间 复 杂 度 为 OD (W3)， 基 本 过 程 也 是 如 上 三 个 步骤 。 
但 是 对 于 步骤 3， 可 以 把 时 间 复 杂 度 由 O (NI) 降 为 O (1)。 具 体 地 说 ， 束 是 
能 够 在 O (1) 的 时 间 内 检查 一 个 位 置 假设 为 (i ，j )， 是 否 可 以 作为 边 长 为 
a(1<=a<=N) 的 边界 全 是 1 的 正方 形 左 上 角 。 关 键 是 使 用 预 处 理 技 巧 ， 这 也 
是 面试 经 常 使 用 的 技巧 之 一 ， 下 面 介 绍 得 到 预 处 理 和 矩阵 的 过 程 。 


1. 预 处 理 过 程 是 根据 矩阵 matrix 得 到 两 个 矩阵 right 和 down。right[i][j] 的 
值 表示 从 位 置 (i ，j ) 出 发 辣 右 ， 有 多 少 个 连续 的 1。down[i] 上 j] 的 值 表示 从 
MEG, ) 出 发 同 下 有 多 少 个 连续 的 1。 


2.right 和 down 和 矩阵 如 何 计 算 ? 


1) 从 和 矩阵 的 右 下 角 (n -1，n -1) 位 置 开始 计算 ， 如 果 matrix[n-1][n-1]==1， 
那么 ，right[n-1][n-1]=1 且 down[n-1][n-1]=1， 否 则 都 等 于 0 ° 


2) 从 右 下 角 开 始 往 上 计算 ， 即 在 matrix 最 后 一 列 上 计算 ， 位 置 就 表示 为 (i 
，n -1)。 对 right 窍 阵 来 说 ， 最 后 一 列 的 右边 没有 内 容 ， 所 以 ， 如 果 
matrix[i][n-1]==1， 则 令 right[i][n-1]=1， 否 则 为 0。 对 down 和 矩阵 来 说 ， 如 果 
matrix[i][n-1]==1， 因 为 down[i+1][n-1] 表 示 包 括 位 置 (i +1，n -1) 在 内 并 往 
下 有 和 多少 个 连续 的 1， 所 以 ， 如 果 位 置 (i ，n -1) 是 1， 那 么 ， 令 down[i][n- 
1]-downli+1][n-1]+1; 如果 matrix[i][n-1]==0， 则 令 down[i][n-1]=0。 


3) 从 右 下 角 开 始 往 左 计算 ， 即 在 matrix 最 后 一 行 上 计算 ， 位 置 可 以 表示 
为 (n -1， 门 。 对 right 和 矩阵 来 说 ， AN matrix[n-1[G]==1, 因为 right[n-1][j+1] 
表示 包括 位 置 (n -1，j+1) 在 内 右边 有 多 少 个 连续 的 1。 所 以 ， jer ed 
-1, j)e1, NISright[n-1]G]==right[n-1]j+1]+1; ”如果 matrix[n-1][j]== 

NS rightin- 1][j]==0。 对 down 和 矩阵 来 说 ， 最 后 一 列 的 下 边 没有 内 容 ， E 
Lh, Ulmatrix[n-1]Gj]==1, Sdown[n-1]G]=1, FAO - 


4) 计算 完 步 又 1) 213) 之 后 ， 剩 下 的 位 置 都 是 既 有 右 ， 也 有 下 ， 假 
设 位 置 表示 为 (i j): 

如 果 matrix[i][j]==1， 则 令 right[i][j]=right[i][j+1]+1，down[i][j]=down[i+1] 
[j]+1 ° 

如 果 matrix[i][j]==0， 则 令 right[i][j]==0，down[i][j]== 

预 处 理 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 setBorderMap 方 法 。 


得 到 right 和 down 和 矩阵 后 ， 如 何 加 速 检 查 过 程 呢 ? 比如 现在 想 检 查 一 个 位 
> FAG 1 丰 。 是 否 可 以 作为 边 长 为 al1<=a<=N) 的 边界 全 为 1 的 正方 
BALE 2 


1) 位 置 (i ， DEE DE VES 卖 为 1 的 数量 必须 都 大 于 或 等 于 aright[j] 
[j]>=ag&x&downf[i][]>=a， 人 否则 说 明 上 边界 和 无 边界 的 1 不 够 。 


2) 位 置 (i , j) 向 右 跳 到 位 置 (i ，j +a -1)， 这 个 位 置 是 正方 形 的 右上 和 角 ， 
那么 这 个 位 置 的 下 边 连 续 为 1 的 数量 也 必须 大 于 或 等 于 a(down[i][j+a- 
1]>=a)， 人 否则 说 明 右 边 弄 的 1 不 够 。 


3) 位 置 (i，j) 向 下 跳 到 位 置 (i +a -1，j)， 这 个 位 置 是 正方 形 的 左下 角 ， 
那么 这 个 位 置 的 右边 连续 为 1 的 数量 也 必须 大 于 或 等 于 a(rightlita-1] 
上 j]>=a)， 否 则 说 明 下 边界 的 1 不 够 。 

以 上 三 个 条 件 都 满足 时 ， 束 说 明 位 置 ( ，j ) 符 合 要求 ， 利 用 right 和 down 短 
ses 加 速 的 过 程 很 明显 ， 不 需要 所 历 边 长 上 的 所 有 值 了 ， 只 看 4 个 点 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMaxSize 方 法 。 


public void setBorderMap(int[][] m, int[][] right, int[] 


[] down) { 
int r = m.length; 
int c = m[0].length; 
if (m[r - 1][c - 1] == 1) I 
right[r - 1][c - 1] = 1; 


down[r - 1][c - 1] = 1; 


} 
for (int i=r - 2; i! = -1; i--) { 
if (m[i][c - 1] == 1) { 
right[i][c - 1] = 1; 
down[i][c - 1] = down[i + 1] 
[c = 1] + 4; 
} 
} 
for (int i=c-2; i! = -1; i--) { 
if (m[r - 1][i] == 1) { 
right[r - 1][ = right[r - 1] 
[i + 1] + 1; 
down[r - 1][i] = 1; 
) 
) 
for (int i=r - 2; i! = -1; i--) { 
for (int j =c - 2; j ! = -1; j--) 4 


if (m[i][j] == 1) { 


[j +1] +1 right[i][j] = right[i] 
J + + 1; 


down[i][j] = down[i + 1] 


[j] + 1; 


public int getMaxSize(int[][] m) { 
int[][] right = new int[m.length][m[0].length]; 
int[][] down = new int[m.length][m[0].length]; 
setBorderMap(m, right, down); 


for (int size = Math.min(m.length, m[0].length); 
size ! = 0; size--) { 


if (hasSizeOfBorder(size, right, down) ) 


return size; 


} 


return 0; 


public boolean hasSizeOfBorder(int size, int[] 
[] right, int[][] down) { 


for (int i = 0; i ! = right.length - size + 1; i 


++) { 


for (int j = 0; j ! = right[0].length - 
size + 1; j++) I 


if (right[i] 
[j] >= size && down[i][j] >= size 


&& right[i + siz 
e - 1][j] >= size 


&& down[i] 
[j + size - 1] >= size) { 


return true; 


} 


return false; 


} 


不 包含 本 位 置 值 的 票 乘 数组 


【题目 】 
给 定 一 个 整 型 数组 arr， 返 回 不 包含 本 位 置 值 的 素 乘 数组 。 


例如 ，arr=[2，3，1，4]， 返 回 [12，8，24，6]， 即 除 上 自己 外 ， 其 他 位 置 
EA ÆR 。 


【要 求 】 

1. 时 间 复 杂 度 为 O (W)。 

2， 除 需要 返回 的 结果 数组 外 ， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【 进 阶 题目 】 

对 时 间 和 空间 复杂 度 的 要 求 不 变 ， 而 且 不 可 以 使 用 除法 。 
DER] 
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先 介绍 可 以 使 用 除法 的 实现 ， 结 果 数 组 记 为 rs， 所 有 数 的 乘积 记 为 al。 
如 果 数 组 中 不 仿 0， 则 设置 res[i]=al/arr[i](0<=i<n) 即 可 。 如 果 数 组 中 有 1 个 
0， 对 唯一 的 arr[ 让 ==0 的 位 置 令 res[i]=all， 其 他 位 置 上 的 值 都 是 0 即 可 。 如 
果 数 组 中 0 的 数量 大 于 1， 那 么 res 所 有 位 置 上 的 值 都 是 0。 具 体 过 程 请 参看 
如 下 代码 中 的 product1 方 法 。 


public int[] producti(int[] arr) { 

if (arr == null || arr.length < 2) { 
return null; 

) 

int count = 0; 

int all = 1; 

for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] ! = 0) I 


all *= arr[i]; 


Ww 


else { 


count++; 


) 
int[] res = new int[arr.length]; 
if (count == 0) I 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 


res[i] = all / arrfil; 


} 


if (count == 1) { 


for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] == 0) { 


res[i] = all; 


} 


return res; 


} 


不 能 使 用 除法 的 情况 下 ， 可 以 用 以 下 方法 实现 进 阶 问题 : 


1， 生 成 两 个 长 度 和 arr 一 样 的 新 数组 lr[] 和 rl[]。1r[] 表 示 从 左 到 右 的 累 乘 
(EP lrf[i]=arr[0..i]) 的 累 乘 。d 表 示 从 右 到 左 的 累 乘 ( 即 H[i]=arr[fi..N-1]) 


HÆR ° 


2. 一 个 位 置 上 除去 自己 值 的 累 乘 ， 就 是 自己 左边 的 累 乘 再 乘 以 自己 右边 
HÆR, APresfi]-Irfi-1]*rlfi+1] ° 


3. 最 左 的 位 置 和 最 右 位 置 的 素 乘 比较 特殊 ， 即 res[0]=rl[H] res[N- 
1]=Ir[N-2] ° 


以 上 思路 虽然 可 以 得 到 结果 res， 但 是 除 res 之 外 ， 又 使 用 了 两 个 额外 数 
组 ， 怎 么 省 挥 这 两 个 额外 数组 昵 ?可 以 通过 res 数 组 复 用 的 方式 。 也 就 是 
说 ， 先 把 res 数 组 作为 辅助 计算 的 数组 ， 然 后 把 res 调 整 成 结果 数组 返回 。 
具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 product2 方 法 。 


public static int[] product2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return null; 


} 


int[] res = new int[arr.length]; 


res[0] = arr[0]; 

for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
res[i] = res[i - 1] * arr[i]; 

) 

int tmp = 1; 

for (int i = arr.length - 1; i > 0; i--) I 
res[i] = res[i - 1] * tmp; 
tmp *= arr[i]; 

} 

res[0] = tmp; 


return res; 


数组 的 partition 调 整 
【题目 】 


给 定 一 个 有 序数 组 arr， 调 整 arr 使 得 这 个 数组 的 左 半 部 分 没有 重复 元 素 且 
升序 ， 而 不 用 保证 右 部 分 是 否 有 序 。 


例如 ，arr=[1，2，2，2，3，3，4，,， 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 9], 调整 
Z Farr-[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ...]° 


【补充 题目 】 
给 定 一 个 数组 arr， 其 中 只 可 能 含有 0、1、2 三 个 值 ， 请 实现 arr 的 排序 。 


刃 一 种 问 法 为 ， 有 一 个 数组 ， 其 中 只 有 红 球 、 监 球 和 黄 球 ， 请 实现 红 球 
全 放 在 数组 的 左边 ， 监 球 放 在 中 间 ， 黄 球 放 在 右边 。 


另 一 种 问 法 为 : 有 一 个 数组 ， 表 给 定 一 个 值 k ， 请 实现 比 k 小 的 数 都 放 在 
数组 的 左边 ， 等 于 k 的 数 都 放 在 数组 的 中 间 ， 比 K 大 的 数 都 放 在 数组 的 右 


je 
[ÆR] 

1. 所 有 题目 实现 的 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 
2. 所 有 题目 实现 的 额外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
【难度 】 

E JG 

【解答 】 

先 来 介绍 原 问 题 的 解法 : 


生成 变量 uw ， 含 义 是 在 arr[0..u] 上 都 是 无 重复 元 素 且 升序 的 。 也 就 古 
说 u 是 这 个 区 域 最 后 的 位 置 ， 初 始 时 u =0， 这 个 区 域 记 为 A。 


2. 生成 变量 i ， 利 用 i 做 从 左 到 右 的 遍历 ， 在 arr[u+1.. 计 上 是 不 保证 没有 重 
De FAKIR, i 是 这 个 区 域 最 后 的 位 置 ， 初 始 时 ;=1， 这 个 区 域 
WB ° 

3. i 辣 右 移动 (i ++)。 因 为 数组 整体 有 序 ， 所 以 如 果 arr[i]! =amçu], WAY 
前 数 arr[ 电 应 该 加 入 到 A 区 域 里 ， 所 以 交换 arfut1] 和 axr[i]， 此 时 A 的 区 域 
增加 一 个 数 (u ++); 如 果 arr[i]==arrfu]， 说 明 当 前 数 arr 趾 的 值 之 前 已 经 加 
入 到 A 区 域 ， 此 时 不 用 再 加 入 。 

4. 重复 步骤 3， 直 到 所 有 的 数 遍 历 完 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 leftUnique 方 法 。 


public void leftUnique(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 


return; 


int u = 0; 


int i = 1; 
while (i ! = arr.length) { 
if (arr[i++] ! = arr[u]) I 


swap(arr, ++u, i - 1); 


} 


再 来 介绍 补充 问题 的 解法 : 


1. 生成 变量 left， 含 义 是 在 arr[0..left (AR) 上 都 是 0，left 是 这 个 区 域 当 
前 最 右 的 位 置 ， 初 始 时 left 为 -1。 


生成 变量 index， 利 用 这 个 变量 做 从 左 到 右 的 遍历 ， 售 义 是 在 
a index] (HK) 上 都 是 1，index 是 这 个 区 域 的 当前 最 右 位 置 ， 初 
始 时 index 为 0。 


3. 生成 变量 right， 含 义 是 在 arr[right.N-1] (AK) 上 都 是 2，right 是 这 个 
区 域 的 当前 最 左 位 置 ， 初 始 时 right 为 N。 


4.index KIRE JA far — MU E: 


1) 如 果 arr[index]==1， 这 个 值 应 该 直接 加 入 到 中 区 ，index++ 之 后 重复 步 
TRA 。 


2) 如 果 arr[index]==0， 这 个 值 应 该 加 入 到 左 arr[left+1] 是 中 区 最 左 的 
位 置 ， 所 以 把 arrfindex] 和 arr[left+1] 交 换 之 后 ， 左 区 就 扩大 了 ，index++ 之 
后 重复 步骤 4。 


3) 如 果 arr[index]==2， 这 个 值 应 该 加 入 到 右 区 ，arr[right-1] 是 右 区 最 左边 
的 数 的 左边 ， 但 也 不 属于 中 区 ， 总 之 ， 在 中 区 和 右 区 的 中 间 部 分 。 把 
arr[index] ll arr[right-1]2¢#4 Z Ja, Å 区 就 向 左 扩 大 了 (right--)， 但 是 此 时 
arr[index] 上 的 值 未 知 ， 所 以 index 不 变 ， 重 复 步 骤 4。 


5. 当 index==right 时 ， 说 明 中 区 和 右 区 成 功 对 接 ， 三 个 区 域 都 划分 好 后 ， 
过 程 停止 。 


人 遍历 中 的 每 一 步 ， 要 么 index 增 加 ， 要 人 入 right 减 少 ， 如 果 index==right， 过 
FR ke 所 以 时 间 复 杂 度 就 是 O (VW)， 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
sort 方 法 。 


public void sort(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length < 2) { 
return; 
) 
int left = -1; 
int index = 0; 
int right = arr.length; 
while (index < right) { 
if (arr[index] == 0) I 
swap(arr, ++left, index++); 
} else if (arr[index] == 2) I 
swap(arr, index, --right); 
} else I 


index++; 


求 最 短 通路 值 


【题目 】 

用 一 个 整 型 矩阵 matrix 表 示 一 个 网 络 ，1 代 表 有 路 ，0 代 表 无 路 ， 每 一 个 位 
置 只 要 不 越界 ， 都 有 上 下 左右 4 个 方 句 ， 求 从 最 左上 角 到 最 右 下 角 的 最 短 
通路 值 。 

例如 ，matrix 为 : 


工 0 工 工 工 
工 0 工 0 工 
工 1 1 0 1 


0 0 0 0 工 


通路 只 有 一 条 ， 由 12 个 1 构成 ， 所 以 返回 12。 
DER] 
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【解答 】 


使 用 宽度 优先 遍历 即 可 ， 如 果 和 矩阵 大 小 为 N xM ， 本 文 提供 的 方法 的 时 间 
复杂 度 为 O(N xM )， 具 体 过 程 如 下 : 


1. 开始 时 生成 map 和 矩阵 ，map[i][j 的 含义 是 从 (0，0) 位 置 走 到 (i ，j ) 位 置 
最 短 的 路 径 值 。 然 后 将 左上 角 位 置 (0，0) 的 行 坐 标 与 列 坐 标 放 入 行 队列 
rQ， 和 列队 列 cQ。 


2. 不 断 从 队列 弹出 一 个 位 置 (r ，c )， 然 后 看 这 个 位 置 的 上 下 左右 四 个 位 
置 哪些 在 matrix 上 的 值 是 1， 这 些 都 是 能 走 的 位 置 。 


3. 将 那些 能 走 的 位 置 设置 好 各 自在 map 中 的 值 ， 即 map[[cl+1。 同 时 将 
这 些 位 置 加 入 到 rQ 和 cQ 中 ， 用 队列 完成 宽度 优先 壳 历 。 


4. 在 步 又 3 中 ， 如 果 一 个 位 置 之 前 走 过 ， 就 不 要 重复 走 ， 这 个 逻辑 可 以 
根据 一 个 位 置 在 map 中 的 值 来 确定 ， 比 如 map[i][j]! =0， 束 可 以 知道 这 个 


位 置 之 表 已 经 走 过 。 


5. 一 直 重 复 步 又 2 一 步 又 4。 直 到 遇 到 右 下 角 位 置 ， 说 明 已 经 找到 终点 ， 
返回 终点 在 map 中 的 值 即 可 ， 如 果 rQ 和 cQ 已 经 为 空 都 没有 遇 到 终点 位 
置 ， 说 明 不 存在 这 样 一 条 路 径 ， 返 回 0。 


每 个 位 置 最 多 走 一 人 遍 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O(N xM )、 额 外 空间 复杂 度 也 
ÆO (N xM )。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minPathyalue 方 法 。 


public int minPathValue(int[][] m) I 


if (m == null || m.length == © || m[O].length == 
© || m[O][0] ! = 1 


|| m[m.length - 1] 
[m[O].length - 1] ! = 1) I 


return 0; 
) 
int res = 0; 
int[][] map = new int[m.length][m[0]. length]; 
map[0] [0] = 1; 
Queue<Integer> rQ = new LinkedList<Integer>(); 
Queue<Integer> cQ = new LinkedList<Integer>(); 
rQ.add(0); 
cQ.add(0); 
int r = 0; 
int c = 0; 
while (! rQ.isEmpty()) { 
r = rQ.poll(); 
c = cQ.poll(); 


if (r == m.length - 1 && c == m[O0].lengt 


MANN 


return map[r][c]; 


} 

walkTo(map[r ] 
[c], Fri 1, C, m, map, rQ, CQ); // up 

walkTo(map[r ] 
[c], r + 1, c, m, map, rQ, cQ); // down 

walkTo(map[r ] 
[c], r, c - 1, m, map, rQ, cQ); // left 

walkTo(map[r] 


[c], r, c+ 1, m, map, rQ, cQ); // right 


return res; 


public void walkTo(int pre, int toR, int toC, int[][] m, 


int[] 
[] map, Queue<Integer> rQ, Queue<Integer> cQ) { 


if (toR < © || toR == m.length || toc < © || toc 
== m[0].length 


|| m[toR][toC] ! = 1 || map[toR] 
[toc] ! = 0) I 


return; 
) 
map[toR][toC] = pre + 1; 
rQ.add(toR); 


cQ.add(toC); 


数组 中 未 出 现 的 最 小 正 整 数 
【题目 】 
给 定 一 个 无 序 整 型 数组 ar， 找 到 数组 中 未 出 现 的 最 小 正 整数 。 
【举例 】 


arr=[-1，2，3，4]。 返 回 1。 
arr=[1，2，3，4]。 返 回 5。 
【难度 】 

Rt kik 

【解答 】 


原 问 题 。 如 果 arr 长 度 为 N ， 本 题 的 最 优 解 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 
额外 空间 复杂 上 度 为 0 (1)。 具 体 过 程 如 下 : 


1. 在 遍历 arr 之 前 先生 成 两 个 变量 。 变 量 1 表示 遇 历 到 目前 为 止 ， 数 组 arr 
已 经 包含 的 正 整数 范围 是 [L，1]， 所 以 没有 开始 遍历 之 前 令 1=0， 表 示 arr 
日 前 没有 包含 任何 正 整 数 。 变 量 r KB AB BIE, FER h 
状况 的 情况 下 ，arr 可 能 包含 的 正 整数 范围 是 IL，r]， 所 以 没有 开始 电 历 
之 前 ， 令 r=N ， 因 为 还 没有 开始 人 遍历， 所 以 后 续 出 现 的 最 优 状 况 是 arr 包 
BAIN 所 有 的 整数 。r 同时 表示 arr 当 前 的 结束 位 置 。 


2. 从 左 到 右 遍 历 arr， 通 历 到 位 置 ， 位 置 ; 的 数 为 arr[]。 


3. 如 果 arr[]==]+1。 没 有 换 历 arr 册 之 前 ，ar 已 经 包含 的 正 整 数 范 围 是 
[L，1]， 此 时 出 现 了 arrD]==l+1 的 情况， 所 以 arr 包 含 的 正 整 数 范 围 可 以 扩 
到 [1，1+1]， 有 即 令 1 ++。 然 后 重复 步 又 2。 


4. 如 果 arr[]]<=1。 没 有 过 历 arr[] 之 前 ，arr 在 后 续 最 优 的 情况 下 可 能 包含 
的 正 整 数 范 围 是 [1，r ]， 已 经 包含 的 正 整数 范围 症 [1，1]， 所 以 需要 [1 
+1, r] 上 的 数 。 而 此 时 出 现 了 ar[1]<=1， 说 明 [1+1, r ] 范 围 上 的 数 少 了 一 
个 ， 所 以 arr 在 后 续 最 优 的 情况 下 ， 可 能 包含 的 正 整数 范围 缩小 了 ， 变 为 


[1,，r -1]， 此 时 把 arr 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 置 ! 上 ， 下 一 步 检查 这 个 
数 ， 然 后 令 r-。 重 复 步 骤 2。 


5. 如 果 arr[]>r， 与 步骤 4 同 理 ， 把 ar 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 置 1 
上 ， 下 一 步 检 查 这 个 数 ， 然 后 令 r-。 重 复 步 又 2。 


6. i arrfarr[l]-1]==arr[l] ° MRD Ra IRS, WA arp] æ A 
+1，r] 范 围 上 的 数 ， 而 且 这 个 数 应 该 放 在 arr[]]-1 位 置 上 。 可 是 此 时 发 现 
arr[1]-1 位 置 上 的 数 已 经 是 arr[]]， 说 明 出 现 了 两 个 ar[1]]， 既 然 在 [1 +1，r] 
上 出 现 了 重复 值 ， 那 么 [1+1, r ] 范 围 上 的 数 又 少 了 一 个 ， 所 以 与 步 又 4 和 
步骤 5 一 样 ， 把 arr 最 后 位 置 的 数 (arr[r-1]) 放 在 位 置 ! 上 ， 下 一 步 检查 这 个 
数 ， 然 后 令 r-。 重 复 步 又 2。 


7. 如 果 步 骤 4、 步 又 5 和 步骤 6 都 没 中 ， 说 明 发 现 了 [1+1， 品 范围 上 的 数 ， 
并 且 此 时 并 未 发 现 重复 。 那 么 arr 册 应 该 放 到 arr[]-1 位 置 上 ， 所 以 把 1 位 置 
Er 下 一 步 继续 遍历 1 位 置 上 的 数 。 重 复 步 
又 2。 


8. RAM Er 位 置 会 碰 在 一 起 (I==r) ，ar 已 经 包含 的 正 整数 范围 是 
[1，1]， 返 回 1 +1 即 可 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 missNum 方 法 。 


public int missNum(int[] arr) I 
int 1 = 0; 
int r = arr.length; 
while (1 <r) I 
if (arr[l] == 1 + 1) I 
l++; 


} else if (arr[l] <= 1 || arr[1] > r || arr[arr[ 
1] - 1] == arr[1]) { 


arr[l] = arr[--r]; 


} else I 


swap(arr, 1, arr[l] - 1); 


数组 排序 之 后 相 邻 数 的 最 大 差 值 


【题目 】 
给 定 一 个 整 型 数组 arr， 返 回 排序 后 的 相 邻 两 数 的 最 大 差 值 。 
【举例 】 


arr=[9，3，1，10]。 如 果 排 序 ， 结 果 为 [L，3，9，10]，9 和 3 的 差 为 最 大 
差 值 ， 故 返回 6。 


arr=[5，5，5，5]。 退 回 0。 


[ÆR] 

如 采 arr 的 长 度 为 N ， 请 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (W)。 
DERE] 

ht XX 

【解答 】 


本 题 如 果 用 排序 法 实现 ， 其 时 间 复 杂 度 是 O (N logN )， 而 如 果 利 用 桶 排序 
的 思想 (不 是 直接 进行 桶 排序 ， 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空 
间 复 杂 度 为 O(N )。 允 历 arr 找 到 最 小 值 和 最 大 值 ， 分 别 记 为 min 和 max。 
如 果 arr 的 长 度 为 N ， 那 么 我 们 准备 N +1 个 桶 ， 把 max 单 独 放 在 第 N +1 号 桶 
里 。ar 中 在 [min，max) 范 围 上 的 数 放 在 1~~N SHE, HTISN 号 桶 中 
的 每 一 个 桶 来 说 ， 人 负责 的 区 间 大 小 为 (max-minyVN 。 比 如 长 度 为 10 的 数组 
arr 中 ， 最 小 值 为 10， 最 大 值 为 110。 那 么 就 准备 11 个 桶 ，arr 中 等 于 110 的 
数 全 部 放 在 第 11 号 桶 里 。 区 间 [10，20) 的 数 全 部 放 在 1 号 桶 里 ， 区 间 [20， 


30) 的 数 全 部 放 在 2 号 桶 里 .……， 区 间 [100，110) 的 数 全 部 放 在 10 号 桶 里 。 
那么 如 果 一 个 数 为 mqm， 它 应 该 分 配 进 (num - min) x len / (max -min) 号 桶 
里 o 


arr 一 共有 个 数 ，min 一 定 会 放 进 1 号 桶 里 ，max 一 定 会 放 进 最 后 的 桶 里 ， 
所 以 ， 如 果 把 所 有 的 数 放 入 N +1 个 桶 中 ， 必 然 有 桶 是 空 的 。 如 果 arr 经 过 
排序 ， 相 邻 的 数 有 可 能 此 时 在 同一 个 桶 中 ， 也 可 能 在 不 同 的 桶 中 。 在 同 
一 个 桶 中 的 任何 两 个 数 的 差 值 都 不 会 大 于 区 间 值 ， 而 在 空 桶 左右 两 边 不 
空 的 桶 里 ， 相 邻 数 的 差 值 肯 定 大 于 区 间 值 。 所 以 产生 最 大 差 值 的 两 个 相 
邻 数 肯 定 来 目 不 同 的 桶 。 所 以 只 要 计算 桶 之 间 数 的 间距 就 可 以 ， 也 就 是 
只 用 记录 每 个 桶 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 最 大 差 值 只 可 能 来 目 某 个 非 空 桶 的 
最 小 值 减 去 前 一 个 非 空 桶 的 最 大 值 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 maxGap 方 法 。 


public int maxGap(int[] nums) { 
if (nums == null || nums.length < 2) { 


return 0; 


int len = nums.length; 

int min = Integer.MAX VALUE; 

int max = Integer.MIN VALUE; 

for (int i = 0; i < len; i++) { 
min = Math.min(min, nums[i]); 


max = Math.max(max, nums[i]); 


) 

if (min == max) { 
return 0; 

) 


boolean[] hasNum = new boolean[len + 1]; 


å 


了 


了 


=j 


T 


nums[i]) 


nums[i]) 


int[] maxs 
int[] mins = 
int bid = 0; 


for (int i = 0; 


bid = bucket(nums[i], len, min, max); // Hi 


mins[bid] = 


: nums[i]; 


maxs[bid] = 


: nums[i]; 


hasNum[bid] 


} 
int res = 0; 
int lastMax = 


int i = 0; 


0; 


new int[len + 1]; 


new int[len + 1]; 


i < len; i++) { 


LU 


hasNum[bid] ? Math.min(mins[bid] 


hasNum[bid] ? Math.max(maxs[bid] 


= true; 


while (i <= len) { 


if (hasnum[i++]) { // 找到 第 一 个 不 为 空 的 桶 


lastMax 


break; 


} 


for (; i <= len; 


= maxs[i - 11; 


i++) 4 


if (hasNum[i]) < 


res = 


lastMax 


Math.max(res, mins[i] 


- lastMax); 


= maxs[i]; 


} 


return res; 


// ÆR long k EEN T Di ESN Yan h 


public int bucket(long num, long len, long min, long max 


return (int) ((num - min) * len / (max - min)); 


第 9 章 
其 他 题目 
从 5 随机 到 7 随机 及 其 扩展 


【题目 】 
给 定 一 个 等 概率 随机 产生 1~5 的 随机 函数 rand1To5 如 下 : 


public int rand1To5() { 
return (int) (Math.random() * 5) + 1; 
) 
除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 ， 请 用 rand1To5 实 现 等 概率 随机 
产生 1~7 的 随机 函数 rand1To7。 
【补充 题目 】 
给 定 一 个 以 p 概率 产生 0， 以 1-p 概率 产生 1 的 随机 函数 rand01p 如 下 : 


public int randoip() { 
// 可 随意 改变 p 
double p = 0.83; 
return Math.random() <p?0 : 1; 


} 


除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 ， 请 用 rand01p 实 现 等 概率 随机 
产生 1~6 的 随机 函数 rand1To6。 


【 进 阶 题目 】 
给 定 一 个 等 概率 随机 产生 1~M 的 随机 画 数 randlToM 如 下 ; 


public int randiToM(int m) { 
return (int) (Math.random() * m) + 1; 

) 
除 此 之 外 ， 不 能 使 用 任何 额外 的 随机 机 制 。 有 两 个 输入 参数 ， 分 别 为 m 
和 n ， 请 用 rand1ToM(m) 实 现 等 概率 随机 产生 1~n 的 随机 函数 rand1ToN ° 
【难度 】 
原 问 题 尉 女友 六 六 
补充 问题 Rt à 0x 
进 阶 问 题 校 tr 
【解答 】 
先 解决 原 问 题 ， 具 体 步 又 如 下 : 
1.randlTo50 等 概率 随机 产生 1，2，3，4，5。 
2.randlTo50-1 等 概率 随机 产生 0，1，2，3，4。 
3.(rand1To5()-1)*5 等 概率 随机 产生 0,，5，10，15，20。 


arta 1)*5+(rand1To5()-1) FAR BEADLE" EO, 1, 2, 3, …, 23, 
。 注 意 ， 这 两 个 randlTo50 是 指 独 立 的 两 次 调用 ， 请 不 要 化 简 。 这 
是 es 3 儿 ”* 的 过 程 。 


5. 如 果 步 又 4 产生 的 结果 大 于 20， 则 重复 进行 步 又 4， 直 到 产生 的 结果 在 
0~20 之 间 。 同 时 可 以 轻易 知道 出 现 21~24 的 概率 ， 会 平均 分 配 到 0~20 
上 。 这 是 “ 沛 ”过 程 。 


6， 步 怠 5 会 等 概率 随机 产生 0~20， 所 以 步骤 5 的 结果 再 进行 %7 操 作 ， 就 
会 等 概率 的 随机 产生 0~6 。 


7. 步骤 6 的 结果 再 加 1， 殉 会 等 概率 地 随机 产生 1~7。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 rand1To7 方 法 。 


public int randiTo5() { 


return (int) (Math.random() * 5) + 1; 


public int randiTo7() { 
int num = 0; 
do { 


num = (rand1To5() - 1) * 5 + rand1To5() 


} while (num > 20); 


return num % 7 + 1; 


然后 是 补充 问题 。 虽 然 rand01p 方 法 以 p 的 概率 产生 0， 以 1-p 的 概率 产生 
1， 但 是 rand01p 产 生 01 和 10 的 概率 却 都 是 p (1-p )， 可 以 利用 这 一 点 来 实现 
等 概率 随机 产生 0 和 1 的 函数 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 rand01 方 法 。 


public int rando1p() { 
// 可 随意 改变 p 
double p = 0.83; 


return Math.random() <p?0 : 1; 


public int rand01() { 
int num; 
do { 
num = randoip(); 
} while (num == rand01p()); 


return num; 


有 了 等 概率 随机 产生 0 和 1 的 函数 后 ， 再 按照 如 下 步骤 生成 等 概率 随机 产 
生 1~-6 的 函数 : 


1L.rand010) 方 法 可 以 等 概率 随机 产生 0 和 1。 
2.rand010*2 等 概率 随机 产生 0 和 2。 


| L 2，3。 注 意 ， 这 两 个 rand010 
是 指 独立 的 两 次 调用 ， 请 不 要 化 简 。 这 是 “ 插 空 儿 " 过 程 


步骤 3 已 经 实现 了 等 概率 随机 产生 0~3 的 函数 ， 上 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 
rand0To3 方 法 : 


Oo 


V 


public int randOTo3() { 


return rand01() * 2 + rand01(); 


4.rand0To30*4+rand0To30 等 概率 随机 产生 0，1，2，.… 15 "注意 ， 
请 不 要 化 简 。 这 还 是 “ 播 空 儿 ” 过 
时 o 


5， 如 果 步 骤 4 产 生 的 结果 大 于 11， 则 重复 进行 步骤 4， 直 到 产生 的 结果 在 
0~-11 之 间 。 那 么 可 以 知道 出 现 12~15 的 概率 会 平均 分 配 到 0~-11 上 。 这 
FME - 

6. 因为 步骤 5 的 结果 是 等 概率 随机 产生 0~11， 所 以 用 第 5 步 的 结果 再 进 
行 %6 探 作 ， 职 会 等 概率 随机 产生 0~5。 


7. 第 6 步 的 结果 再 加 1， 殉 会 等 概率 随机 产生 1~6。 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 rand1To6 方 法 。 


public int rand1To6() { 
int num = 0; 
do { 
num = randOTo3() * 4 + randeTo3(); 
} while (num > 11); 
return num % 6 + 1; 


} 


最 后 是 进 阶 问题 。 如 果 读 者 真正 理解 了 “ 插 空 儿 * 过 程 和 “人 篇” 过 程 ， 就 可 以 
知道 ， 只 要 给 定 某 一 个 区 间 上 的 等 概率 随机 函数 ， 束 可 以 实现 任意 区 间 
上 的 随机 函数 。 所 以 ， 如 果 M >N ， 直 接 进 入 如 上 所 壕 的 “ 饰 ” 过 程 ， 如 果 
M <N ， 先 进入 如 上 所 壕 “ 插 空 儿 ”* 过 程 ， 直 到 产生 比 N 的 范围 还 大 的 随机 
范围 后 ， 再 进入 “ 筛 ? 过 程 。 具 体 地 说 ， 是 调用 K 次 randl1ToM(m)， 生 成 有 
位 的 M 进 制 数 ， 并 且 产 生 的 范围 要 大 于 或 等 于 N。 比 如 随机 5 到 随机 7 的 
问题 ， 首 先生 成 0 一 24 范 围 的 数 ， 其 实 就 是 0~(5:-1TD) 范 围 的 数 。 在 把 范围 
扩 到 大 于 或 等 于 N 的 级 别 之 后 ， 如 果真 实生 成 的 数 大 于 或 等 于 N ， 就 忽 
略 ， 也 就 是 “ 盘 ? 过 程 。 只 留 下 小 于 或 等 于 六 的 数 ， 那 么 在 0~~N -1 上 就 可 
以 做 到 均匀 分 布 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 rand1ToN 方 法 。 


public int randiToM(int m) { 


return (int) (Math.random() * m) + 1; 


public int randiToN(int n, int m) { 
int[] nMSys = getMSysNum(n - 1, m); 
int[] randNum = getRanMSysNumLessN(nMSys, m); 


return getNumFromMSysNum(randNum, m) + 1; 


// 把 value 转 成 m 进 制 数 


public int[] getMSysNum(int value, int m) { 
int[] res = new int[32]; 
int index = res.length - 1; 
while (value ! = 0) I 
res[index--] = value % m; 
value = value / m; 


) 


return res; 


// 等 概率 随机 产生 一 个 0~nMsys 范 围 的 数 ， 只 不 过 是 用 m 进 制 表达 的 


public int[] getRanMSysNumLessN(int[] nMSys, int m) { 
int[] res = new int[nMSys.length]; 
int start = 0; 


while (nMSys[start] == 0) I 


start++; 
) 
int index = start; 
boolean lastEqual = true; 
while (index ! = nMSys.length) { 
res[index] = randiToM(m) - 1; 
if (lastEqual) { 
if (res[index] > nMSys[index]) < 
index = start; 
lastEqual = true; 
continue; 
} else { 


lastEqual = res[index] = 
= nMSys[index]; 


} 


index++; 


} 


return res; 


// 把 m 进 制 数 转 成 十 进 制 数 


public int getNumFromMSysNum(int[] mSysNum, int m) < 


int res = 0; 
for (int i = 0; i ! = mSysNum.length; i++) { 


res = res * m + mSysNum[i]; 


} 


return res; 


} 


一 行 代码 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 
[题目 】 
给 定 两 个 不 等 于 0 的 整数 M 和 N ， 求 M 和 NN 的 最 大 公约 数 < 
DER] 
E kky 
[解答 】 


一 个 很 简单 的 求 两 个 数 最 大 公约 数 的 算法 是 欧 几 里 得 在 其 《几何 原本 》 
中 提出 的 欧 几 里 得 算法 ， 又 称 为 轧 转 相 除法 。 


具体 做 法 为 : 如 果 gq 和 r 分别 是 m 除 以 n 的 两 及 余数 ， 即 m =ngq +r ， 那 么 m 
和 mn 的 最 大 公约 数 等 于 n Air 的 最 大 公约 数 。 详 细 证 明 略 。 


具体 请 参看 如 下 代码 中 的 gcd 方 法 。 


public int gcd(int m, int n) { 


return n == 0 ? m : gcd(n, m % n); 


有 头 阶乘 的 两 个 问题 
【题目 】 
给 定 一 个 非 负 整数 N ， 返 回 N I 结果 的 末尾 为 0 的 数量 。 


例如 : 3! =6， 结 果 的 末尾 没有 0， 则 返回 0。5! =120， 结 果 的 末尾 有 1 个 
0， 返 回 1。1000000000!， 结 果 的 末尾 有 249999998 个 0， 返 回 249999998。 


【 进 阶 题目 】 


给 定 一 个 非 负 整数 VN， 如 果 用 二 进 制 数 表达 N ! 的 结果 ， 返 回 最 低位 的 1 
在 哪个 位 置 上 ， 认 为 最 右 的 位 置 为 位 置 0 。 


例如 : 1! =1， 最 低位 的 1 在 0 位 置 上 。2! =2， 最 低位 的 1 在 1 位 置 上 。 
1000000000!， 最 低位 的 1 在 999999987 位 置 上 。 


【难度 】 

原 问 题 导 kor 

进 阶 问题 校 à à 0% 

【解答 】 

无 论 是 原 问 题 还 是 进 阶 问题 ， 通 过 算出 真实 的 阶乘 结 采 后 再 处 理 的 方法 
无 疑 是 不 合适 的 ， 因 为 阶乘 的 结果 通常 很 大 ， 非 常 容易 淤 出 ， 而 且 会 增 
加 计算 的 复杂 性 。 

先 来 介绍 原 问 题 的 一 个 普通 解法 。 对 原 问题 来 说 ，N ! 结果 的 末尾 有 多 
少 个 0 的 问题 可 以 转换 为 1，2，3，...，N -1,， NN 的 序列 中 一 共有 和 多少 个 因 
子 5°。 这 是 因为 1x2x3x...xN 的 过 程 中 ， 因 子 2 的 数目 比 因子 5 的 数目 多 ， 
所 以 不 管 有 多 少 个 因 了 于 5， 都 有 足够 的 因子 2 与 其 相 乘 得 到 10。 所 以 只 


找 出 1~ 所 有 的 数 中 ， 一 共 含 有 多 少 个 因子 5 就 可 以 。 具 体 参 看 如 下 代 
码 中 的 zeroNum1 方 法 。 


public int zeroNumi(int num) { 
if (num < 0) I 
return 0; 
) 
int res = 0; 


int cur = 0; 


for (int i = 5; i < num + 1; i = i + 5) { 
cur = i; 
while (cur % 5 == 0) I 
res++; 


cur /= 5; 


) 


return res; 


以 上 方法 的 效率 并 不 高 ， 对 每 一 个 数 i 来 说 ， 处 理 的 代价 是 logi (以 5 为 
JE) ,一 共有 O(N ) 个 数 。 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N logN ) ° 


现在 介绍 原 问题 的 最 优 解 。 我 们 把 1~N 的 数列 出 来 。1，2，3，4，5， 
FEE EEE EEE RE EE EE EE JO 
ee MOO. 1252: 


Bea WER FERRIERE XI: 


若 每 5 个 含有 0 个 因子 5 的 数 (1，2，3，4，5) 组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 
数 就 含有 5! 的 因子 (5)。 若 每 5 个 含有 1 个 因子 5 的 数 (5，10，15，20，25) 组 
成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 数 就 含有 5? 的 因子 (25)。 若 每 5 个 含有 2 个 因子 5 
的 数 (25，50，75，100，125) 组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 数 就 含有 5 的 
因子 (125)。 若 每 5 个 含有 i 个 因子 5 的 数组 成 一 组 ， 这 一 组 中 的 第 5 个 数 就 
eo A EEE 


FDL, WREN! 的 结果 中 因子 5 的 总 个 数 记 为 Z LAT LIGA RR 


ZN: 


Z =N /5+N /(S*)+N /(5*)+...+N /(5')\i 一 直 增 长 ， 直 到 5:>N)。 


用 上 文 的 例子 来 理解 就 是 ，1~N 中 有 N /5 个 数 ， 这 每 个 数 都 能 贡献 一 个 
5; 然后 1~N 中 有 NA(57) 个 数 ， 这 每 个 数 义 都 能 贡献 一 个 5..…… "具体 请 


参看 如 下 代码 中 的 zeroNum2 方 法 : 


public int zeroNum2(int num) { 

if (num < 0) { 
return 0; 

) 

int res = 0; 

while (num ! = 0) I 
res += num / 5; 
num /= 5; 

) 


return res; 


ra 如 果 一 共有 NN 个 数 ， 最 优 解 的 时 间 复 杂 度 为 O (logN )， 以 5 为 
FE e 


进 阶 问题 。 本 书 提供 两 种 方法 ， 先 来 介绍 解法 一 。 与 原 问 题 的 解法 类 
似 ， 最 低位 的 1 在 哪个 位 置 上 ， 完 全 取决 于 1~ 的 数 中 因子 2 有 多 少 个 ， 
因为 只 要 出 现 一 个 因子 2， 最 低位 的 1 就 会 向 左 位 移 一 位 。 所 以 ， 如 果 把 N 
| 的 结果 中 因子 2 的 总 个 数 记 为 2 ， 我 们 就 可 以 得 到 如 下 关系 Z=N/2+N 
/4+N/8+...+NN/(2') (i 一 直 增 长 ， 直 到 2';>N )。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 
的 rightOnel 方 法 。 


public int rightOne1(int num) { 
if (num < 1) I 


return -1; 


int res = 0; 

while (num ! = 0) I 
num >>>= 1; 
res += num; 


} 


return res; 


再 来 介绍 解法 二 。 如 果 把 N I 的 结果 中 因子 2 的 总 个 数 记 为 Z ， 把 N 的 二 
进 制 数 表达 式 中 1 的 个 数 记 为 m ， 还 存在 如 下 一 个 关系 Z= N-m ， 也 就 是 
可 以 证 明 N/2+N/4+N/8+...=N -m。 注 意 ， 这 里 的 /不 是 数学 上 的 除 
法 ， 而 是 计算 科学 中 的 除法 ， 即 结果 要 癌 下 取 整 。 首 先 ， 如 果 一 个 整数 K 
正好 为 2 的 某 次 方 (K=2") ， 那 么 求 和 公式 K /2+K /4+K /8+...=K /2+K 
/4+K /8+...+1， 也 就 是 在 K =2' 时 ， 计 算 科 学 中 的 除法 和 数学 上 的 除法 等 
效 。 所 以 根据 等 比 数列 求 和 公式 $= ( 末 项 x 公 比 - 首 项 ) / ( 公 比 -1) , Fl 
以 得 到 K /2+K /4+K /8+...=K -1 ° 


如 果 在 的 二 进 制 表 达 中 有 m 个 1， 那 么 N 可 以 表达 为 : N =K 1+K 2+K 
3+...+Km ， 其 中 的 所 有 K 都 等 于 2 的 菜 次 方 ， 例 如 ，N =10110 时 ，N 
=10000+100+10。 于 是 有 N /2+N /4+...=(K 1+K 2+K 3+...+Km )/2+(K 1+K 
2+K 3+...+Km )/4+...=K 1/2+K 1/4+K 1/8+...+1+K 2/2+K 2/4+...+1+...+K 
m/2+K m/4+...+1 ° 


K1, K2, ..., Km 都 等 于 2 的 某 次 方 。 所 以 等 式 右边 =K 1-1+K 2-1+K 3- 
1+...+Km -1=(K 1+...+Km )-m =N -m ° 至 此 ，Z =N -m 证 明 完 毕 。 具 体 过 
程 请 参看 如 下 代码 中 rightOne2 方 法 。 


public int rightOne2(int num) { 
if (num < 1) I 


return -1; 


int ones = 0; 
int tmp = num; 
while (tmp ! = 0) I 


ones += (tmp & 1) ! = 07 1 : 0; 


tmp >>>= 1; 


} 


return num - ones; 


} 


WZ a. =| 
判断 一 个 点 是 否 在 矩形 内 部 
【题目 】 
在 二 维 坐 标 系 中 ， 所 有 的 值 都 是 double 类 型 ， 那 么 一 个 矩形 可 以 由 4 个 点 
来 代表 ，(x 1，y 1 为 最 左 的 点 、(x 2，y 2) 为 最 上 的 点 、(x3，y 3) 为 最 下 
BLA (x4, y 4 为 最 右 的 点 。 给 定 4 个 点 代表 的 和 矩形， 再 给 定 一 个 点 (x ， 
y), HH, y EREE Y ° 
【难度 】 
导 kk 
【解答 】 
本 题 的 解法 有 很 多 种 ， 本 书 提供 的 方法 先 解 决 如 果 矩 形 的 边 不 是 平行 于 x 


轴 束 是 平行 于 y 轴 的 情况 下 ， 该 如 何 判 断 点 (x ，y) 是 否 在 其 中 ， 有 具体 请 参 
看 如 下 代码 中 的 isInside 方 法 。 


public boolean isInside(double x1, double y1, double x4, 
double y4, 


double x, double y) I 
if (x <= x1) { 

return false; 
) 
if (x >= x4) I 

return false; 
) 
if (y >= y1) I 

return false; 
} 
if (y <= y4) I 

return false; 


} 


return true; 


这 种 情况 是 比较 简单 的 ， 因 为 矩形 的 边 不 是 平行 于 x He FAT Ty 轴 ， 
所 以 判断 该 点 是 否 完全 在 矩形 的 左 侧 、 右 侧 、 上 侧 或 下 侧 ， 如 有 果 都 不 
古 ， 束 一 定 在 其 中 。 如 采 和 矩形 的 边 不 平行 于 坐标 轴 呢 ?也 非常 简单 ， 整 
征 高 中 数学 的 知识 ， 通 过 坐标 变换 把 矩阵 转 成 乎 行 的 情况 ， 在 旋转 时 所 
有 的 点 跟着 转动 就 可 以 。 旋 转 完成 后 ， 再 用 上 面 的 方式 进行 判断 。 具 体 
请 参看 如 下 代码 中 的 isInside 方 法 。 


public boolean isInside(double x1, double y1, double x2, 
double y2, 


double x3, double y3, double x4, double 
y4, double x, double y) 


{ 


if (y1 


} 
double 


double 
double 
double 
double 
double 
double 
double 
double 
double 
double 


return 


== y2) I 


return isInside(x1, y1, x4, y4, X, Yy); 


XR 


yR 


Math.abs(y4 - y3 
Math.abs(x4 - x3 
Math.sqrt(k * k 
=l/s; 

=k/s; 

= cos * x1 + Sin 
= -x1 * sin + yi 
= cos * x4 + sin 
= -x4 * sin + y4 
cos * x + sin * 


-X * sin+ y * 


); 
); 
+ 1*1); 


* cos; 


cos; 


isinside(x1R, yiR, X4R, y4R, XR, YR); 


判断 一 个 点 是 否 在 三 角形 内 部 


【题目 】 


在 二 维 坐标 系 中 ， 所 有 的 值 都 是 double 类 型 ， 那 么 一 个 三 角形 可 以 由 3 个 
点 代表 的 三 角形 ， 再 给 定 一 1 


点 来 代表 ， 给 定 3 个 
是 否 在 三 角形 中 。 


【难度 】 
ht kro 
【解答 】 


AG, y), HTG, y) 


本 书 提供 两 种 解法 ， 第 一 种 解法 是 从 面积 的 角度 来 解决 这 道 题 ， 第 二 种 
解法 是 从 癌 量 的 角度 来 解决 。 解 法 一 在 逻辑 上 没有 问题 ， 但 是 没有 解法 
二 好 ， 下 面 会 给 出 详细 的 解释 。 


先 来 介绍 解法 一 ， 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 内 部 ， 如 图 9-1 所 示 ， 那 么 ， 有 
面积 ABC = 面积 ABO + 面积 BCO + 面积 CAO 。 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 外 
部 ， 如 图 9-2 所 示 ， 那 么 ， 有 面积 ABC < 面积 ABO + 面积 BCO + 面积 CAO 。 
既然 得 知 了 这 样 一 种 评判 标准 ， 实 现代 码 就 变 得 很 简单 了 。 首 先 实现 求 
两 个 点 (x 1，y 1) 和 (x 2，y 2) 之 间距 离 的 函数 ， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 
getSideLength 方 法 。 


A 


public double getSideLength(double x1, double yi, double 
x2, double y2) { 


double a = Math.abs(x1 - x2); 
double b = Math.abs(y1 - y2); 


return Math.sqrt(a * a + b * b); 


ASME RRR, FAT DOR MAJA > FARK REKA EÉ 
的 面积 ， 用 海伦 公式 来 求解 三 角形 面积 是 非常 合适 的 ， 具 体 请 参看 如 下 
代码 中 的 getArea 方 法 。 


public double getArea(double x1, double y1, double x2, d 
ouble y2, 


double x3, double y3) { 
double sideiLen = getSideLength(x1, y1, x2, y2); 
double side2Len = getSideLength(x1, y1, x3, y3); 
double side3Len = getSideLength(x2, y2, x3, y3); 
double p = (sideiLen + side2Len + side3Len) / 2; 


return Math.sqrt((p - sideiLen) * (p - side2Len) 
* (p - side3Len) * p); 


} 


` 


o 


最 后 就 可 以 根据 我 们 的 标准 来 求解 ， 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 isInside1 方 


public boolean isInsidei(double x1, double yi, double x2 
, double y2, 


double x3, double y3, double x, double y 
) i 


double areal = getArea(x1, y1, x2, y2, X, Yy); 


double area2 = getArea(x1, y1, x3, y3, xX, Yy); 
double area3 = getArea(x2, y2, x3, y3, xX, Yy); 


double allArea = getArea(x1, y1, x2, y2, x3, y3) 


return areal + area2 + area3 <= allArea; 


} 


虽然 解法 一 的 逻辑 是 正确 的 ， 但 double 类 型 的 值 在 计算 时 会 出 现 一 定 程度 
的 偏差 。 所 以 经 常会 发 生 明明 0O 点 在 三 角形 内 ， 但 是 面积 却 对 不 准 的 情 
况 出 现 ， 最 后 导致 判断 出 错 。 所 以 解法 一 并 不 推荐 。 


解法 二 使 用 了 和 解法 一 完全 不 同 的 标准 ， 而 且 几 乎 不 会 受精 度 损 耗 的 影 
啊 。 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 内 部 ， 除 面积 上 的 关系 外 ， 还 有 其 他 关系 存 
在 ， 如 图 9-3 所 示 。 


JN 


B — A 
图 9-3 


WRO 在 三 角形 ABC 中 ， 那 么 如 果 从 三 角形 的 一 点 出 发 ， 逆 时 针 走 过 
所 有 边 的 过 程 中 ， 后 0 始终 部 在 走 过 边 的 左 侧 。 比 如 ， 图 9-3 中 ，O 都 在 
AB > BC 和 CA 的 左 侧 。 如 果 点 O 在 三 角形 ABC 外 部 ， 则 不 满足 这 个 关 


© 
AN 


新 的 标准 有 了 ， 接 下 来 解决 一 个 环 手 的 问题 。 我 们 知道 作为 参数 传 入 的 
三 个 点 的 坐标 代表 一 个 三 角形 ， 可 是 这 三 个 点 依次 的 顺序 不 一 定 是 逆 时 
针 的 。 比 如 ， 如 果 参 数 的 顺序 为 A 坐标 、B 坐标 和 C 坐标 ， 那 就 没 问题 ， 
因为 这 是 逆 时 针 的 。 但 如 有 果 参 数 的 顺序 为 C 坐标 、B 坐标 和 A DA, A 
问题 ， 因 为 这 是 顺 时 针 的 。 作 为 程序 的 实现 者 ， 要 求 用 户 按 你 规定 的 顺 
序 传 入 三 角形 的 三 个 点 坐标 ， 这 明显 是 不 合适 的 。 所 以 需要 目 己 来 解决 
这 个 问题 。 假 设 得 到 的 坐标 依次 为 点 1、 点 2、 点 3。 顺 序 可 能 是 顺 时 针 ， 
也 可 能 是 逆 时 针 ， 如 图 9-4 所 示 。 
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图 9-4 


如 果 点 2 在 1->3 边 的 右边 ， 此 时 按照 点 1、 点 2 和 点 3 的 顺序 没有 问题 ， 这 
个 顺序 本 来 束 古 授时 针 的 。 但 如 果 如 图 9-5 所 示 ， 如 采 点 2 在 1->3 边 的 左 
边 ， 那 么 按照 点 1、 点 2 和 点 3 的 顺序 束 有 问题 ， 因 为 这 个 顺序 是 顺 时 针 
的 ， 所 以 应 该 按照 点 1、 点 3 和 点 2 的 顺序 。 


图 9-5 


如 何 判断 一 个 点 在 一 条 有 向 边 的 左边 还 是 右边 ? JA SAA ILA ER ER 
〈 又 积 ) 的 求解 公式 即 可 。 如 果 有 问 边 1->2 义 乘 有 辣 边 1->3 的 结果 为 正 ， 
说 明 2 在 有 向 边 1->3 的 左边 ， 比 如 图 9-4;， 如 果 有 向 边 1->2 又 乘 有 向 边 1->3 
的 结果 为 负 ， 说 明 2 在 有 向 边 1->3 的 右边 ， 比 如 图 9-5。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 crossProduct 方 法 ， 该 方法 摘 述 了 问 量 (x 1, 
y 1) 义 乘 癌 量 (x 2，y2)， 两 个 向 量 的 开始 点 都 是 原点 。 


public double crossProduct(double x1, double yi, double 
x2, double y2) { 


return x1 * y2 - x2 * y1; 
) 


至 此 ， 我 们 已 经 解释 了 解法 二 的 所 有 细节 ， 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 
的 isInside2 方 法 。 


public boolean isInside2(double x1, double y1, double x2 
, double y2, 


double x3, double y3, double x, double y 


) I 
11 如 果 三 角形 的 点 不 是 逆 时 针 输 入 ， 改 变 一 下 顺序 
if (crossProduct(x3 - x1, y3 - y1, x2 - x1, y2 - 
y1) >= 0) © 
double tmpx = x2; 
double tmpy = y2; 
x2 = X3; 
y2 = y3; 
x3 = tmpx; 
y3 = tmpy; 
} 
if (crossProduct(x2 - x1, y2 - y1, x - x1, y - y 
1) < 0) I 
return false; 
} 
if (crossProduct(x3 - x2, y3 - y2, Xx - X2, y -y 
2) < 0) I 
return false; 
} 
if (crossProduct(x1 - x3, y1 - y3, xX - x3, y -y 
3) < 0) I 


return false; 


) 


return true; 


折纸 问题 
[题目 】 


请 把 一 段 纸 条 竖 着 放 在 果子 上 ， 然 后 从 纸 条 的 下 边 癌 上 方 对 折 1 次 ， 压 出 
折 痕 后 展开 。 此 时 折 猴 是 止 下 去 的 ， 即 折 银 突起 的 方向 指 癌 纸 条 的 育 
面 。 如 条 从 纸 条 的 下 边 向 上 方 连续 对 折 2 次 ， 庄 出 折 痕 后 展开 ， 此 时 有 三 
ADR, MER FARRE RAR ` PRA LIE ° BE MAAS BIN 
ad 次 ， 请 从 上 到 下 打印 所 有 折 痕 的 


例如 : N =1 时 ， 打 印 : 

down 

N=2 时 ， 打 印 : 

down 

down 

up 

【难度 】 

FH kw 

CFE] 

对 折 第 1 次 产生 的 折 痕 : 下 

对 折 第 2 次 产生 的 折 痕 : Me ig 
对 折 第 3 次 产生 的 折 痕 : E F Ek ER 
对 折 第 4 次 产生 的 折 痕 : 上 下 上 下 上 和 下 上 下 
如 上 图 关系 可 以 总 结 出 : 


o EBI +III E, MEEN Hi 次 产生 的 每 一 条 折 痕 的 左 
右 两 出， 依次 插入 上 折 痕 和 下 折 痕 的 过 程 。 

e ERIE RA OM, FRA JIM, LITA 
fae PRET MAA RAT ER, 棵 右 子 树 的 头 世 点 
I FILE e 


e MEMEL, Be IX HØLE NET 
BUE ALA FEN - 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printAllFolds 方 法 。 


public void printAllFolds(int N) { 


printProcess(1, N, true); 


) 
public void printProcess(int i, int N, boolean down) ( 
if (i > N) { 
return; 
} 


printProcess(i + 1, N, true); 
System.out.println(down ? "down " : "up "); 
printProcess(i + 1, N, false); 


} 


纸 条 连续 对 折 n 次 之 后 一 定 产生 2 条 折 痕 ， 所 以 要 打印 所 有 的 和 节点， 不 
管用 什么 方法 ， 其 时 间 复 杂 度 度 肯定 都 是 0 (2 因为 解 的 空间 本 喘 束 有 这 
么 大 ， 但 是 本 书 提 供 的 方法 的 额外 空间 复杂 度 为 O (n )， 也 束 是 这 棵 满 二 
又 树 的 高 度 ， 额 外 空间 主要 用 来 维持 递归 函数 的 运行 ， 也 束 是 男 数 栈 的 


大 小 。 
FIK 


【题目 】 


有 一 个 机 器 按 自 然 数 序列 的 方式 吐出 球 (1 号 球 ，2 号 球 ，3 号 
2 su ) ， 你 有 一 个 袋子 ， 袋 子 最 多 只 能 装 下 K 个 球 ， 并 且 除 袋子 以 
外 ， 你 没有 更 多 的 空间 。 设 计 一 种 选择 方式 ， 使 得 当 机 器 吐出 第 N 号 球 
的 时 候 (N>K) ， 你 袋子 中 的 球 数 是 K 个 ， 同 时 可 以 保证 从 1 号 球 到 NN 号 
球 中 的 每 一 个 ， 被 选 进 袋子 的 概率 都 是 K/N。 举 一 个 更 具体 的 例子 ， 有 
一 个 只 能 装 下 10 个 球 的 袋子 ， 当 吐出 100 个 球 时 ， 袋 子 里 有 10 个 球 ， 并 且 
1~100 号 中 的 每 一 个 球 被 选中 的 概率 都 是 10/100。 然 后 继续 吐 球 ， 当 吐出 
1000 个 球 时 ， 人 袋子 里 有 10 个 球 ， 并 且 1~1000 号 中 的 每 一 个 球 被 选中 的 概 
率 都 是 10/1000。 继续 吐 球 ， 当 吐出 i 个 球 时 ， 袋 子 里 有 10 个 球 ， 并 日 1~i 
号 中 的 每 一 个 球 被 选中 的 概率 都 是 10/i ， 即 吐 球 的 同时 ， 已 经 吐出 的 球 被 
选中 的 概率 也 动态 地 变化 。 


DERE] 

ht à 270% 

【解答 】 

这 道 题 的 核心 解法 就 是 蓄 水 池 算 法 ， 我 们 先 说 这 个 算法 的 过 程 ， 然 后 再 


证 明 

1. 处 理 1~k 号 球 时 ， 直 接 放 进 袋 于 里 。 

2. 处 理 第 i 号 球 时 (i >k )， 以 k/i 的 概率 决定 是 否 将 第 i SERBOÆRNS e Al 
采 不 决定 将 第 i 号 球 放 进 袋 于 ， 直 接 扔 掉 第 i 号 球 。 如 采 决 定 将 第 ; 号 球 放 
ERT, HART EA 个 球 中 随机 扔 掉 一 个 ， 然 后 把 第 ; 号 球 放 入 
FS 

3. 处 理 第 ;+1 号 球 时 重复 步骤 1 或 步骤 2。 


过 程 非常 简单 ， 但 为 什么 这 个 过 程 就 能 保证 从 1 号 球 到 n 号 球 中 的 每 一 
个 ， 被 选 进 袋子 的 概率 都 是 KjnP 呢 ? 以 下 是 证 明 过 程 。 

假设 第 i 号 球 被 选中 (1<i <k )， 那 么 在 选 第 k +1 号 球 之 前 ， 第 i 号 球 留 在 袋 
子 中 的 概率 是 1。 

在 选 第 k +1 号 球 时 ， 在 什么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 呢 ? 只 有 决定 将 
Bk +1 号 球 放 进 袋 子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 i 号 球 被 随机 选中 并 决定 扔 掉 ， 


这 两 个 事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 号 球 会 被 淘 
汰 的 概率 是 (k/(k +1))x(1/k )=1/(k +1), DIE 号 球 留 下 来 的 概率 就 是 1- 
" /(k +1)， 这 也 是 1 号 球 到 第 k +1 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 球 留 下 来 


在 选 第 k +2 号 球 时 ， 什 么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 ? 只 有 决定 将 第 k 
+2 号 球 放 进 袋子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 i 号 球 被 随机 选中 并 决定 扔 掉 ， 这 两 
个 事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 号 球 会 被 淘汰 的 
概率 是 (k (k +2))x(1/k )=1/(k +2)， 则 第 i 号 球 留 下 来 的 概率 就 是 1-(1/(k +2)) 
= (k +1)/(k +2)， 那 么 从 1 号 球 到 第 k +2 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 球 留 在 袋子 中 
的 概率 是 k Mk +1)x(k +1)/(k +2) ° 


在 选 第 k +3 号 球 时 ，...... © 那么 从 1 号 球 到 第 k +3 号 球 的 过 程 中 ， 第 i SER 
留 在 袋子 中 的 概率 是 kK/(k +1)x(k +1)/(k +2)x(k +2)/(k +3) ° 


KERI, EEEN 号 球 时 ， 从 1 号 球 到 第 N 号 球 的 全 部 过 程 中 ， 第 i SER 
最 终 留 在 袋子 中 的 概率 是 k (k +1)x(k +1)/(k +2)x(k +2)/(k +3)x(k +3)/(k 
+4)x...x(N -1)/N =k /N ° 


o 号 被 选中 (k <i sk)， 那 么 在 选 第 ; SERN, Bi 号 球 被 选 进 袋子 的 
> sæk /i o 


在 选 第 ; +1 号 球 时 ， 在 什么 样 的 情况 下 第 i 号 球 会 被 淘汰 ? 只 有 决定 将 第 i 
+1 号 球 放 进 袋子 ， 同 时 在 袋子 中 的 第 ; 号 球 被 随机 选中 决定 扔 掉 ， 这 两 个 
事件 同时 发 生 时 第 i 号 球 才 会 被 淘汰 。 也 就 是 说 ， 第 i 号 球 会 被 淘汰 的 概 
率 是 (k (i +1)) x (Uk) = 1(i +1)。 那 么 第 i 号 球 留 下 来 的 概率 就 是 1 UG 
+1) =i/(i+1)， 那 么 从 i 号 球 被 选中 到 第 i +1 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 球 留 在 
伐 子 中 的 概率 是 (k/i) x (i (i +1))。 

在 选 第 i+2 号 球 时 ， 从 i 号 球 被 选中 到 第 i+2 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 号 球 留 在 
袋子 中 的 概率 是 (kK /i) x (i (i +1)) x ((i +1)/(i +2)) ° 

依 此 类 推 ， 在 选 第 N 号 球 时 ， 从 i 号 球 被 选中 到 第 N 号 球 的 过 程 中 ， 第 i 
号 球 最 终 留 在 袋子 中 的 概率 是 (Kk /i) x (ii+D) x (Gi +1)/(i +2)) x... x (N 
-1)/N=k/N ° 
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子 都 是 k/N。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getrKNumsRand 方 法 。 


掉 袋 子 中 的 


【题目 】 


// 


个 简单 的 随机 画 数 ， 决 定 一 件 事情 做 还 是 不 做 


public int rand(int max) { 


return (int) (Math.random() * max) + 1; 


public int[] getKNumsRand(int k, int max) { 


if (max < 1 || k< 1) { 
return null; 
} 
int[] res = new int[Math.min(k, max)]; 


for (int i = 0; i ! = res.length; i++) { 


res[i] = i + 1; // 前 k 个 数 直 接 进 袋子 


} 
for (int i = k + 1; i < max + 1; itt) { 
if (rand(i) <= k) { // 决定 i 进 不 进 袋子 


res[rand(k) - 1] = i; // i 随 机 替 


} 


return res; 


设计 有 setAll 功 能 的 哈 希 表 


哈 希 表 常 见 的 三 个 操作 是 put、get 和 containsKey， 而 且 这 三 个 操作 的 时 间 
复杂 度 为 O (1)。 现 在 想 加 一 个 setAll 功 能 ， 就 是 把 所 有 记录 的 value 都 设 成 
统一 的 值 。 请 设计 并 实现 这 种 有 setAl 功 能 的 哈 希 表 ， 并 且 put、get、 
containsKey 和 setAl 四 个 操作 的 时 间 复 杂 度 都 为 O (1)。 

【难度 】 
TE Ro 

【解答 】 
加 入 一 个 时 间 戳 结构， 一 切 问 题 就 变 得 非常 徐 单 了 。 上 有 具体 步骤 如 下 : 
1. 把 每 一 个 记录 都 加 上 一 个 时 间 ， 标 记 每 条 记录 是 何 时 建立 的 。 
2. 设置 一 个 setAll 记 录 也 加 上 一 个 时 间 ， 标 记 setAll 记 录 建 立 的 时 间 。 
3. 查询 记录 时 ， 如 果 某 条 记录 的 时 间 早 于 setAl 记 录 的 时 间 ， 说 明 setAll 
是 最 新 数据 ， 返 回 setAll 记 录 的 值 。 如 果菜 条 记录 的 时 间 晚 于 setAll 记 录 的 
时 间 ， 说 明 记 录 的 值 是 最 新 数组 ， 返 回 该 条 记录 的 值 。 


具体 请 参看 如 下 的 MyHashMap 类 。 


public class MyValue<V> { 
private V value; 


private long time; 


public MyValue(V value, long time) { 


this.value = value; 


this.time = time; 


public V getValue() { 


return this.value; 


public long getTime() { 


return this.time; 


public class MyHashMap<K, V> I 
private HashMap<K, MyValue<V>> baseMap; 
private long time; 


private MyValue<V> setAll; 


public MyHashMap() { 


this.baseMap = new HashMap<K, MyValue<V> 
>(); 


this.time = 0; 


this.setAll = new MyValue<V>(null, -1); 


public boolean containsKey(K key) { 


return this.baseMap.containsKey(key); 


public void put(K key, V value) { 


this.baseMap.put(key, new MyValue<V> 


(value, this.time++)); 


} 


public void setAll(V value) { 


this.setAll = new MyValue<V> 
(value, this.time++); 


} 


public V get(K key) { 
if (this.containsKey(key)) { 


if (this.baseMap.get(key).getTime() > th 
is.setAll.getTime()) { 


return this.baseMap.get(key).get 


Value(); 
} else { 
return this.setAll.getValue(); 
) 
} else { 


return null; 


最 大 的 leftMax 与 rightMax 之 差 的 绝对 值 


【题目 】 


给 定 一 个 长 度 为 N (N>1) 的 整 型 数组 arr， 可 以 划分 成 左右 两 个 部 分 ， 

左 部 分 为 arr[0..K]， 右 部 分 为 arr[K+1..N-1]，K 可 以 取 值 的 范围 是 [0,，N 
-2]。 求 这 么 多 划分 方案 中 ， 左 部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 的 绝对 
值 中 ， 最 大 是 多 少 ? 


Min: (2, 7, 3, 1, 1], SAONE, 7], 43557308, 1, UN, Æ 
部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 的 绝对 值 为 4。 当 左 部 分 为 [2，7，3]， 
右 部 分 为 [1，1] 时 ， 左 部 分 中 的 最 大 值 减 去 右 部 分 最 大 值 的 绝对 值 为 6。 
还 有 很 多 划分 方案 ， 但 最 终 返 回 6。 


DER] 
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方法 一 : 时 间 复 杂 度 为 O(N*:)， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 这 是 最 笨 的 方 
法 ， 在 数组 的 每 个 位 置 i 都 做 一 次 这 种 划分 ， 找 到 arr[0. 训 的 最 大 值 
maxLeft， 找 到 arr[i+1..N-1] 的 最 大 值 maxRight， 然后 计算 两 个 值 相 减 的 绝 


对 值 。 每 次 划分 都 这 样 求 一 次 ， 目 然 可 以 得 到 最 大 的 相 减 的 绝对 值 。 具 
体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS1 方 法 。 


public int maxABS1(int[] arr) { 
int res = Integer.MIN VALUE; 
int maxLeft = 0; 
int maxRight = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length - 1; i++) I 
maxLeft = Integer.MIN VALUE; 
for (int j = 0; j ! = i +1; j++) { 


maxLeft = Math.max(arr[j], maxLe 
ft); 


} 


maxRight = Integer.MIN VALUE; 


for (int j = i + 1; j ! = arr.length; j+ 


+) { 
maxRight = Math.max(arr[j], maxR 
ight); 
} 
res = Math.max(Math.abs(maxLeft - maxRig 
ht), res); 


} 


return res; 


方法 二 : 时 间 复 杂 上 度 为 O (Y )， 额 外 空间 复杂 上 度 为 O(N )。 使 用 预 处 理 数 
组 的 方法 ， 先 从 左 到 右 裔 历 一 次 生成 lArr，1Ar[i] 表 示 arr[0. 习 中 的 最 大 
值 。 再 从 右 到 左 毅 历 一 次 生成 rTArr，rAmr[i] 表 示 arrli..N-1] 中 的 最 大 值 。 最 
后 一 次 遍历 看 哪 种 划分 的 情况 下 可 以 得 到 两 部 分 最 大 的 相 减 的 绝对 值 ， 
因为 预 处 理 数组 已 经 保存 了 所 有 划分 的 max 值 ， 所 以 过 程 得 到 了 加 速 。 具 
体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS2 方 法 。 


public int maxABS2(int[] arr) I 
int[] lArr = new int[arr.length]; 
int[] rArr = new int[arr.length]; 
lArr[0] = arr[0]， 
rArr[arr.length - 1] = arr[arr.length - 1]; 
for (int i = 1; i < arr.length; i++) { 
lArr[i] = Math.max(lArr[i - 1], arr[i]); 
) 
for (int i = arr.length - 2; i > -1; i--) I 


rArr[i] = Math.max(rArr[i + 1], arr[i]); 


) 
int max = 0; 
for (int i = 0; i < arr.length - 1; i++) { 


max = Math.max(max, Math.abs(lArr[i] - r 
Arr[i + 1])); 


} 


return max; 


方法 三 ， 最 优 解 ， 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 0O (1)。 先 求 整 
个 arr 的 最 大 值 max， 因 为 max 是 全 局 最 大 值 ， 所 以 不 管 怎 么 划分 ，max 要 
么 会 成 为 左 部 分 的 最 大 值 ， 要 么 会 成 为 右 部 分 的 最 大 值 。 如 果 max 作 为 左 
部 分 的 最 大 值 ， 接 下 来 只 要 让 右 部 分 的 最 大 值 尽 量 小 就 可 以 。 右 部 分 的 
最 大 值 怎 么 尽量 小 呢 ? 右 部 分 只 含有 arr[N-1] 的 时 候 就 是 尽量 小 的 时 候 。 
同 理 ， 如 果 max 作 为 右 部 分 的 最 大 值 ， 只 要 让 左 部 分 的 最 大 值 尽量 小 就 可 
以 ， 左 部 分 只 含有 arr[0] 的 时 候 就 是 尽量 小 的 时 候 。 所 以 整个 求解 过 程 会 
变 得 异常 简单 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 maxABS3 方 法 。 


public int maxABS3(int[] arr) I 
int max = Integer.MIN VALUE; 
for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
max = Math.max(arr[i], max); 
) 


return max - Math.min(arr[0], arr[arr.length - 1 


设计 可 以 变更 的 缓存 结构 


【题目 】 


设计 一 种 缓存 结构 ， 该 结构 在 构造 时 确定 大 小 ， 假 设 大 小 为 K ， 并 有 两 
个 功能 : 


e set(key, value): 将 记录 (key，value) 插 入 该 结构 。 


e get(key): 返回 key 对 应 的 value 值 。 
[ER] 
1.set 和 get 方法 的 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 
和 某 个 key 的 set 或 get 操 作 一 旦 发 生 ， 认 为 这 个 key 的 记录 成 了 最 经 常 使 用 


当 缓 存 的 大 小 超过 K 时 ， 移 除 最 不 经 常 使 用 的 记录 ， 即 set 或 get 最 久远 


【举例 】 
假设 缓存 结构 的 实例 是 cache， 大 小 为 ?3， 并 依次 发 生 如 下 行为 : 
1.cache.set("A"，1)。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("A"，1)。 


2.C .set("B"，2)。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("B"，2)，("A"，1) 变 为 最 不 经 
常 


3.cache.set("C"，3)。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("'C"，2)，("A"，1) 还 是 最 不 经 
AY 


HHS o 


4.cache.get("A“。 最 经 常 使 用 的 记录 为 ("A"，1TD，("B"，2) 变 为 最 不 经 浓 
Hy ° 


5.cache.set("D"，4)。 大 小 超过 了 3， 所 以 移 除 此 时 最 不 经 常 使 用 的 记录 
("B"，2)， 加 入 记录 ("D"，4)， 并 且 为 最 经 常 使 用 的 记录 ， 然 后 ("C"，2) 
变 为 最 不 经 常 使 用 的 记录 。 

【难度 】 


Rt KIK 


【解答 】 


这 种 缓存 结构 可 以 由 双 端 队列 与 哈 硕 表 相 结合 的 方式 实现 。 首 先 实现 一 
个 基本 的 双向 链表 节点 的 结构 ， 请 参看 如 下 代码 中 的 Node 类 。 


public class Node<V> { 
public V value; 
public Node<V> last; 
public Node<V> next; 
public Node(V value) { 


this.value = value; 


FR te XX om BE À N à ZE M Node, © FX — P ON [1] PE À ZE M 
NodeDoubleLinkedList， 在 该 结构 中 优先 级 最 低 的 节点 是 head (A) , À 
先 级 最 高 的 节点 是 tail (Æ) 。 这 个 结构 有 以 下 三 种 操作 : 


o 当 加 入 一 个 节点 时 ， 将 新 加 入 的 节点 放 在 这 个 链表 的 尾部 ， 并 将 
这 个 节点 设置 为 新 的 尾部 ， 参 见 如 下 代码 中 的 addNode 方 法 。 


e 对 这 个 结构 中 的 任意 节点 ， 都 可 以 分 离 出 来 并 放 到 整个 链表 的 尾 
部 ， 参 见 如 下 代码 中 的 moveNodeToTail 方 法 。 


o 移 除 head 节 点 并 返回 这 个 节点 ， 然 后 将 head 设 置 成 老 head 记 点 的 
下 一 个 ， 参 见 如 下 代码 中 的 removeHead 方 法 。 


NodeDoubleLinkedList 结 构 全 部 实现 如 下 。 


public class NodeDoubleLinkedList<v> { 


private Node<V> head; 


private Node<V> tail; 


public NodeDoubleLinkedList() { 
this.head = null; 


this.tail = null; 


public void addNode(Node<V> newNode) { 

if (newNode == null) { 
return; 

) 

if (this.head == null) < 
this.head = newNode; 
this.tail = newNode; 

} else { 
this.tail.next = newNode; 
newNode.last = this.tail; 


this.tail = newNode; 


public void moveNodeToTail(Node<V> node) { 
if (this.tail == node) { 


return; 


if (this.head == node) { 


this.head = node. 


this.head.last = 
} else { 

node.last.next = 

node.next.last = 
) 
node.last = this.tail; 
node.next = null; 
this.tail.next = node; 


this.tail = node; 


public Node<V> removeHead() { 
if (this.head == null) { 
return null; 


} 


Node<V> res = this.head; 


next; 


null; 


node.next; 


node.last; 


if (this.head == this.tail) { 


this.head = null; 


this.tail = null; 


} else { 


this.head = res.next; 


res.next = null; 


this.head.last = 


null; 


} 


return res; 


Ble SEEL RIRES > AR Z BG ER PA RE , 
就 是 上 文 提 到 的 NodeDoubleLinkedList 结 构 。 一 旦 加 入 新 的 记录 ， 就 把 该 
记录 加 到 NodeDouble LinkedList 的 尾部 (addNode) 。 一 旦 获得 (get) 或 
设置 (set) — Nil RW key, WW KIX À key 对 应 的 node fE 
NodeDoubleLinkedList 中 调整 到 尾部 (moveNodeToTail) ° — H cache} 
T, AMR BASE ÆDER, He FRNodeDoubleLinkedListH\] 
当前 头 部 CemoveHead)。 


为 了 能 让 每 一 个 key 都 能 找到 在 NodeDoubleLinkedList 所 对 应 的 节点 ， 同 
时 让 每 一 个 node 都 能 找到 各 目的 key， 我 们 还 需要 两 个 map 分 别 记录 key 到 
node RY BÅT, LA OM node Fl] key ARR EY , at a Un F MyCache få #4 FAY 
keyNodeMap 和 nodeKeyMap。 具 体 实 现 请 参看 如 下 代码 中 的 MyCache 类 。 


public class MyCache<K, V> { 
private HashMap<K, Node<V>> keyNodeMap; 
private HashMap<Node<V>, K> nodeKeyMap; 
private NodeDoubleLinkedList<V> nodeList; 


private int capacity; 


public MyCache(int capacity) { 
if (capacity < 1) { 


throw new RuntimeException("should b 
e more than 0."); 


) 


this.keyNodeMap = new HashMap<K, Node<V> 


>(); 

this.nodeKeyMap = new HashMap<Node<V>, K 
>(); 

this.nodeList = new NodeDoubleLinkedList 
<V>(); 


this.capacity = capacity; 


public V get(K key) { 
if (this.keyNodeMap.containskKey(key)) { 
Node<V> res = this.keyNodeMap.ge 
t(key); 
this.nodeList.moveNodeToTail(res 
); 
return res.value; 


} 


return null; 


public void set(K key, V value) { 
if (this.keyNodeMap.containskKey(key)) { 
Node<V> node = this.keyNodeMap.g 
et(key); 
node.value = value; 
this.nodeList .moveNodeToTail(nod 
e); 
} else { 


Node<V> newNode = new Node<V> 
(value); 


this.keyNodeMap.put(key, newNode 
); 


this.nodeKeyMap.put(newNode, key 
); 


this.nodeList .addNode(newNode) ; 


if (this. keyNodeMap.size() == th 
is.capacity + 1) { 


this. removeMostUnusedCac 


he(); 
) 
} 
} 
private void removeMostUnusedCache() { 
Node<V> removeNode = this.nodeList.remov 
eHead(); 
K removeKey = this.nodeKeyMap.get(remove 
Node); 
this.nodeKeyMap.remove(removeNode); 
this.keyNodeMap.remove(removekey); 
) 
) 
设计 RandomPool 结 构 
【题目 】 


设计 一 种 结构 ， 在 该 结构 中 有 如 下 三 个 功能 : 
e insert(key): 将 某 个 key 加 入 到 该 结构 ， 做 到 不 重复 加 入 。 


e delete(key): 将 原本 在 结构 中 的 某 个 key 移 除 。 
e getRandom(): 等 概率 随机 返回 结构 中 的 任何 一 个 key。 

【要 求 】 
Insert、delete 和 getRandom 方 法 的 时 间 复 杂 度 都 是 O (1) ° 

【难度 】 
尉 kk 

【解答 】 
这 种 结构 假设 叫 Pool， 具 体 实现 如 下 : 
1. 包含 两 个 哈 希 表 keyIndexMaplindexKeyMap ° 
2.keyIndexMap 用 来 记录 key 到 index 的 对 应 关系 。 
3.indexKeyMap 用 来 记录 index 到 key 的 对 应 关系 。 
4. 包含 一 个 整数 size， 用 来 记录 目前 Pool 的 大 小 ， 初 始 时 size 为 0。 
5. 执行 insertmewKey) 操 作 时 ， 将 (qewKey，size) 放 入 keyIndexMap， 将 
(size，newKey) 放 入 indexKeyMap， 然 后 把 size 加 1， 即 每 次 执行 insert 操 作 
之 后 size 目 增 。 
6. 执行 delete (deleteKey) 操作 时 (KEFIR) ， 假 设 Pool 最 新 加 入 的 
key 记 为 lastKey，lastKey 对 应 的 index 信 息 记 为 lastIndex。 要 删除 的 key 为 
deleteKey， 对 应 的 index 信 息 记 为 deleteIndex。 那 么 先 把 lastKey 的 index 信 
上 息 换 成 deleteKey， 即 在 keyIndexMap 中 把 记录 (lastKey, lastIndex) 变 为 

(lastKey, deleteIndex) ， 并 在 indexKeyMap 中 把 记录 (deletelndex, 
deleteKey) 变 为 (deletelndex, lastKey) 。 然 后 在 keyIndexMap 中 删除 记 
sx (deleteKey, deletelndex) ， 并 在 indexKeyMap 中 把 记录 (lastindex, 
lastKey) 删除 。 最 后 size 减 1°。 这 么 做 相当 于 把 lastKey 放 到 了 deleteKey 的 
位 置 上 ， 保 证 记录 的 index 还 是 连续 的 。 


7. 进行 getRandom 操 作 时 ， 根 据 当 前 的 Size 随机 得 到 一 个 index， 步 又 6 可 
保证 index 在 范围 [0~size-1] 上 ， 都 对 应 着 有 效 的 key， 然 后 把 index 对 应 的 


keyiX [BIBI FY ° 
具体 请 参看 如 下 代码 中 的 Pool 类 。 


public class Pool<K> { 
private HashMap<K, Integer> keyIndexMap; 
private HashMap<Integer, K> indexKeyMap; 


private int size; 


public Pool() { 


this.keyIndexMap = new HashMap<K, Intege 


r>(); 
this.indexKeyMap = new HashMap<Integer, 
K>(); 
this.size = 0; 
) 
public void insert(K key) { 
if (! this.keyIndexMap.containsKey(key)) 
{ 
this.keyIndexMap.put(key, this.s 
ize); 
this.indexKeyMap.put(this.size++ 
, key); 


public void delete(K key) { 


if (this.keyIndexMap.containsKey(key)) { 


int deleteIndex = this.keyIndexM 
ap.get(key); 


int lastIndex = --this.size; 


K lastKey = this.indexKeyMap.get 
(lastIndex); 


this.keyIndexMap.put(lastKey, de 
leteIndex); 


this.indexKeyMap.put(deleteIndex 
, lastkey); 


this.keyIndexMap.remove(key); 


this.indexKeyMap.remove(lastInde 
x); 


public K getRandom() { 
if (this.size == 0) { 
return null; 


} 


int randomIndex = (int) (Math.random() * 
this.size); 


return this.indexKeyMap.get(randomIndex) 


调整 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 


【题目 】 

假设 函数 Math.random(O 等 概率 随机 返回 一 个 在 [0，1 范 围 上 的 数 ， 那 么 我 
们 知道 ， 在 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 为 x (0<x <1) 。 给 定 一 个 大 于 0 
的 整数 k ， 并 且 可 以 使 用 Math.random0 函 数 ， 请 实现 一 个 函数 依然 返回 在 
[0，1) 范 围 上 的 数 ， 但 是 在 [0，x ) 区 间 上 的 数 出 现 的 概率 为 x *(0<x <1) ° 
【难度 】 

TE NG 

【解答 】 


实现 在 区 间 [0，x ) 上 的 数 返 回 的 概率 是 x*， 只 用 调用 2 次 Math.random()， 
返回 最 大 的 那个 数 即 可 。 即 如 下 代码 中 的 randXPower2 方 法 。 


public double randXPower2() { 
return Math.max(Math.random(), Math.random()); 


) 


解释 起 来 也 很 简单 ， 如 果 randXPower2 要 想 返 回 在 [0，x )X TE EAT, W 
次 调用 Math.randomg0 的 返回 值 都 必须 落 在 [0，x) 区 间 上 ， 否 则 会 返回 大 
于 x 的 数 ， 所 以 概率 为 x*。 


同 理 ， 想 让 区 间 [0，x) 上 的 数 返 回 的 概率 是 x“， 只 用 调用 K 次 


Math.random(), ， 返 回 最 大 的 那个 数 即 可 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 
randXPowerK 方 法 ° 


public double randXPowerK(int k) { 
if (k < 1) { 
return 0; 


} 


double res = -1; 


for (int i = 0; i ! = k; i++) { 
res = Math.max(res, Math.random()); 


} 


return res; 


路 径 数组 变 为 统计 数组 
(HE) 


给 定 一 个 路 径 数组 paths， 表 示 一 张 图 。paths[==j 代 表 城 市 i 连 办 城市 j， 
如 果 paths[i]==i， 则 表示 i 城市 是 首都 ， 一 张 图 里 只 会 有 一 个 首都 旦 图 中 除 
首都 指向 自己 之 外 不 会 有 环 。 例 如 ，paths=[9,，1, 4, 9, 0, 4, 8, 9, 
0，1]， 代 表 的 图 如 图 9-6 所 示 。 


图 9-6 


由 数组 表示 的 图 可 以 知道 ， 城 市 1 是 首都 ， 所 以 距离 为 0， 离 首都 距离 为 1 
的 城市 只 有 城市 9， 离 首都 距离 为 2 的 城市 有 城市 0、3 和 7， 离 首都 距离 为 
3 的 城市 有 城市 4 和 8， 离 首都 距离 为 4 的 城市 有 城市 2、5 和 6。 所 以 距离 为 
0 的 城市 有 1 座 ， 距 离 为 1 的 城市 有 1 座 ， 距 离 为 2 的 城市 有 3 座 ， 距 离 为 3 的 
城市 有 2 座 ， 距 离 为 4 的 城市 有 3 座 。 那 么 统计 数组 为 nums=[1，1，3，2,， 
3，0，0，0，0，0]，nums[i]==j 代 表 距 离 为 :的 城市 有 j 座 。 要 求实 现 一 个 
void 类 型 的 函数 ， 输 入 一 个 路 径 数 组 paths， 直 接 在 原 数 组 上 调整 ， 使 之 
变 为 hums 数 组 ， 即 paths=[9，1，4，9，0，4，8，9，0，1] 经 过 这 个 函数 
处 理 后 变 成 [1，1，3,，2,，3, 0, 0, 0, 0, 0] - 


[ÆR] 


如 果 paths 长 度 为 N， 请 达到 时 间 复 杂 度 为 O(N )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 
(1) ° 


【难度 】 
BR KN 
CFE] 


本 题 完全 考查 代码 实现 技巧 ， 怎 么 在 一 个 数组 上 不 停 地 折腾 且 不 出 错 是 
非常 锻炼 边界 处 理 能 力 的 。 本 书 提供 的 解法 分 为 两 步 ， 第 一 步 是 将 paths 
数组 转换 为 距离 数组 。 以 题目 中 的 例子 来 说 ，paths=[9，1，4，9，0， 
4，8，9，0，1] 转 换 为 [-2，0，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-1]。 转 换 后 
的 paths 叶 ==j 代 表 城 市 距离 首都 的 距离 为 j 的 绝对 值 。 至 于 为 什么 距离 数 
的 值 要 设置 为 负数 ， 在 以 下 过 程 中 会 说 明 。 转 换 成 距离 数组 的 过 程 
HF: 


1. 从 左 到 右 遍 历 paths， 先 遍历 位 置 0。 


paths[0]==9， 首 先 令 paths[0]=-1， 因 为 城市 0 指向 城市 9， 所 以 跳 到 城市 
9 o 


跳 到 城市 9 之 后 ，paths[9]==1， 说 明 城 市 9 下 一 步 应 该 跳 到 城市 1， 因 为 城 
市 9 是 由 城市 0 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[9]=0， 然 后 跳 到 城市 1 。 


跳 到 城市 1 之 后 ， 此 时 paths[1]==1， 说 明 城 市 1 是 首都 ,停止 向 首都 跳 的 
过 程 。 城 市 1 是 由 城市 9 跳 过 来 的 ， 所 以 跳 回 城市 9。 


根据 之 前 的 设置 (paths[9]==0)， 我 们 可 以 知道 城市 9 下 一 步 应 该 跳 回 城市 
0， 在 跳 回 之 前 先 设 置 paths[9]==-1， 表 示 城 市 9 距离 为 1， 然 后 跳 回 城市 
0° 


根据 之 前 的 设置 (paths[0]==-1)， 我 们 知道 城市 0 是 整个 过 程 的 发 起 城市 ， 
所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[0]=-2， 表 示 城 市 0 距离 为 2。 


以 上 在 跳 向 首都 的 过 程 中 ，paths 数 组 有 一 个 路 径 反 指 的 过 程 ， 这 是 为 了 
保证 找到 首都 之 后 ， 能 够 完全 跳 回 来 。 在 跳 回 来 的 过 程 中 ， 设 置 好 这 一 
路 所 跳 城市 的 距离 即 可 ， 此 时 paths=[-2,1, 4, 9, 0, 4, 8, 9, 
0, -1]° 


2. 所 历 到 位 置 1， 此 时 paths[1==1， 说 明 城 市 1 是 首都 ， 令 一 个 单独 的 变 
量 cap=1， 人 然后 不 再 做 任何 操作 。 


3. 遍历 到 位 置 2，paths[2]==4， 先 令 paths[2]=-1， 因 为 城市 2 指向 城市 4， 
跳 到 城市 4。 


跳 到 城市 4 之 后 ，paths[4]==0， 说 明 城 市 4 下 一 步 应 该 跳 到 城市 0， 因 为 城 
市 4 是 由 城市 2 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[4]=2， 然 后 跳 到 城市 0。 


跳 到 城市 0 之 后 ， 发 现 paths[0]==-2， 此 时 将 距离 设置 为 负数 的 作用 就 显现 
出 来 了 ， 是 人 负数 标记 着 这 是 一 个 之 前 已 经 计算 过 与 首都 的 距离 的 值 ， 而 
不 是 下 一 跳 的 城市 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ,开始 跳 回 城市 4。 


跳 回 到 城市 4 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[4]==2)， 可 以 知道 城市 4 下 一 步 
应 该 跳 回 城市 2。 但 先 设置 paths[4]=-3， 因 为 城市 4 跳 到 城市 0 之 后 发 现 
I 所 以 自己 距离 首都 的 距离 应 该 再 远 一 步 ， 然 后 跳 回 
城市 2。 


跳 回 到 城市 之后， 根据 之 前 的 设置 (paths[2]==-1)， 我 们 知道 城市 2 是 整 
个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[2]=-4， 表 示 城 市 2 距 
离 为 4， 此 时 paths=[-2，1,，-4, 9, -3, 4, 8, 9, 0, -1] 


4. 遍历 到 位 置 3，paths[3]==9， 先 令 paths[3]=-1， 因 为 城市 3 指 同 城市 9， 
跳 到 城市 9。 


跳 到 城市 9 之 后 ， 发 现 paths[9]==-1， 说 明 城 市 9 之 前 已 经 计算 过 与 首都 的 
距离 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ， 开 始 跳 回 城市 3。 


跳 回 到 城市 3 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[3]==-1)， 知 道 城市 3 是 整个 过 
程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[3]=-2 (因为 之 前 
paths[9]==-1) 。 所 以 此 时 paths=[-2，1,，-4,，-2,，-3, 4, 8, 9, 0, -1] 


5， 遍 历 到 位 置 4， 发 现 paths[4]==-3， 说 明之 前 计算 过 城市 4 的 值 ， 直 接 继 
续 下 一 步 。 


6. 遍历 到 位 置 5，paths[5]==4， 首 先 令 paths[5]=-1， 因 为 城市 5 指 加 城市 
4， 跳 到 城市 4。 


跳 到 城市 4 之 后 ， 发 现 paths[4]==-3， 说 明 城 市 4 之 前 已 经 计算 过 与 首都 的 
距离 ， 所 以 同 前 跳 的 过 程 停止 ， 跳 回 城市 5 。 


跳 回 到 城市 5 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[5]==-1)， 我 们 知道 城市 5 是 整 
个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[5]=-4， 此 时 paths= 


[-2, 1, -4, -2, -3, -4, 8, 9, 0, -1] 


7. 遍历 到 位 置 6，paths[6]==8， 先 令 paths[6]=-1， 因 为 城市 6 指 问 城市 8， 
跳 到 城市 8。 


跳 到 城市 8 之 后 ， 发 现 paths[8]==0， 说 明 城 市 8 下 一 步 应 该 跳 到 城市 0， 
为 城市 8 是 由 城市 6 跳 过 来 的 ， 所 以 先 令 paths[8]=6， 然 后 跳 到 城市 0。 


跳 到 城市 0 之 后 ， 发 现 paths[0]==-2， 说 明 城 市 0 计算 过 了 ， 疝 前 跳 停 止 ， 
跳 回 城市 8。 


跳 回 城市 8 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[8]==6)， 知 道 城市 8 下 一 步 应 该 跳 
回 城 市 6， 依 然 与 步骤 1 的 情况 一 样 ， 通 过 之 前 paths 数 组 的 反 指 找到 回去 
的 路 径 。 先 设置 paths[8]=-3， 然 后 跳 回 城市 6。 


跳 回 城市 6 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[6]==-1)， 我 们 知道 城市 6 是 整个 
过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ， 设 置 paths[6]=-4， 此 时 paths=[-2， 
和 


8. 遍历 到 位 置 7，paths[7]==9， 先 令 paths[7]=-1， 因 为 城市 7 指 癌 城市 9， 
跳 到 城市 9 - 


跳 到 城市 9 之 后 ， 发 现 paths[9]==-1， 说 明 城 市 9 之 前 已 经 计算 过 与 首都 的 
距离 ， 所 以 向 前 跳 的 过 程 停止 ， 跳 回 城市 7。 

跳 回 到 城市 7 之 后 ， 根 据 之 前 的 设置 (paths[7]==-1)， 我 们 知道 城市 7 是 整 
个 过 程 的 发 起 城市 ， 所 以 不 需要 再 回 跳 ,设置 paths[7]=-2 (因为 之 前 
paths[9]==-1) ， 此 时 paths=[-2，1，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-H] 


9. 位 置 8 和 位 置 9 都 已 经 是 负数 ， 所 以 可 知之 前 已 经 计算 过 ， 所 以 不 用 调 
He, WSR © 


10. 根据 步骤 2 的 cap 变 量 ， Fu ee ee 0, 
eA paths=[-2, 0, -4, -2, -3, -4, -4, -2, -3, 


paths 数 组 转换 为 距离 数组 的 详细 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 pathsToDistans 
TR? 


public void pathsToDistans(int[] paths) { 


int cap = 0; 
for (int i = 0; i ! = paths.length; i++) { 
if (paths[i] == i) I 
cap = i; 
} else if (paths[i] > -1) I 


int curI = paths[i]; 


paths[i] = -1; 
int prel = i; 
while (paths[curI] ! = curl) { 


if (paths[curI] > -1) I 


int nextI = path 
s[curI]; 


paths[curI] = pr 
el; 


preI = curl; 


CUrI = nextl; 


} else I 
break; 
) 
) 
int value = paths[curI] == curl 
? 0: paths[curI]; 
while (paths[preI] ! = -1) I 


int lastPreI = paths[pre 
I]; 


paths[preI] = --value; 


curI = prel; 


preI = lastPrel; 


} 


paths[preI] = --value; 


} 
paths[cap] = 0; 
} 


paths 变 成 了 距离 数组 ， 数 组 中 的 距离 值 都 用 负数 表示 ， 接 下 来 进行 第 二 
步 ， 将 paths 转 换 为 我 们 最 终 想 要 的 统计 数组 的 过 程 ， 即 paths=[-2， 
0，-4，-2，-3，-4，-4，-2，-3，-H1] 需 要 变 为 [L，1，3，2，3，0，0，00， 
0，0]。 转 换 过 程 如 下 : 


1. 从 左 到 右 遇 历 paths， 通 历 到 位 置 0，paths[0]==-2， 说 明 距 离 为 2 的 城市 
发 现 了 1 座 。 先 把 paths[0] 设 置 为 0， 表 示 paths[0] 的 值 已 经 不 表示 城市 0 与 
首都 的 距离 ， 表 示 以 后 可 以 用 来 统计 距离 为 0 的 城市 数量 。 


因为 距离 为 2 的 城市 发 现 了 1 座 ， 所 以 应 该 设置 paths[2]=1， 说 明 此 时 
paths[2] 开 始 表 示 距 离 2 的 城市 数量 ， 而 不 再 是 城市 2 与 首都 的 距离 。 


但 在 设置 paths[2] 时 发 现 paths[2]==-4， 说 明 paths[2] 在 改变 它 的 意义 之 前 ， 
还 代表 城市 2 与 首都 的 距离 为 4， 所 以 和 完 设置 paths[2]=1， 然 后 设置 paths[4] 
的 值 ， 因 为 距离 4 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 


但 在 设置 paths[4] 时 发 现 paths[4]==-3， 依 然 说 明 paths[4] 在 改变 它 的 意义 之 
前 ， 还 代表 城市 4 与 首都 的 距离 为 3， 所 以 先 设置 paths[4]=1， 然 后 设置 
paths[3] 的 值 ， 因 为 距离 3 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 


但 在 设置 paths[3] 时 发 现 paths[3]==-2， 依 然 说 明 paths[3] 在 改变 它 的 意义 之 
前 ， 还 代表 城市 3 与 首都 的 距离 为 2， 所 以 先 设置 paths[3]=1， 然 后 设置 
paths[2] 的 值 ， 因 为 距离 2 的 城市 又 发 现 了 1 座 。 


此 时 paths={0，0，1，1，1，-4，-4，-2，-3，-1}， 所 以 在 设置 paths[2] 时 
发 现 paths[2]==1， 值 已 经 为 正 数 ， 说 明 paths[2] 的 意义 已 经 不 代表 城市 2 与 
首都 的 距离 ， 而 完全 是 距离 为 2 的 城市 数量 统计 ， 所 以 直接 令 


paths[2]++ ， 跳 的 过 程 停 止 ， 此 时 paths=[0 , 0, 2, 1, 
1, -4, -4, -2, -3, -1]° 


2， 届 有 历 到 位 置 1，paths[1]==0， 如 有 果 是 正 值 ， 可 以 直接 忽略 ， 因 为 意义 
已 经 变 成 城市 数量 统计 。 这 里 值 是 0， 我 们 也 忽略 ， 因 为 一 张 图 上 距离 为 
0 的 城市 只 有 首都 ， 所 以 等 全 部 过 程 完毕 后 单独 设置 距离 为 0 的 城市 数 


BE 
3. 位 置 2~-4 上 值 已 经 为 正 数 ， 一 律 忽略 。 


4. 遍历 到 位 置 5，paths[5]==-4， 说 明 距 离 为 4 的 城市 发 现 了 1 座 。 先 把 
paths[5] 设 置 为 0， 表 示 paths[5] 的 值 已 经 不 表示 城市 5 与 首都 的 距离 ， 表 示 
以 后 可 以 用 来 统计 距离 为 5 的 城市 数量 。 此 时 发 现 paths[4]==1， 说 明 不 需 
要 跳 ， 直 接 进 行 paths[4]++ 探 作 ， 过 程 停止 。 此 时 paths=[0，0，2，1， 
SR RE S MEE TRE HE: 


5. 允 历 位置 6 一 8， 过 程 与 步骤 4 基本 相同 ， 处 理 后 paths=[0，1，3，2， 
3, 0, 0, 0, 0, 0]° 


6. 单独 设置 paths[0]==1， 因 为 距离 为 0 的 城市 只 有 首都 。 


此 时 可 以 说 明 为 什么 生成 距离 数组 的 时 候 要 把 值 都 弄 成 负数 ， 因 为 可 以 
标记 状态 来 让 转换 成 统计 数组 的 过 程 变 得 更 加 顺利 。 距 离 数组 转换 为 统 
计数 组 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 distansToNums 方 法 。 


public void distansToNums(int[] disArr) { 
for (int i = 0; i ! = disArr.length; i++) { 
int index = disArr[i]; 


if (index < 0) { 


disArr[i] = 0; // 重要 
while (true) < 
index = - index; 


if (disArr[index] > -1) 


disArr[index]++; 
break; 
} else { 


int nextIndex = 
disArr[index]; 


disArr[index] = 
1; 


index = nextInde 
X; 


} 


disArr[0] = 1; 


paths 转 成 距离 数组 的 过 程 中 ， 每 一 个 城市 只 经 历 跳出 去 和 跳 回 来 两 个 过 

程 ， 距 离 数组 转 成 统计 数组 的 过 程 也 是 如 此 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N )， 

整个 过 程 没 有 使 用 额外 的 数据 结构 ， 只 使 用 了 有 限 几 个 变量 ， 所 以 额外 

e (1)。 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 pathsToNums 方 法 ， 这 
EENIA” 


public void pathsToNums(int[] paths) { 
if (paths == null || paths.length == 0) { 
return; 
) 
// citiesPath -> distancesArray 


pathsToDistans(paths); 


// distancesArray -> numArray 
distansToNums(paths); 


) 


正 数 数 组 的 最 小 不 可 组 成 和 
[题目 】 
给 定 一 个 正 数 数组 ar， 其 中 所 有 的 值 都 为 整数 ， 以 下 是 最 小 不 可 组 成 和 


的 概念 : 


e 把 arr 每 个 子 集 内 的 所 有 元 素 加 起 来 会 出 现 很 多 值 ， 其 中 最 小 的 记 
为 min， 最 大 的 记 为 max ° 


e 在 区 间 [min，max] 上 ， 如 果 有 数 不 可 以 被 arr 某 一 个 子 集 相 加 得 
到 ， 那 么 其 中 最 小 的 那个 数 是 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 


e 在 区 间 [min，max] 上 ， 如 果 所 有 的 数 都 可 以 被 arr 的 某 一 个 子 集 相 
加 得 到 ， 那 么 max+1 征 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 


请 写 函 数 返 回 正 数 数 组 arr 的 最 小 不 可 组 成 和 。 

【举例 】 
arr=[3，2，5]。 子 集 {2} 相 加 产生 2 为 min， 子 集 {3，2，5} 相 加 产生 10 为 
max。 在 区 间 [2，10] 上 ，4、6 和 9 不 能 被 任何 子 集 相 加 得 到 ， 其 中 4 是 arr 
的 最 小 不 可 组 成 和 。 
arr=[1，2，4]。 子 集 {1} 相 加 产生 1 为 min， 子 集 {1，2，4} 相 加 产生 7 为 
max。 在 区 间 [1L，7] 上 ， 任 何 数 都 可 以 被 子 集 相 加 得 到 ， 所 以 8 是 arr 的 最 
小 不 可 组 成 和 。 

【 进 阶 题目 】 


+ 肯定 有 1 这 个 数 ， 是 否 能 更 快 地 得 到 最 小 不 可 组 成 
H? 


【难度 】 


ht kk 
【解答 】 


解法 一 为 暴力 递归 的 方法 ， 即 收集 每 一 个 子 集 的 窗 加 和 ， 存 到 一 个 哈 硕 
表 里 ， 然 后 从 min 开 始 递增 检查 ， 看 哪个 正 数 不 在 哈 希 表 中 ， 第 一 个 不 在 
er 。 具 体 请 参见 如 下 代码 中 的 unformedSum1 方 
JE o 


public int unformedSumi(int[] arr) I 
if (arr == null || arr.length == 0) I 
return 1; 


) 


HashSet<Integer> set = new HashSet<Integer>(); 


process(arr, 0, 0, set); // 收集 所 有 子 集 的 和 


int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 


min = Math.min(min, arr[i]); 


) 
for (int i = min + 1; i ! = Integer.MIN VALUE; i 
++) < 
if (! set.contains(i)) { 
return i; 

) 
) 
return 0; 


public void process(int[] arr, int i, int sum, HashSet<I 
nteger> set) { 


if (i == arr.length) { 


set.add(sum); 


return; 
} 
process(arr, i + 1, sum, set); // 包含 当前 数 arr[i] 
的 情况 
process(arr, i + 1, sum + arr[i], set); // 不 包含 
当前 数 arr[i] 的 情况 


} 


WRark EKN, ATRIDO (2%), MARJ BVA IEAEY la] 
RENO (2°), 收集 子 集 和 的 过 程 中 ， 递 归 函 数 process 最 多 有 N 层 ， 所 以 
额外 空间 复杂 度 为 O (N )。 


解法 二 是 动态 规划 的 方法 。 假 设 arr 所 有 数 的 累加 和 为 sam， 那 么 arr 子 集 
的 累加 和 必然 都 在 [0，sum] 区 间 上 。 于 是 生成 长 度 为 sum+1 的 boolean 型 数 
组 dp[]，dp 四 如 果 为 tue， 则 表示 j 这 个 囚 加 和 能 够 被 ar 的 子 集 相 加 得 到 ， 
如 果 为 false， 则 表示 不 能 。 如 果 arr[0. 溃 这 个 范围 上 的 数组 成 的 所 有 子 集 
可 以 昧 加 出 k， 那 么 ar[0..it1] 这 个 范围 上 的 数组 成 的 所 有 子 集 则 必然 可 以 
累加 出 k+arr[i+1]。 具 体 过 村 程 请 参看 如 下 代码 中 的 unfomedSum2 方 法 。 


public int unformedSum2(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 
return 1; 
) 
int sum = 0; 


int min = Integer.MAX VALUE; 


for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
sum += arr[i]; 
min = Math.min(min, arr[i]); 
) 
boolean[] dp = new boolean[sum + 1]; 
dp[0] = true; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
for (int j = sum; j >= arr[i]; j--) { 


dp[j] = dp[j - arr[i]] ? true : 


dp[j]; 

) 

) 

for (int i = min; i ! = dp.length; i++) { 
if (! dp[i]) { 

return i; 

) 

) 


return sum + 1; 


更 新 dp[] 时 ， 从 arr[0.. 让 的 子 集 和 状态 更 新 到 arr[0..i+1] 的 子 集 和 状态 的 过 程 
中 ，0~sum 的 累加 和 都 要 看 是 否 能 被 加 出 来 ， 所 以 每 次 更 新 的 时 间 复 杂 
度 为 O (sum)。 子 集 和 状态 从 arr[0] 的 范围 增长 到 arr[0..N-1H]， 所 以 更 新 的 
次 数 为 N。 所 以 解法 二 的 时 间 复 杂 度 为 O(N xsum)， 人 额外 空间 就 是 dp[] 的 
长 度 ， 即 额外 空间 复杂 度 为 O (N )。 


进 阶 问题 ， 如 果 正 数 数组 arr 中 肯定 有 1 这 个 数 ， 求 最 小 不 可 组 成 和 的 过 程 
可 以 得 到 很 好 的 优化 ， 优 化 后 可 以 做 到 时 间 复 杂 度 为 O (VlogN )， 额 外 空 
间 复 杂 度 为 O (1)。 具 体 过 程 为 : 


1. 把 arr 排 序 ， 排 序 之 后 则 必 有 arr[0]==1。 


2. 从 左 往 右 计算 每 个 位 置 ; 的 range(0<i <N )。range 代 表 当 计算 到 arr[j] 
时 ，[L，range] 区 间 内 的 所 有 正 数 都 可 以 被 arr[0..i-H 的 某 一 个 子 集 加 出 
来 ， 初 始 时 ，arr[0]==1，range=0。 


3. 如 果 arr[i>range+1， 因 为 arr 是 有 序 的 ， 所 以 arr[i] 往 后 的 数 都 不 会 出 现 
range+1 ， 所 以 直接 返回 range+1。 如 果 arr[i]<=range+1， 说 明 [1， 
range+arr[i]] 区 间 上 的 所 有 正 数 都 可 以 被 ar[0. 如 的 某 一 个 子 集 加 出 来 ， 所 
以 令 range+=arr[ 计 ， 继 续 计 算 下 一 个 位 置 。 


4. 如 采 所 有 的 位 置 都 没有 出 现 arr[ij>range+l 的 情况 ， 直 接 返 回 range+l。 


步 又 1 的 时 间 复杂 度 为 O(N logN )， 步 又 2 一 步骤 4 的 时 间 复 杂 度 为 O (N) 。 
所 以 整个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (WlogN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 


举例 说 明 一 下 ，arr=[3，8，1，2]， 排 序 后 为 [L，2，3，8]， 计 算 开 始 前 


range=0 * 


计算 到 1 时 ，range 更 新 成 1， 表 示 [1，1] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 arr[0] 的 某 
个 子 集 加 出 来 。 


计算 到 2 时 ，range 更 新 成 3， 表 示 [1，3] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 arr[0..1] 某 


个 于 集 加 出 来 


计算 到 3 时 ，range 更 新 成 6， 表 示 [1，6] 区 间 上 的 正 数 都 可 以 被 arr[0..2] 某 
个 子 集 加 出 来 。 


计算 到 8 时 ， 第 一 次 出 现 8>range+1， 此 时 可 知 7 这 个 数 永 无 可 能 被 得 到 ， 
直接 返回 7。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 unformedSum3 方 法 。 


public int unformedSum3(int[] arr) I 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return 0; 


Arrays.sort(arr); // 把 arr 排 序 
int range = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] > range + 1) { 
return range + 1; 
} else { 


range += arr[i]; 


) 


return range + 1; 


一 种 字符 串 和 数字 的 对 应 关系 


【题目 】 


一 个 char 类 型 的 数组 cqhs， 其 中 所 有 的 字符 都 不 同 。 


例如 ，chs=['A' ，'B'， 


CZ], MFR SKRAM KA: 


A, B...Z, AA, AB...AZ, BA, BB..ZZ, AAA... ZZZ, AAAA... 


1, 2...26, 27, 28.. 


例如 ，chs=['A' 'B', 


.52, 53, 54...702, 703...18278, 18279... 
'C' ]， 则 字符 串 与 整数 的 对 应 关系 如 下 : 


A, B, C, AA, AB...CC, AAA...CCC, AAAA... 


1, 2, 3, 4, 5...12, 13...39, 40... 


给 定 一 个 数组 chs， 实 现 根据 对 应 关系 完成 字符 曲 
ERA o 


与 整数 相互 转换 的 两 个 


【难度 】 
BE KN 
CFE] 


面试 者 在 分 析 本 题 时 ， 往 往 会 将 字符 串 与 数字 的 对 应 关系 与 K 进 制 数 联 
系 起 来 ，K 指 chs 的 长 度 ， 比 如 ， 第 一 个 例子 中 chs 的 长 度 为 26。 最终 会 发 
ee > FEE FAT IV RAK 进 制 数 


K 进 制 数 是 每 一 个 位 置 上 的 值 只 能 在 [0，K- 1] 之 间 取 值 。 例 如 ， 十 进 制 数 
的 72， 高 位 为 7， 低 位 为 2。 十 进 制 数 的 72 转 换 成 三 进 制 数 的 表达 
为 “2200”， 也 就 是 72=27x2+9x2+3x0+1x0。 但 是 本 题 描 述 的 对 应 方式 却 
不 是 这 样 ， 我 们 暂时 把 题目 描述 的 对 应 方式 叫 作 K 伪 进 制 数 ， 天 伪 进 制 数 
是 每 一 个 位 置 上 的 值 只 能 在 [1，K ] 之 间 取 值 。 以 chs=['A' 'B', ，'C' ] 来 举 
例 ， 即 3 伪 进 制 数 。 如 果 把 十 进 制 数 的 72 用 这 个 chs 的 3 盆 进 制 数 表示 ， 

是 “BABC”， 也 就 是 72=27x2+9x1+3x2+1x3。 也 就 是 对 K 进 制 数 来 讲 ， 
个 位 (如: 27、9、3、1) 上 的 值 是 可 以 取 0 的 ， 但 如 果 位 上 的 值 不 为 0， 

也 在 [1，K -1] 范 围 上 。 而 对 K 伪 进 制 数 来 讲 ， 每 个 位 上 的 值 绝对 不 能 取 
We RA K] 之 间 。 所 以 用 K 进 制 的 思路 是 不 能 实现 本 题 的 对 应 


下 面 解释 一 下 本 书 提 供 的 解法 ， 先 看 从 数 子 如何 得 到 字符 串 。 还 
sere B' ，'C' ] 来 举例 ， 以 下 是 十 进 制 数 的 72 得 到 表达 它 的 字符 
过 程 : 


1.chs 的 长 度 为 3， 所 以 这 是 一 个 3 伪 进 制 ， 从 低位 到 高 位 依次 为 1，3，9， 
27，81...。 


2. 从 1 开始 城 ，72 城 去 1， 剩 下 71; 7123, À] F68, 687% K9, RIP 
59; 59 减 去 27， 剩 下 32; 32 减 去 81 时 ， 发 现 不 够 减 ， 此 时 就 知道 想 要 表 
达 十 进 制 数 的 72， 只 需 使 用 3 伪 进 制 的 前 4 位 ， 也 就 是 27，9，3，1， 而 不 
必 扩 到 第 5 位 的 81。 换 句 话 说 ， 有 既然 K 伪 进 制 中 每 个 位 上 的 值 都 不 能 大 
A Pee SE eu 看 这 个 数 到 底 需 要 
前 几 位 。 


3. 步骤 2 剩 下 的 数 是 32， 同 时 前 四 位 的 值 已 经 使 用 了 1 次 ， 即 72 - 32 = 40 
= 27x1 + 9x1 +3x1 + 1x1 = "AAAA"。 接 下 来 看 剩 下 的 32 最 多 可 以 用 几 个 
27 呢 ? 最 多 用 1 个 (32/27=1) ， 再 算 上 之 前 的 一 个 27， 一 共 要 2 个 27 


征 以 
FB AY) 


(B) 。32%27 的 结果 是 5， 这 表示 让 32 减 去 尽量 多 的 27 而 剩 下 来 的 数 。 

然后 看 5 最 多 可 以 用 几 个 9， 一 个 也 用 不 了 ， 再 算 上 之 前 的 一 个 9， 一 共 要 
1 个 9 (A) 。59%9=5， 接 下 来 看 5 最 多 可 以 用 几 个 3，1 个 ， 再 算 上 之 前 的 
一 个 3， 一 共 要 2 个 3 (B) 。59%3=2， 最 后 看 2 最 多 可 以 用 几 个 1，2 个 ， 算 
上 之 前 的 一 个 1， 一 共 3 个 1 (C) 。 所 以 结果 是 "BABC"。 


上 文 所 描述 的 K 伪 进 制 虽然 和 K 进 制 不 同 ， 但 是 把 十 进 制 数 转 换 成 K 伪 进 
制 数 的 过 程 却 和 把 十 进 制 数 转 换 成 K 进 制 数 的 过 程 相似 。 具 体 说 来 ， 步 
又 2 中 是 从 低位 到 高 位 看 一 个 数 六 最 多 用 儿 个 天 伪 进 制 的 位 ， 时 间 复 杂 上 度 
HO (logN) (AKHIK) ， 步 又 3 是 从 高 位 到 低位 反 着 回去 看 每 个 位 上 
的 值 最 多 是 多 少 ， 时 间 复 洒 度 也 是 O (logN) (PAK AJ) , K 为 chs 的 
长 度 ， 所 以 以 上 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O (logN ) 《以 chs 的 长 度 为 底 ) ° 


数字 到 字符 串 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getString 方 法 。 


public String getString(char[] chs, int n) { 
if (chs == null || chs.length == © || n < 1) I 
return ""; 
) 
int cur = 1; 
int base = chs.length; 
int len = 0; 
while (n >= cur) { 
len++; 
n -= cur; 
cur *= base; 
) 
char[] res = new char[len]; 
int index = 0; 


int nCur = 0; 


+ 1); 


do { 
cur /= base; 
nCur = n / cur; 


res[index++] = getKthCharAtChs(chs, nCur 


n %= cur; 
} while (index ! = res.length); 


return String.valueOf(res); 


public char getKthCharAtChs(char[] chs, int k) I 


if (k< 1 || k > chs.length) I 
return 0; 


} 


return chs[k - 11; 


接 下 来 介绍 如 何 通过 字符 串 得 到 对 应 的 数字 。 其 实 如 果 理 解 了 开 伪 进 制 


数 的 含义 ， 算 出 


字符 囊 对 应 的 数字 就 十 分 容易 了 。 例 如 ，chs=[A'" ，'B 


，'C']， 了 字符 串 是 "ABBA"， 可 以 知道 这 个 字符 串 的 含义 古 27 有 1 个 ，9 有 2 
个 ，3 有 2 个 ，1 有 1 个 ， 所 以 对 应 的 数字 是 52。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 


中 的 getNum 方 法 


o 


public int getNum(char[] chs, String str) { 


if (chs == null || chs.length == 0) { 


return 0; 


【题目 】 


char[] strc = str.toCharArray(); 


int base = chs.length; 


int cur 1; 
int res = 0; 
for (int i = strc.length - 1; i! = -1; i--) { 


res += getNthFromChar(chs, strc[i]) * cu 


cur *= base; 


} 


return res; 


public int getNthFromChar(char[] chs, char ch) { 


int res = -1; 


for (int i = 0; i! chs.length; i++) { 


ch) 4 


res = i + 1; 


if (chs[i] = 


} 


return res; 


12] n 中 1 出 现 的 次 数 


给 定 一 个 整数 n ， 返 回 从 1 到 n 的 数字 中 1 出 现 的 个 数 。 

例如 : 

n=5，1~n 为 1，2，3，4，5。 那 么 1 出 现 了 1 次 ， 所 以 返回 1。 
n=11，1~n 为 1 2，3,，4,，5，6，7，8，9，10，11。 那 么 1 出 现 的 次 数 
为 1 (出 现 1 次 ) ，10 EHMK) ，11 (有 两 个 1， 所 以 出 现 了 2 次 ) Å 
以 返回 4。 

DER] 

BR kkk 

【解答 】 


方法 一 : 容易 理解 但 是 复 洒 度 较 高 的 方法 ， 即 逐一 考查 1~n 的 每 一 个 数 
里 有 多 少 个 1°。 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 solution1 方 法 。 


public int solutioni(int num) { 

if (num < 1) { 
return 0; 

) 

int count = 0; 

for (int i = 1; i ! = num + 1; i++) { 
count += getiNums(i); 

) 


return count; 


public int getiNums(int num) { 


int res = 0; 


while (num ! = 0) I 
if (num % 10 == 1) I 
res++; 
) 
num /= 10; 
) 
return res; 


) 


十 进 制 的 整数 N 有 logN 位 (以 10 为 底 ) ， 所 以 考察 一 个 整数 含有 多 少 个 1 
的 代价 是 DO (logN ) ， 一 共 需 要 考察 N 个 数 ， 所 以 方法 一 的 时 间 复 杂 度 
NO (NlogN) (以 10 为 底 ) ° 


方法 二 : 不 再 依次 考察 每 一 个 数 ， 而 是 分 析 1 出 现 的 规律 。 


先 看 n ， 如 果 只 有 1 位 的 情况 ， 因 为 1~9 的 数 中 ，1 只 出 现 1 次 ， 所 以 如 果 m 
只 有 1 位 时 ， 返 回 1。 接 下 来 以 n=114 为 例 来 介绍 方法 二 。 先 不 看 1 一 14 之 
间 出 现 了 多 少 个 1， 而 是 先 求 出 15 一 114 的 数 之 间 一 共 出 现 了 多 少 个 1。15 
~114 之 间 ， 哪 些 数 百 位 上 能 出 现 1 呢 ? 译 无 疑问 ，100 一 114 这 些 数 百 位 
上 才 有 1， 所 以 百 位 上 的 1 出 现 的 次 数 为 15 个 ， 即 114%100+1。15 一 114 之 
间 ， 哪 些 数 十 位 上 有 1 呢 9 110, 111, 112, 113, 114, 15, 16, 17, 18, 
19。 这 些 数 的 十 位 上 才 有 1， 一 共 10 个 。15~114 之 间 ， 哪 些 数 个 位 上 有 1 
We? 101，111，21，31，41，51，61，71，81，91。 这 些 数 的 个 位 上 才 
有 1， 一 共 10 个 。 


所 以 ， 观 察 发 现 如 下 规律 : 

L 十 位 上 国定 是 1 的 语 ， 个 位 从 0 变 到 9 都 是 可 以 的 。 

2. 个 位 上 固定 是 1 的 话 ， 十 位 从 0 变 到 9 都 是 可 以 的 。 

无 非 驳 是 最 高 位 取 值 跟着 变化 ， 使 构成 的 数落 在 15 一 114 区 间 上 即 


所 以 ，15 一 114 之 间 的 数 在 十 位 和 个 位 上 的 1 的 数量 =10+10=20=1x2x10， 
BD (最 高 位 的 数字 ) x 〈 除 去 最 高 位 后 剩 下 的 位 数 ) x ( 某 一 位 固定 是 1 的 
情况 下 ， 剩 下 的 1 位 数 都 可 以 从 0 到 9 自由 变化 ， 所 以 是 10 的 1 次 方 ) 。 这 
样 就 求 出 了 15 一 114 之 间 1 的 个 数 ， 然 后 1 一 14 的 数字 出 现 1 的 个 数 可 以 按 
照 如 上 方式 递归 求解 。 


再 举 一 例 ，n =21345。 先 不 看 1 一 1345 之 间 出 现 了 多 少 个 1， 而 是 先 求 出 
1346~21345 的 数 之 间 一 共 出 现 了 多 少 个 1。1346~21345 之 间 ， 哪 些 数 万 
位 上 能 出 现 1 呢 ? 毫 无 疑问 ，10000 一 19999 这 些 数 百 位 上 都 有 1， 所 以 百 
位 上 的 1 出 现 的 次 数 为 10000 个 。 与 上 一 例 不 同 的 是 ， 上 一 例 n 的 最 高 位 是 
1， 而 这 里 大 于 1。 如 果 像 上 例 那 样 最 高 位 的 数字 等 于 1， 那 么 最 高 位 上 1 
的 数量 = 除去 最 高 位 后 剩 下 的 数 +1。 而 如 果 像 本 例 那 样 最 高 位 的 数字 大 于 
1， 那 么 最 高 位 上 1 的 数量 =10000=10*: (kn 的 位 数 ， 本 例 中 k 为 5) 
1346~21345 之 间 ， 哪 些 数 千 位 上 有 1 呢 ? 在 1346~11345 范 围 上 ， 于 位 上 
国定 是 1 的 话 ， 百 位 、 十 位 和 个 位 可 自由 从 0~9 变 换 ，10* 个 ， 在 11346 一 
21345 范 围 上 ， 千 位 上 国定 是 1 的 话 ， 百 位 、 十 位 、 个 位 可 目 由 从 0~9 变 
换 ，10* 个 ， 所 以 有 2x10* 个 千 位 上 是 1。 哪 些 数 百 位 上 有 1 呢 ? 713460 
11345 范 围 上 ， 百 位 上 固定 是 1 的 话 ， 千 位 、 十 位 、 个 位 可 目 由 从 0~9 变 
换 ，10: 个 ， 在 11346~21345 范 围 上 ， 百 位 上 固定 是 1 的 话 ， 千 位、 十 
位 、 个 位 可 自由 从 0~9 变 换 ，10? 个 ， 所 以 有 2x10* 个 百 位 上 是 1。 十 位 和 
个 位 也 是 一 样 的 情况 ， 所 以 千 位 、 百 位 、 十 位 、 个 位 是 1 的 总 数量 
=2x4x10°, BU (最 高 位 的 数字 ) x 《除去 最 高 位 后 剩 下 的 位 数 ) x ( 某 一 
位 固定 是 1 的 情况 下 ， 剩 下 的 3 位 数 都 可 以 从 0 到 9 上 自由 变化 ， 所 以 是 10: 
) 。 这 样 就 求 出 了 1346~21345 之 间 1 的 个 数 ， 然 后 1 一 1345 的 数字 上 出 现 
1 的 个 数 可 以 按照 如 上 方式 递归 求解 。 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


public int solution2(int num) { 
if (num < 1) I 
return 0; 
) 
int len = getLenOfNum(num); 


if (len == 1) { 


tmp1; 


); 


% tmp1); 


return 1; 


) 
int tmpi = powerBaseOf10(len - 1); 
int first = num / tmp1; 


int firstOneNum = first == 1 ? num % tmp1 + 1 : 
int otherOneNum = first * (len - 1) * (tmp1 / 10 


return firstOneNum + otherOneNum + solution2(num 


public int getLenOfNum(int num) I 


int len = 0; 


while (num ! = 0) { 
len++; 
num /= 10; 
) 


return len; 


public int powerBaseOf10(int base) { 


return (int) Math.pow(10, base); 


DO gran ES A MADE, 于 一 共有 多 少 位 ， 递 归 函 数 最 多 融会 被 
调用 多 少 次 ， 即 logN 次 。 在 递归 画 数 内 部 getLenOfNum 方法 和 


powerBaseOf10 方 法 的 复杂 度 分 别 为 O (logN ) 和 O (log(logN ))。 求 


T 


的 A 次 方 的 问题 在 系统 内 部 实现 的 复杂 度 为 O (logA )，A 为 N 的 位 数 (A 
=logN )， 所 以 powerBaseOf10 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (log(logN ))。 所 以 方 
法 二 的 总 时 间 复 杂 度 为 O (logN xlogN )。 


从 六 个 数 中 等 概率 打印 M 个 数 


【题目 】 


给 定 一 个 长 度 为 N 且 没有 重复 元 素 的 数组 ar 和 一 个 整数 n ， 实 现 函 数 等 概 
率 随 机 打印 arr 中 的 M 个 数 。 


[ER] 

1. 相同 的 数 不 要 重复 打印 。 

2. 时 间 复 杂 度 为 O (M )， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1)。 

3. 可 以 改变 arr 数 组 。 

DER] 
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【解答 】 

如 果 没 有 空间 复杂 度 的 限制 ， 可 以 用 哈 希 表 标 记 一 个 数 之 前 是 否 被 打印 
过 ， 就 可 以 做 到 不 重复 打印 。 解 法 的 关键 点 是 利用 要 求 3 改变 数组 arr。 打 
印 过 程 如 下 : 

1. 在 [0，N-H 中 随机 得 到 一 个 位 置 a， 然 后 打印 arr[a] 。 

2. 把 arr[al] 和 arr[N-H] 交 换 。 


3. 在 [0，N-2] 中 随机 得 到 一 个 位 置 b， 然 后 打印 arr[b]， 因 为 打印 过 的 
arr[a] 已 被 换 到 了 N -1 位 置 ， 所 以 这 次 打印 不 可 能 再 次 出 现 。 


4. 把 arr[b] 和 arr[N-2] 交 换 。 


5. 在 [0，N -3] 中 随机 得 到 一 个 位 置 e， 然 后 打印 arr[c]， 因 为 打印 过 的 
arr[a] 和 arr[b] 已 被 换 到 了 N -1 位 置 和 N -2 位 置 ， 所 以 这 次 打印 都 不 可 能 再 


出 现 。 
6. 依 此 类 推 ， 直 到 打印 M 个 数 。 


总 之 ， 束 是 把 随机 选 出 来 的 数 打 印 出 来 ， 然 后 将 打印 的 数 交 换 到 范围 中 
的 最 后 位 置 ， 再 把 范围 缩小 ， 使 得 被 打印 的 数 下 次 不 可 能 再 被 选中 ， 直 
到 打印 结束 。 很 多 有 关 等 概率 随机 的 面试 题 都 是 用 这 种 和 最 后 一 个 位 置 
交换 的 解法 ， 硕 望 这 种 小 技巧 能 引起 读者 的 重视 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 
代码 中 的 printRandM 方 法 。 


public void printRandM(int[] arr, int m) { 

if (arr == null || arr.length == © || m< 0) { 
return; 

} 

m = Math.min(arr.length, m); 

int count = 0; 

int i = 0; 

while (count < m) { 


i = (int) (Math.random() * (arr.length - 
count)); 


System.out.println(arr[i]); 


swap(arr, arr.length - count++ - 1, i); 


public void swap(int[] arr, int index1, int index2) { 
int tmp = arr[index1]; 


arr[index1] = arr[index2]; 


arr[index2] = tmp; 


判断 一 个 数 是 否 是 回 文 数 
【题目 】 
定义 回 文 数 的 概念 如 下 : 
e 如 果 一 个 非 负 数 左 右 完 全 对 应 ， 则 该 数 是 回 文 数 ， 例 如 : 121, 


22 等 。 


e 如 果 一 个 负数 的 绝对 值 左 右 完 全 对 应 ， 也 是 回 文 数 ， 例 
如 : -121, -22% © 


mæ S32 num, Hnum FER NER - 
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实现 的 方法 ， 步 又 如 下 : 


1. 假设 判断 的 数字 为 非 负数 n ， 先 生成 变量 help， 开 始 时 help=1 。 


2. 用 help 不 停 地 乘 以 10， 和 直到 变 得 与 num 的 位 数 一 样 。 例 如 : num 等 于 
123321 时 ，help 束 是 100000。num 如 果 是 131，help 束 是 100， 总 之 ， 让 
help 与 num 的 位 数 一 样 。 


3. 那么 nummelp 的 结果 束 是 最 高 位 的 数字 ，num9%10 束 是 最 低位 的 数 
字 ， 比 较 这 两 个 数字 ， 不 相同 则 直接 返回 fase。 相 同 则 令 num= 
(num%help)/10， 即 num 变 成 除去 最 高 位 和 最 低位 两 个 数字 之 后 的 值 。 令 
help/=100， 即 让 help 变 得 继续 和 新 的 num 位 数 一 样 。 


4. 如 果 num==0， 表 示 所 有 的 数字 都 已 经 对 应 判断 完 ， 返 回 true， 否 则 重 
复 步骤 3。 


上 述 方 法 就 是 让 num 每 次 剥 掉 最 左 和 最 右 两 个 数 ， 然 后 逐渐 完成 所 有 对 应 
的 判断 。 需 要 注意 的 是 ， 如 上 方法 只 适用 于 非 负 数 的 判断 ， 如 果 n IA 
数 ， 则 先 把 n 变 成 其 绝对 值 ， 然 后 用 上 面 的 方法 进行 判断 。 同 时 还 需 注 
意 ，32 位 整数 中 的 最 小 值 为 -2147483648， 它 是 转 不 成 相应 的 绝对 值 的 ， 
可 这 个 数 也 很 明显 不 是 回 文 数 。 所 以 ， 如 果 n 为 -2147483648， 直 接 返 回 
false。 上 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isPalindrome 方 法 。 


public boolean isPalindrome(int n) { 
if (n == Integer.MIN VALUE) { 
return false; 
) 
n = Math.abs(n); 


int help = 1; 


while (n / help >= 10) { // 防止 helLp 溢 出 


help *= 10; 
) 
while (n ! = 0) I 
if (n / help ! = n % 10) { 
return false; 
) 
n = (n % help) / 10; 
help /= 100; 
) 


return true; 


} 


在 有 序 旋转 数组 中 找到 最 小 值 


【题目 】 


有 序数 组 arr 可 能 经 过 一 次 旋转 处 理 ， 也 可 能 没有 ， 且 arr 可 能 存在 重复 的 
数 。 例 如 ， 有 序数 组 [1，2，3，4，5，6，7]， 可 以 旋转 处 理 成 [4，5， 
ae 1，2，3] 等 。 给 定 一 个 可 能 旋转 过 的 有 序数 组 arr， 返 回 ar 中 的 最 
小 值 。 


【难度 】 
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【解答 】 


为 了 方便 描述 ， 我 们 把 没 经 过 旋转 前 ， 有 序数 组 ar 最 左边 的 数 ， 在 经 过 
旋转 之 后 所 处 的 位 置 叫 作 “ 断 点 ”。 例 如 ， 题 目 例子 里 的 数组 ， 旋 转 后 断 
点 在 1 所 处 的 位 置 ， 也 束 是 位 置 4。 如 采 没 有 经 过 旋转 处 理 ， 断 总 在 位 置 
O° 那么 只 要 找到 断 点 ， 束 找到 了 最 小 值 。 


本 书 提供 的 方式 做 到 了 尽 可 能 多 地 利用 二 分 查找 ， 但 是 最 差 情 况 下 仍 无 
ERRO N) 的 时 间 复 杂 度 。 我 们 假设 目前 想 在 arr[low..high] 这 个 范围 
上 找到 这 个 范围 的 最 小 值 (那么 初始 时 low==0，high==arr.length-1) ， 以 
下 十 具体 过 程 : 


1. 如 果 arr[low]<arr[high] ， 说 明 arr[low..high] 上 没有 旋转 ， 断 点 就 是 
arr[low]， 返 回 arr[lowj] 即 可 ° 


2. 令 mid=(low+high)/2，mid 即 arr[low..high] 中 间 的 位 置 。 


1) 如 果 arr[low]>arr[midl ， 说 明 断 点 一 定 在 arr[low.midl] 上 ， 则 令 
high=mid， 然 后 回 到 步骤 1 。 


2) å È arr[mid]>arr[high] ， 说 明 断 点 一 定 在 ar[mid..high] 上 ， 令 
low=mid， 然 后 回 到 步骤 1 。 


3. 如 果 步 骤 1 和 步骤 2 的 逻辑 都 没有 命中 ， 说 明 什 么 昵 ? 步骤 1 没有 命中 
说 明 arr[low]>=arr[high]， 步 又 2 的 1 没有 命中 说 明 arr[low]<=arr[mid] 7 
又 2 的 2) 没 有 命中 说 明 ，arr[mid]<=arr[high]。 此 时 只 有 一 种 情况 ， 也 就 是 
arr[low]==arr[rmid]j==arr[high]。 面 对 这 种 情况 根本 无 法 判断 断 点 的 位 置 在 
哪里 ， 很 多 书籍 在 面 对 这 种 情况 时 都 选择 直接 遍历 arr[low..high] 的 方法 找 
出 断 点 。 但 其 实 还 是 可 以 继续 为 二 分 创造 条 件 ， 生 成 变量 1， 初 始 时 令 
i=low， 开 始 同 右 融 历 arr(i++)， 那 么 会 有 以 下 三 种 情况 : 


o 情况 1: E SÆTER & Marr[low]>arfi], AB arlilø ek 
点 处 的 值 ， 因 为 在 arr 中 发 现 的 降序 必然 是 断 点 ， 所 以 直接 返回 


arr[i] ° 


e 情况 2: MD À] À À Pr ERT À arr[low]<arrli] ， 说 明 
arr[i]>arr[mid], JS vi EH TS arr[i..mid] 上 。 此 时 又 可 以 开始 二 
分 ， 令 high=mid， 重 新 问 到 步骤 1。 

e 情况 3: 如 果 i==mid 都 没有 出 现 情况 1 和 情况 2， 说 明 从 arr 的 low 位 
置 到 mid 位 置 ， 值 全 部 都 一 样 。 那 么 断 点 只 可 能 在 arr[mid..high] 上 ， 
所 以 令 low=mid， 进 行 后 续 的 二 分 过 程 ， 重 新 问 到 步骤 1 。 


全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getMin 方 法 。 


public int getMin(int[] arr) { 
int low = 0; 
int high = arr.length - 1; 
int mid = 0; 
while (low < high) { 
if (low == high - 1) I 
break; 
) 
if (arr[low] < arr[high]) { 


return arr[low]; 


) 

mid = (low + high) / 2; 

if (arr[low] > arr[mid]) { 
high = mid; 
continue; 

) 

if (arr[mid] > arr[high]) < 
low = mid; 
continue; 


} 
while (low < mid) { 


if (arr[low] == arr[mid]) { 


low++; 


} else if (arr[low] < arr[mid]) 


return arr[low]; 
} else { 
high = mid; 


break; 


} 


return Math.min(arr[low], arr[high]); 


在 有 序 旋转 数组 中 找到 一 个 数 


【题目 】 


有 序数 组 arr 可 能 经 过 一 次 旋转 处 理 ， 也 可 能 没有 ， 且 arr 可 能 存在 重复 的 
数 。 例 如 ， 有 序数 组 [L，2，3，4，5，6，7]， 可 以 旋转 处 理 成 [4，5， 
6，7，1，2，3] 等 。 给 定 一 个 可 能 旋转 过 的 有 序数 组 arr， 再 给 定 一 个 数 
num, Eart EnS Anum 。 


【难度 】 
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为 了 方便 描述 ， 我 们 把 没 经 过 旋转 前 ， 有 序数 组 ar 最 左边 的 数 ， 在 经 过 
旋转 之 后 所 处 的 位 置 叫 作 断 点 。 例 如 ， 题 目 例 子 里 的 数组 ， 在 旋转 后 断 
人 也 就 是 位 置 4。 如果 一 个 数组 没有 经 过 旋转 处 理 ， 断 
REME ° 


本 书 提供 的 方式 做 到 了 尽 可 能 多 地 利用 二 分 查找 ， 但 是 最 差 情况 下 仍 无 
法 避免 O(N ) 的 时 间 复 杂 度 ， 以 下 十 具体 过 程 : 


1. 用 low 和 high 变 量 表示 ar 上 的 一 个 范围 ， 每 次 判断 num 是 否 在 
arr[low..high] 上 ， 初 始 时 ，low=0，high=arrlength-1， 然 后 进入 步骤 2 © 


2. 如果 low>high， 直 接 进 入 步骤 5， 否 则 令 变 量 mid=(low+high)/2， 也 就 
是 二 分 的 位 置 。 如 果 arr[midj==num， 直 接 返 回 true， 否 则 进入 步骤 3 。 


3. 此 时 arr[mid]! =num。 如 果 发 现 arr[low]、arr[mid]、arr[high] 三 个 值 不 
都 相等 ， 直 接 进 入 步骤 4。 如 果 发 现 三 个 值 都 相等 ， 此 时 根本 无 法 知道 断 
点 的 位 置 在 mid 的 哪 一 侧 。 例 如 : 7(ow)...7(mid)...7(high)， 举 一 个 极端 
的 例子 ， 如 果 这 个 数组 中 只 有 一 个 值 为 num 的 数 ， 其 他 的 数 都 是 7， 那 么 
num 除 了 不 在 low、mid、high 这 三 个 位 置 以 外 ， 剩 下 的 位 置 都 是 可 能 的 。 
所 以 num 也 既 可 能 在 mid 的 左边 ， 也 可 能 在 右边 。 所 以 进行 这 样 的 处 理 : 


1) 只 要 arr[low] 等 于 arr[rmid]， 就 让 low 不 断 地 向 右 移动 (low++) ， 如 果 
在 low 移 到 mid 的 期 间 ， 都 没有 发 现 arr[low] 和 arr[mid] 不 等 的 情况 ， 说 明 


num 只 可 能 在 mid 的 右 人 出， 因为 左 侧 全 都 扫 过 了 ， 此 时 令 low=mid+1，high 
不 变 ， 进 入 步骤 2。 


2) 只 要 arr[low] 等 于 arr[mid]， 就 让 low 不 断 地 向 右 移 动 〈(low++) ， 如 果 
期 间 一 旦 发 现 arr[low] 和 arr[mid] 不 等 ， 说 明 在 此 时 的 arr[low (递增 后 
AY) ..mid..right] 上 是 可 以 判断 出 断 点 位 置 的 ， 则 进入 步骤 4。 


4. 此 时 arrmmid]! =num, 3 Harr[low] > arr[mid] > arr[high]= META 
等 ， 那 么 是 一 定 可 以 二 分 的 ， 有 具体 判断 如 下 : 


如 果 arr[low]! =arr[midl]， 如 何 判断 断 点 位 置 呢 ? 分 以 下 两 种 情况 。 


情况 一 : arr[mid]>arr[low]， 断 点 一 定 在 mid 的 右 侧 ， 此 时 arr[low..mid] 上 
AF ° 


1) fl num>=arr[low]|&&num<arr[mid], i4 HH num Å EE arr[low..mid] 
EF Ho AW A Å num==arr[low |&&num<arr[mid] + RER, Æ 
arr[low..mid] 上 能 找到 num ° W num>arr[low]&&num<arr[mid], JU! i HA 
BATAM, (Be dx TG ZE mid AI high Z JE] AY break få Å E, ABA 
arr[mid..break-1] 上 的 值 都 大 于 或 等 于 arrmidl] H # À F num, 
arr[break..high] 上 的 值 都 小 于 或 等 于 arr[low]， 也 都 小 于 num， 所 以 整个 mid 
的 右 侧 都 没有 num。 绽 上 所 述 ，num 只 需要 在 arr[low.mid] 上 寻找 ， 令 
high=mid-1， 进 入 步 又 2。 


2) 若 不 满足 条 件 1)， 说 明 要 和 义 num<arr[low]， 此 时 整个 arrflow..mid] 上 都 
大 于 num o 要 么 num>arr[mid] ， 此 时 整个 arrflow..mid] 上 都 小 于 num 9 无 论 
是 哪 种 ，num 都 只 可 能 出 现在 mid 的 右 侧 ， 所 以 令 low=mid+1， 进 入 步骤 
2 o 


情况 二 : 不 满足 情况 一 则 断 点 一 定 在 mid 位 置 或 在 mid 左 侧 ， 不管 是 哪 一 
种 ，arr[mid..high] 都 一 定 是 有 序 的 。 


1) 如 果 num>arr[mid]&&num<=arr[high] 与 情况 一 的 条 件 1) 相 同 的 分 析 方 
式 ， 令 low=mid+1， 进 入 步骤 2。 


2) 若 不 满足 条 件 1)， 与 情况 一 的 条 件 2) 相 同 的 分 析 方 式 ， 令 high=mid- 
1， 进 入 步骤 2。 


Qi -Rarr[mid]! =arr[high]， 如 何 判 断 断 点 的 位 置 呢 ? 和 arr[low]! =arr[mid] 时 
一 样 的 分 析 方 式 ， 这 里 不 再 详 述 。 


5， 如 果 low 在 high 的 右边 (low>high) ， 说 明 arr 中 没有 num， 返 回 false。 
全 部 的 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 isContains 方 法 。 


public boolean isContains(int[] arr, int num) { 
int low = 0; 
int high = arr.length - 1; 
int mid = 0; 
while (low <= high) { 
mid = (low + high) / 2; 
if (arr[mid] == num) { 


return true; 


} 
if (arr[low] == arr[mid] && arr[mid] == 
arr[high]) I 
while (low ! = mid && arr[low] = 
= arr[mid]) { 
low++; 
) 
if (low == mid) { 
low = mid + 1; 
continue; 
) 
) 
if (arr[low] ! = arr[mid]) { 


if (arr[mid] > arr[low]) I 


if (num >= arr[low] && n 


um < arr[mid]) { 
high = mid - 1; 
} else { 


low = mid + 1; 


) 
} else I 
if (num > arr[mid] && nu 
m <= arr[high]) { 
low = mid + 1; 
) else { 
high = mid - 1; 
} 
} 
} else { 


if (arr[mid] < arr[high]) I 


if (num > arr[mid] && nu 
m <= arr[high]) { 


low = mid + 1; 
} else { 
high = mid - 1; 
) 
) else { 


if (num >= arr[low] && n 
um < arr[mid]) { 


high = mid - 1; 
} else { 


low = mid + 1; 


} 


return false; 


数字 的 英文 表达 和 中 文 表达 


【题目 】 

给 定 一 个 32 位 整数 num， 写 两 个 画 数 分 别 返 返回 num 的 英文 与 中 文 表达 字符 
【举例 】 

num=319 

英文 表达 字符 串 为 : Three Hundred Nineteen 

中 文 表达 字符 串 为 : 三 百 一 十 九 

num=1014 


英文 表达 字符 串 为 : One Thousand, Fourteen 
中 文 表 达 字 符 串 为 : 一 千 零 十 四 


num=-2147483648 


英文 表达 字符 串 为 : Negative Two Billion, One Hundred Forty Seven 
Million, Four Hundred Eighty Three Thousand, Six Hundred Forty Eight 


中 文 表达 字符 串 为 : 负 二 十 一 亿 四 千 七 百 四 十 八 万 三 千 六 百 四 十 八 


中 文 表达 字符 串 为 : ZF 
DER] 

BE kkk 

【解答 】 


本 题 的 重点 是 考 得 面试 者 分 析 业 务 场景 并 实际 解决 问题 的 能 力 。 本 题 实 
现 的 方式 当然 是 多 种 多 样 的 ， 本 书 提供 的 方法 仅 是 作者 的 实现 ,希望 读 
者 也 能 写 出 自己 的 实现 。 


英文 表达 的 实现 。 英 文 的 表达 是 以 三 个 数 为 单位 成 一 组 的 ， 所 以 先 要 解 
决 数 字 1~999 的 表达 问题 。 首 先 看 数字 1~ 全 19 的 表达 问题 ， 具 体 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 num1To19 方 法 。 


public String numiTo19(int num) I 
if (num < 1 || num > 19) I 
return ""; 
) 


String[] names = { "One ae "Two a "Three ne "Fo 


ur "Five ", "Six ", 


Ul 
了 


"Seven "Eight La "Nine LØ "Ten UMM "El 
even ", "Twelve", 


"Thirteen ", "Fourteen ", "Fifteen ", "S 


r 


ixteen", "Sixteen", 
"Eighteen ", "Nineteen " }; 


return names[num - 1]; 


然后 利用 num1lTo99 函 数 来 解决 数字 1 一 99 的 表达 问题 。 具 体 参 看 如 下 的 
num1To99 方 法 。 


public String numiTo99(int num) I 

if (num < 1 || num > 99) I 
return ""; 

) 

if (num < 20) I 
return numiTo19(num); 

) 

int high = num / 10; 


String[] tyNames = { "Twenty ", "Thirty ", "Fort 
y " "Fifty ", 


"Sixty ", "Seventy ", "Eighty ", 
"Ninety " ); 


return tyNames[high - 2] + numiTo19(num % 10); 


有 以 上 两 个 函数 ， 再 解决 数字 1 一 999。 上 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 
num1lTo999 方 法 ° 


public String numiTo999(int num) { 
if (num < 1 || num > 999) I 
return ""; 
} 
if (num < 100) { 


return numiTo99(num); 


) 
int high = num / 100; 


return numiTo19(high) + "Hundred " + numiTo99(nu 
m % 100); 


最 后 可 以 解决 最 终 的 问题 ， 需 要 注意 如 下 几 个 特殊 情况 : 

e _ num 为 0 的 情况 要 单独 处 理 。 

e num 为 负 的 处 理 ， 对 于 负数 ， 一 律 以 处 理 其 绝对 值 的 方式 来 得 到 
HAS AHR, KAI FE “Negative.” AY Ai 2, Ar LL num 为 
IntegerMIN_VALUE 时 ， 也 是 特殊 情况 。 

e 把 32 位 整数 分 解 成 十 亿 组 、 百 万 组 、 于 组 、1~999 组 。 对 每 个 组 
ba 用 num1To999 方 法 ， 再 把 组 与 组 之 间 各 自 的 表达 字符 串 连 接 
E 6 


最 后 是 英文 表达 的 主 方法 ， 参 见 如 下 代码 中 的 getNumEngExp 方 法 。 


N 


public String getNumEngExp(int num) { 
if (num == 0) I 
return "Zero"; 
) 
String: res = ""; 
if (num < 0) I 


res = "Negative, "; 


if (num == Integer.MIN VALUE) ( 


res += "Two Billion, "; 


num %= -2000000000; 
) 
num = Math.abs(num); 
int high = 1000000000; 
int highIndex = 0; 


String[] names = { "Billion", "Million", "Thousa 


nd "" }; 
while (num ! = 0) { 
int cur = num / high; 
num %= high; 
if (cur ! = 0) I 
res += numiTo999(cur); 
res += names[highIndex] + (num = 
S09 AM 
) 
high /= 1000; 
highIndex++; 
) 
return res; 
) 


中 文 表达 的 实现 。 与 英文 表达 的 处 理 过 程 类 似 ， 都 是 由 小 范围 的 数 向 大 
范围 的 数 扩张 的 过 程 ， 这 个 过 程 有 非常 不 同 的 处 理 细 节 。 


首先 解决 数 子 1~9 的 中 文 表 达 问 题 ， 具 体 参 看 如 下 代码 中 的 num1To9 方 法 


public String numiTo9(int num) Å 


if (num < 1 || num > 9) { 
return ""; 
) 
String[] names = { "=", "Z", "=", "WH", "A", " 
SE RE 


return names[num - 1]; 


利用 num1lTo9 方 法 ， 我 们 来 看 看 数字 1~99 如 何 表 达 。 其 中 有 一 个 很 值得 

注意 的 细节 ，16 的 表达 是 十 六 ，116 的 表达 是 一 百 一 十 六 ，1016 的 表达 可 

以 是 一 千 零 十 六 ， 也 可 以 是 一 千 雯 一 十 六 。 这 个 细 和 说 明 ， 对 10 一 19 来 

说 ， 如 果 其 前 一 位 (也 就 是 百 位 ) 有 数字 ， 则 表达 该 是 一 十 一 一 十 九 。 

如 果 百 位 上 没 数字 ， 则 表达 应 该 一 律 规定 为 十 一 十 九 。 有 具体 过 程 请 参看 

如 下 代码 中 的 num1To99 方 法 ，boolean 型 参数 hasBai 表 示 是 否 其 前 一 位 
(A) 有 数字 。 


public String numiTo99(int num, boolean hasBai) { 
if (num < 1 || num > 99) { 


return ""; 


if (num < 10) { 


return numiTo9(num); 


int shi = num / 10; 
if (shi == 1 && (! hasBai)) { 
return "+" + numiTo9(num % 10); 


} else { 


return numiTo9(shi) + "+" + num1To9(num 
% 10); 


利用 num1To9 与 num1To99 方 法 后 ， 接 下 来 解决 数字 1~999 的 表达 ， 有 具体 
过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 num1To999 方 法 。 


public String numiTo999(int num) { 
if (num < 1 || num > 999) { 
return ""; 
) 
if (num < 100) { 
return numiTo99(num, false); 
) 


String res = numiTo9(num / 100) + "A"; 


int rest = num % 100; 
if (rest == 0) I 
return res; 
} else if (rest >= 10) { 
res += numiTo99(rest, true); 
) else I 
res += "2" + numiTog(rest); 


} 


return res; 


然后 是 数字 1~9999 的 表达 问题 ， 见 如 下 代码 中 的 num1lTo9999 方 法 。 


public String numiTo9999(int num) Å 
if (num < 1 || num > 9999) { 
return ""; 
} 
if (num < 1000) { 
return num1To999(num) ; 
) 
String res = numiTo9(num / 1000) + "F"; 
int rest = num % 1000; 
if (rest == 0) I 
return res; 
} else if (rest >= 100) { 
res += num1To999(rest); 
} else { 
res += "2" + numiTo99(rest, false); 


} 


return res; 


接 下 来 是 数字 1~99999999 的 表达 问题 ， 见 如 下 代码 中 的 num1To99999999 
INE * 


public String numiTo99999999(int num) { 


if (num < 1 || num > 99999999) { 


return ""; 
) 
int wan = num / 10000; 
int rest = num % 10000; 
if (wan == 0) { 
return num1To9999(rest ); 
} 
String res = num1To9999(wan) + "H"; 
if (rest == 0) { 
return res; 
} else I 
if (rest < 1000) { 


return res + "Æ" + num1To999(re 


st); 
) else £ 
return res + num1T09999(rest); 
} 
} 
} 
最 后 是 中 文 表达 的 主 方法 ， 参 见 如 下 代码 中 的 getNumChiExp 方 法 。 


public String getNumChiExp(int num) < 
if (num == 0) < 


return "Æ": 


) 
String res = num < 07? "fi" ro 
int yi = Math.abs(num / 100000000); 
int rest = Math.abs((num % 100000000) ) ; 
if (yi == 0) { 
return res + numiTo99999999(rest); 
) 
res += numiTo9999(yi) + "HZ"; 
if (rest == 0) I 
return res; 
) else I 
if (rest < 10000000) { 


return res + "ZX" + num1To999999 
99(rest); 


} else { 


return res + numiTo99999999(rest 
); 


ARE EN (CES Te el À SC EM SR AU MEG BANA > AZ 
景 出 发 ， 把 复杂 的 事情 拆 解 成 简单 的 场景 ， 最 终 得 到 想 要 的 结 采 。 


分 糖果 问题 


【题目 】 


一 群 孩子 做 游戏 ， 现 在 请 你 根据 游戏 得 分 来 发 糖 采 ， 要 求 如 下 : 

1. 每 个 孩子 不 管 得 分 多 少 ， 起 码 分 到 1 个 糖果 。 

2. 任意 两 个 相 邻 的 孩子 之 间 ， 得 分 较 多 的 孩子 必须 拿 多 一 些 的 糖果 。 
给 定 一 个 数组 arr 代 表 得 分 数组 ， 请 返回 最 少 需 要 多 少 糖 果 。 


例如 : arr=[1，2，2]， 糖 果 分 配 为 [1，2，1]， 即 可 满足 要 求 晶 数量 最 
少 ， 所 以 返回 4。 


【 进 阶 题目 】 
原 题目 中 的 两 个 规则 不 变 ， 再 加 一 条 规则 : 
3. 任意 两 个 相 邻 的 孩子 之 间 如 果 得 分 一 样 ， 糖 果 数 必须 相同 。 
给 定 一 个 数组 arr 代 表 得 分 数组 ， 返 回 最 少 需要 多 少 糖果 。 


例如 : arr=[1，2，2]， 糖 果 分 配 为 [1，2，2]， 即 可 满足 要 求 晶 数量 最 
少 ， 所 以 返回 5。 


[ÆR] 


re JE SØNN BE SAY ARENO N), HØNE EIE RE 
NO (1) ° 


【难度 】 

B kr 

【解答 】 

原 问题 。 先 引入 的 坡 和 下 坡 的 概念 ， 从 左 到 右 依 次 考虑 每 个 孩子 ， 如 果 
个 孩子 的 右 邻 居 比 他 大 ， 那 么 怜 坡 过 程 开始 。 如 有 果 一 直 单 调 递 增 ， 丈 

EER, ANE, NAA - MR EF MAR, HEN 

坡 ， 直 到 过 到 一 个 孩子 的 右 邻 居 大 于 或 等 于 他 ， 则 下 坡 结束 。 扑 坡 中 的 

叫 左 坡 ， 下 坡 中 的 叫 右 坡 。 


HEWL, 2, 3, 2, 1), AYA, 2, 3), ARAL, 2, 1)° than, 2, 
2, 1], 第 一 个 左 坡 为 [1 21, 第 一 个 右 坡 为 [四 《内 合 有 第 一 个 2) , 第 二 


个 左 坡 为 [2] (只 含有 第 二 个 2) ， 第 二 个 右 坡 为 2，1。 比 如 [L，2，3， 
1，2]， 第 一 个 左 坡 [1，2，3]， 第 一 个 右 坡 为 [3，1]， 第 二 个 左 坡 为 [1， 
2]， 第 二 个 右 坡 为 [2] 。 


定义 了 的 坡 过 程 和 下 坡 过 程 之 后 ， 大 家 可 以 看 到 ，art 数 组 可 以 被 分 解 成 
很 多 对 左 坡 和 右 坡 ， 利 用 左 坡 和 右 坡 来 看 糖果 如 何 分 。 假 设 有 一 对 左 坡 
和 右 坡 ， 分 别 为 [1，4，5，9] 和 [9，3，2]。 对 左 坡 来 说 ， 从 左 到 右 分 的 糖 
果 应 该 为 [1，2，3，4 和 ， 对 右 坡 来 说 ， 从 左 到 右 分 的 糖果 应 该 为 [3，2， 
1]。 但 这 两 种 分 配方 式 对 9 这 个 坡 顶 的 分 配 是 不 同 的 ， 怎 么 决定 呢 ? GE 
坡 和 右 坡 的 坡度 哪个 更 大 ， 坡 度 是 指 坡 中 除去 相同 的 数字 之 后 (也 就 是 
纯 升 序 或 纯 降 序 ) 的 序列 长 度 。 而 根据 我 们 定义 的 疏 坡 和 下 坡 过 程 ， 左 
坡 和 右 坡 中 都 不 可 能 有 重复 数字 ， 所 以 坡度 就 是 各 自 的 序列 长 度 。[1， 
2，3，4 坡 度 为 4，[3，2，1] 坡 度 为 3。 如 果 左 坡 的 坡度 更 大 ， 坡 顶 就 按 
左 坡 的 分 配 ， 如 果 右 坡 的 坡度 更 大 ， 就 按 右 坡 的 分 配 ， 所 以 最 终 分 配 为 
(dD. By Ay Ds ate 


成 对 的 左 坡 和 石 坡 都 按照 这 种 处 理 方式 ， 从 左 到 右 处 理 得 分 数组 arr， 统 
计 总 体 的 糖果 数 即 可 。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 candy1l 方 法 。 


public int candy1(int[] arr) { 
if (arr == null || arr.length == 0) { 


return 0; 


int index = nextMinIndex1(arr, 0); 

int res = rightCands(arr, 0, index++); 
int lbase = 1; 

int next = 0; 

int rcands = 0; 

int rbase = 0; 

while (index ! = arr.length) { 


if (arr[index] > arr[index - 1]) { 


res += ++lbase; 
index++; 
} else if (arr[index] < arr[index - 11) 
next = nextMinIndexi(arr, index 
- 1); 


rcands = rightCands(arr, index - 
1, next++); 


rbase = next - index + 1; 


res += rcands + (rbase > lbase ? 


-lbase : -rbase); 

lbase = 1; 
index = next; 

} else { 
res += 1; 
lbase = 1; 
index++; 

} 

} 


return res; 


public int nextMinIndexi(int[] arr, int start) { 
for (int i = start; i ! = arr.length - 1; i++) { 
if (arr[i] <= arr[i + 1]) I 


return i; 


} 


return arr.length - 1; 


public int rightCands(int[] arr, int left, int right) { 
int n = right - left + 1; 
return n +n * (n - 1) / 2; 


} 


进 阶 问题 。 针 对 进 阶 问题 所 加 的 新 规则 ， 需 要 对 的 坡 和 下 坡 的 过 程 进行 
修改 。 从 左 到 右 依 次 考虑 每 个 孩子 ， 如 果 一 个 孩子 的 右 邻 居 大 于 或 等 于 
th, ARAN tee, MA-— ERR, HEER, FUER 
束 ， 下 坡 开 始 。 如 果 一 直 不 升序 ， 就 一 直下 坡 ， 直 到 遇 到 一 个 孩子 的 右 
邻居 大 于 他 ， 则 下 坡 结 束 。 扑 坡 中 的 叫 左 坡 ， 下 坡 中 的 叫 右 坡 。 比 如 ， 
[1，2，3，2，1]， 左 坡 为 [1，2，3]， 右 坡 为 [3，2，1]。 再 如 ，[1，2， 
2，1]， 左 坡 为 [1，2，2]， 右 坡 为 [2,，1]。 


依然 是 利用 左 坡 和 右 坡 来 决定 糖果 如 何 分 配 ， 还 是 举例 说 明 整 个 分 配 过 
feo UN. [Os LL De 8086/8000 De De DD le 2e i; 
2, 3, 3, 3], BUEN, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 11° SÆR Ki, MAA] 
右 分 的 糖果 应 该 为 [1L，2，3，4，4，4]， 对 右 坡 来 说 ， 从 左 到 右 分 的 糖果 
应 该 为 3，2，2，2，2，2，1，1]。 所 以 左 坡 和 右 坡 的 分 配方 案 对 整个 坡 
顶 的 分 配 其 实 是 矛盾 的 。 注 意 ， 在 这 种 情况 下 ， 其 实 坡 顶 为 3 个 元 素 ， 即 
[3，3，3]。 根 据 新 的 规则 ， 相 邻 的 且 得 分 相等 的 孩子 拿 的 糖果 数 要 一 
样 。 所 以 坡 顶 究竟 按 谁 的 来 呢 ? 同样 是 根据 左 坡 和 右 坡 的 坡度 决定 ， 左 
坡 [0，1，2，3，3，3] 的 坡度 为 4， 右 坡 [3，2，2，2，2，2，1，1] 的 坡度 
为 3， 坡 顶 分 的 糖果 数 同样 按照 坡度 大 的 来 决定 。 所 以 总 的 分 配方 案 为 
[1L，2，3，4，4，4，2，2，2，2，2，1,，1， 也 就 是 说 ， 坡 顶 的 所 有 小 
Nr 
y o 


public int candy2(int[] arr) { 


if (arr == null || arr.length == 0) { 


return 0; 
) 
int index = nextMinIndex2(arr, 0); 
int[] data = rightCandsAndBase(arr, 0, index++); 
int res = data[0]; 
int lbase = 1; 


int same 


Il 
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int next = 0; 
while (index ! = arr.length) { 
if (arr[index] > arr[index - 1]) { 
res += ++lbase; 
same = 1; 
index++; 
} else if (arr[index] < arr[index - 1]) { 
next = nextMinIndex2(arr, index - 1); 


data = rightCandsAndBase(arr, index - 1, nex 
t++); 


if (data[1] <= lbase) { 
res += data[0] - data[1]; 


} else { 


lbase * same + data[0] - data[1] + data[1] * same; 
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} else { 
res += lbase; 
same++; 


index++; 


} 


return res; 


public int nextMinIndex2(int[] arr, int start) { 
for (int i = start; i ! = arr.length - 1; i++) { 
if (arr[i] < arr[i + 1]) { 


return i; 


} 


return arr.length - 1; 


public int[] rightCandsAndBase(int[] arr, int left, int 
right) { 


int base = 1; 

int cands = 1; 

for (int i = right = 1; i >= left; i--) < 
if (arr[i] == arr[i + 11) I 


cands += base; 


} else { 


cands += ++base; 


} 
} 
return new int[] { cands, base }; 
} 
一 种 消息 接收 并 打印 的 结构 设计 


【题目 】 

消 恳 流 吐出 2， 一 种 结构 接收 而 不 打印 2， 因 为 1 还 没 出 现 。 

消息 流 吐 出 1， 一 种 结构 接收 1， 并 且 打 印 : 1, 2° 

消 忍 流 吐出 4， 一 种 结构 接收 而 不 打印 4， 因 为 3 还 没 出 现 。 

消 恳 流 吐出 5， 一 种 结构 接收 而 不 打印 5， 因 为 3 还 没 出 现 。 

消息 流 吐 出 7， 一 种 结构 接收 而 不 打印 7， 因 为 3 还 没 出 现 。 

消息 流 吐 出 3， 一 种 结构 接收 3， 并 且 打 印 : 3, 4, 5° 

消 恳 流 吐出 9， 一 种 结构 接收 而 不 打印 9， 因 为 6 还 没 出 现 。 

消 恳 流 吐出 8， 一 种 结构 接收 而 不 打印 8， 因 为 6 还 没 出 现 。 

消息 流 吐 出 6， 一 种 结构 接收 6， 并 且 打 印 : 6, 7, 8, 9° 

己 知 一 个 消息 流 会 不 断 地 吐出 整数 1~N ， 但 不 一 定 按照 顺序 吐出 。 如 果 
上 次 打印 的 数 为 i ， 那 么 当 i+1 出 现时 ， 请 打印 i+1 及 其 之 后 接收 过 的 并 且 
ee BL, AIN 全 部 接收 并 打印 完 ， 请 设计 这 种 接收 并 打印 的 
[ÆR] 


消息 流 最 终 会 吐出 全 部 的 1~N ， 当 然 最 终 也 会 打印 完 所 有 的 1~~N ， 要 求 
接收 和 打印 1~NN 的 整个 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 O (N )。 


【难度 】 
Rt sku 
【解答 】 


本 题 的 设计 方法 有 很 多 ， 本 书 提供 一 种 设计 实现 供 读者 参考 。 结 构 假 设 
叫 MessageBox， 先 以 一 个 与 题目 不 同 的 例子 来 简单 说 明 过 程 : 


1. 消息 流 吐 出 2，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {2}， 此 时 不 打印 ， 
为 1 没 出 现 。 


2. 消息 流 吐 出 1，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {1}， 发 现 可 以 与 {2} 
连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {1，2}。 此 时 1 出 现 了 ， 所 以 打印 1， 
2， 打 印 后 删除 连续 区 间 {1，2} - 


3. 消息 流 吐 出 4，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {4} 。 


4. 消息 流 吐 出 5，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {5}， 发 现 可 以 与 {4} 
连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {4，5}。 


5. 消息 流 吐 出 7，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {7}， 此 时 MessageBox 
中 有 两 个 连续 区 间 ， 分 别 为 {4，5} 和 {7}。 但 3 还 没 出 现 ， 所 以 不 打印 。 


6. 消息 流 吐 出 9，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {9}， 此 时 MessageBox 
EN 分 别 为 {4，5}、{7} 和 {9}。 但 3 还 没 出 现 ， 所 以 不 打 
J © 


7. 消息 流 吐 出 8，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {8}， 此 时 发 现 {8} 的 
出 现 可 以 把 {7} 和 {9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {7，8，9}。 此 时 
MessageBox 中 有 两 个 连续 区 间 ， 分 别 为 {4，5} 和 {7，8，9}。 但 3 还 没 出 
现 ， 所 以 不 打印 。 


8. 消息 流 吐 出 6，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {6}， 此 时 发 现 {6} 的 
出 现 可 以 把 {4，5} 和 {7，8，9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {4， 
5，6，7，8，9}。 但 3 还 没 出 现 ， 所 以 不 打印 。 


9. 消息 流 吐 出 3，MessageBox 接 收 并 生成 连续 区 间 {3}， 发 现 可 以 与 {4， 
5，6，7，8，9} 连 在 一 起 ， 所 以 连 成 整个 连续 区 间 {3，4，5，6，7，8， 
9}。 此 时 3 出 现 了 ， 所 以 打印 3，4，5，6，7，8，9。 打 印 后 删除 连续 区 
间 {3，4，5，6，7，8，9}， 整 个 过 程 结束 。 


分 析 如 上 过 程 可 以 知道 ， 如 果 达 到 整个 过 程 ， 其 时 间 复 杂 上 度 为 O(N )， 我 

们 需要 设计 好 的 连续 区 间 结 构 ， 并 且 在 一 个 数 出 现时 ， 还 要 方便 地 将 这 

ne 。 下面 就 介绍 MessageBox 结 构 的 具 
Į T HT: 


1， 当 接收 一 个 数 num 时 ， 先 根据 num 生 成 一 个 单 链表 节点 的 实例 ， 单 链 
表 结构 记 为 Node， 具 体 请 参看 如 下 的 Node 类 。 


public class Node { 


public int num; 


public Node next; 


public Node(int num) { 


this.num = num; 


2. 连续 结构 就 是 一 个 单 链 表 结 构 ， 但 这 是 不 够 的 ， 为 了 可 以 快速 合并 ， 
MessageBox 中 还 有 三 个 重要 的 部 分 : headMap ` tailMap fl lastPrint ° 
headMap 是 一 个 哈 希 表 ，key 为 整 型 ， 表 示 一 个 连续 区 间 开 始 的 数 ，value 
为 Node 类 型 ， 表 示 根 据 key 这 个 数 生 成 的 和 点 ， 也 是 连续 区 间 的 第 一 个 节 
点 。tailMap 也 是 一 个 哈 硕 表 ，key 为 整 型 ， 表 示 一 个 连续 区 间 结 束 的 数 ， 
value 为 Node 类 型 ， 表 示 根 据 key 这 个 数 生 成 的 节点 ， 也 是 连续 区 间 的 最 后 
一 个 点。 比如 连续 区 间 {4，5，6，7，8，9}， 假 设 节 点 值 为 4 的 节点 记 
为 start， 贡 点 值 为 9 的 和 点 记 为 end， 从 start 到 end 是 一 条 单 链 表 ， 上 面 有 区 


点 值 从 4 到 9 的 所 有 节点 ， 而 且 在 headMap 中 还 有 记录 (4，starD， 在 tailMap 
中 还 有 记录 (9，end)。lastPrint 表 示 上 次 打印 的 是 什么 数 。 


3. 接收 hum 之后， 假设 根据 num 生 成 的 单 链表 市 点 实例 为 cur。 现在 的 
num 可 以 自己 成 为 一 个 连续 区 则 ， 即 在 headMap 中 加 上 记录 um，cur)， 
在 tailMap 中 也 加 上 记录 (num，cun。 然 后 依次 进行 如 下 处 理 : 


1) 在 tailMap 中 查询 是 否 有 key==num-1 的 记录 。 如 果 有 ， 说 明 存 在 一 个 连 
续 区 间 以 num-1 结 尾 ， 记 为 连续 区 间 A ， 那 么 A 可 以 和 num 自 己 的 连续 区 
间 人 合并。 假设 A 最 后 的 数 num-1 对 应 的 节点 为 end， 那 么 令 end.next=cur， 
表示 A 的 单 向 链表 在 最 后 加 了 一 个 节点 cur。 然后 在 tailMap 中 删除 记录 
(num-1，end)， 因 为 以 num-1 结 尾 的 连续 区 则 已 经 不 存在 ， 大 的 连续 区 间 
是 以 num 结 尾 的 。 最 后 在 headMap 中 删除 记录 (num，cur)， 因 为 以 num 开 
始 的 连续 区 间 已 经 不 存在 ， 大 的 连续 区 间 的 头 是 合并 前 连续 区 间 A 的 头 。 
如 果 没 有 key==num-1 的 记录 ， 则 什么 也 不 用 做 。 


2) 在 headMap 中 查询 是 否 有 key==num+1 的 记录 。 如 果 有 ， 说 明 存 在 一 个 
连续 区 间 以 num+1 开 始 ， 记 为 连续 区 间 B ， 那 么 B 可 以 和 以 num 结 尾 的 连 
续 区 间 人 合并。 假设 B 开 始 的 数 num+1 对 应 的 节点 为 start， 那 么 令 
curnext=start， 表 示 以 num 结 尾 的 连续 区 间 的 链表 合 和 B 的 链表 合并 。 然 
后 在 headMap 中 删除 记录 (mum+1，start)， 因 为 以 hum+1 开 始 的 连续 区 间 已 
经 不 存在 。 最 后 在 tailMap 中 删除 记录 mum，cur)， 因 为 以 num 结束 的 连续 
区 间 也 已 经 不 存在 。 如 果 没 有 key==num+1 的 记录 ， 则 什么 也 不 用 做 。 


整个 步骤 3 就 是 做 一 件 事 情 ， 看 num 上 下 的 连续 区 域 有 没有 因为 自己 的 出 
现 可 以 进行 合并 ， 能 合并 的 全 部 都 合并 在 一 起 。 


4. 加 入 num 之 后 ， 能 不 能 打印 。 如 采 能 打印 ， 把 打印 的 连续 区 域 一 律 删 


除 。 


如 上 过 程 中 ， 连 续 区 域 的 合并 全 是 O (1) 的 时 间 复 杂 度 ， 因 为 都 是 简单 的 
哈 希 表 查 询 操 作 或 者 是 把 某 个 广 点 的 next 指 针 赋 值 而 已 。 整 体 过 程 的 时 间 
复杂 度 为 O(N )，MessageBox 结 构 的 具体 实现 请 参看 如 下 代码 中 的 
MessageBox 类 。 


public class MessageBox { 


private HashMap<Integer, Node> headMap; 


private HashMap<Integer, Node> tailMap; 


private int lastPrint; 


public MessageBox() { 
headMap = new HashMap<Integer, Node>(); 
tailMap = new HashMap<Integer, Node>(); 


lastPrint = 0; 


public void receive(int num) { 

if (num < 1) { 
return; 

) 

Node cur = new Node(num); 

headMap.put(num, cur); 

tailMap.put(num, cur); 

if (tailMap.containsKey(num - 1)) I 
tailMap.get(num - 1).next = cur; 
tailMap.remove(num - 1); 
headMap.remove(num); 

} 

if (headMap.containskey(num + 1)) I 
cur.next = headMap.get(num + 1); 
tailMap.remove(num); 


headMap.remove(num + 1); 


} 


if (headMap.containsKey(lastPrint + 1)) 


print(); 


private void print() { 
Node node = headMap.get(++lastPrint); 
headMap.remove(lastPrint) ; 
while (node ! = null) { 


System.out.print(node.num + " ") 


node = node.next; 
lastPrint++; 
) 
tailMap.remove(--lastPrint); 


System.out.println(); 


设计 一 个 没有 扩容 负担 的 堆 结构 
[EE] 
堆 结 构 一 般 是 使 用 固定 长 度 的 数组 结构 来 实现 的 。 这 样 的 实现 虽然 足够 


经 典 ， 但 存在 扩容 的 负担 ， 比 如 不 断 问 堆 中 增加 元 素 ， 使 得 固定 数组 快 
耗 尽 时 ， 束 不 得 不 申请 一 个 更 大 的 固定 数组 ， 然 后 把 原来 数组 中 的 对 象 


复制 到 新 的 数组 里 完成 堆 的 扩容 ， 所 以 ， 如 果 扩 容 时 堆 中 的 元 素 个 数 为 N 
， 那 么 扩容 行为 的 时 间 复 灯 度 为 O(N )。 请 设计 一 种 没有 扩容 负担 的 堆 结 
构 ， 即 在 任何 时 刻 有 关 堆 的 操作 时 间 复 杂 度 都 不 超过 O (logN )。 

[ER] 

1. 没有 扩容 的 负担 。 

2. 可 以 生成 小 根 扒 ， 也 可 以 生成 大 根 堆 。 

3. 包含 getHead 方 法 ， 返 回 当前 堆 顶 的 值 。 

4. 包含 getSize 方 法 ， 返 回 当 前 堆 的 大 小 。 

Raddy x, 即 向 堆 中 新 加 元 素 x， 操 作 后 依然 是 小 根 堆 /大 根 


a Ma 即 删除 并 返回 堆 项 的 值 ， 操 作 后 依然 是 小 根 堆 /大 


7. 如 果 堆 中 的 节 扣 个 数 为 WN， 那么 各 个 方法 的 时 间 复 洒 度 为 : 
getHead:O (1)° 
getSize:O (1) ° 
add:O (logN ) ° 
popHead:O (logN ) ° 
【难度 】 
将 dok 
【解答 】 
本 题 的 设计 方法 有 很 多 ， 本 书 提供 的 方法 实际 上 十 实现 了 完全 二 又 树 结 


构 ， 并 含有 堆 的 调整 过 程 。 二 叉 树 的 节点 类 型 如 下 ， 比 经 典 的 二 又 树 节 
所 多 一 条 指 同 父 节点 的 parent 指 针 : 


public class Node<k> { 


public K value; 


public Node<k> left; 


public Node<K> right; 


public Node<K> parent; 


public Node(K data) { 


value = data; 


本 书 实现 的 堆 结 构 叫 MyHeap 类 ，MyHeap 中 有 四 个 重要 的 组 成 部 分 。 
e head:Node 类 型 的 变量 ， 表 示 当 前 堆 的 头 节 点 。 


e last:Node 类 型 的 变量 ， 表 示 当 前 堆 的 堆 尾 点， 也 吏 是 最 后 一 排 
HØEN ° 


o size: 整 型 变量 ， 表 示 当 前 堆 的 大 小 。 


e comp: 继承 了 Comparator 接 口 的 比较 絮 类 型 的 变量 。 在 构造 
Myheap 实 例 时 由 用 户 定 义 ， 通 过 定义 堆 中 元 素 的 比较 方式 ， 目 然 可 
ee > comp 变 量 是 在 构造 时 一 经 设 定 残 不 
能 更 改 。 


所 有 堆 的 操作 在 执行 时 ， 变 量 head、last 和 size 都 能 够 正确 更 新 是 MyHeap 
类 实现 的 重点 。 其 中 getHead 方 法 和 getSize 方 法 是 很 容易 实现 的 ， 就 是 直 
接 取 值 返回 即 可 。 那 么 接 下 来 束 重 点 介绍 add 方 法 和 popHead 方 法 的 实现 
HT o 


add 方 法 的 实现 。 如 果 想 要 把 元 素 value 加 入 到 堆 中 ， 首 先生 成 二 又 树 节 点 
类 型 的 实例 ， 即 new Node<value 的 类 型 >(value)， 假 设 生 成 的 和 点 为 
newNode。 把 newNode 加 到 二 叉 树 上 的 具体 过 程 如 下 : 


1. 如果 size==0， 说 明 当 前 的 堆 没 有 节点， 三 个 变量 简单 赋值 即 可 : 


if (size == 0) { 
head = newNode; 
last = newNode; 
size++; 
return; 


} 


2. 如 果 size>0， 说 明 当 前 的 堆 有 和 点 ， 些 时 想 要 加 上 newNode 的 困难 在 
于 ， 不 知道 newNode 应 该 加 到 二 又 树 的 什么 位 置 。 此 时 利用 last 的 位 置 来 
找到 newNode 应 该 加 的 位 置 。 


1) last 具 体 在 堆 中 的 什么 位 置 特别 关键 ， 具 体 有 如 下 三 种 情况 : 


情况 一 ， laste SEN RTT, 也 就 是 当前 层 已 经 满 ， 无 法 再 加 
新 的 广 点 ， 那 么 newNode 应 该 加 在 新 一 层 最 左 的 位 置 。 


情况 二 ， 如 果 ]last 是 last 父 刷 点 的 左 孩 子 ， 那 么 newNode 应 该 加 在 last 父 斑 
AHA FINE ° 


情况 三 ， 如 采 last 既 不 是 情况 一 ， 也 不 是 情况 二 ， 则 参见 图 9-7。 


图 9-7 


图 9-7 代 表情 况 三 ， 即 当前 层 并 没有 添加 满 ， 但 是 last 的 父 节点 (比如 图 中 
的 D 节 点 ) 已 经 添加 满 ， 此 时 需要 一 个 向 上 寻找 的 过 程 。 先 以 last 作 为 当 
前 节点 ， 然 后 看 看 当前 节点 是 不 是 当前 节点 的 父 节 点 的 左 孩 子 ， 如 果 不 
是 ， 就 一 直 向 上 。 比 如 图 9-7 中 的 节点 I， 它 不 是 其 父 节 点 的 左 孩 子 ， 那 么 
上 寻找 开始 ， 节 点 DD 成 为 当前 节点 。 此 时 发 现 节点 DD 是 其 父 节点 ( 即 节 
AB) 的 左 孩 子 ， 此 时 寻找 结束 。 新 节点 newNode 应 该 加 在 节点 B 的 右 子 
树 的 最 左 节 点 的 左 孩 子 的 位 置 上 ， 即 节点 E 的 左 孩 子 位 置 。 下 面 再 举 一 
例 ， 如 图 9-8 所 示 。 


图 9-8 


图 9-8 中 last 节 点 是 节点 K， 如 何 找 到 newNode 应 该 加 的 位 置 呢 ? 和 图 9-7 的 
方式 相同 ， 也 是 往 上 寻找 的 过 程 。 开 始 时 当前 节点 为 和 点 K， 发 现 它 不 是 
其 父 节 点 Œ) 的 左 孩 子 ， 那 么 节点 E 变 成 当前 节点 ， 发 现世 不 是 其 父 刷 
点 (B) 的 左 孩子 ， 那 么 节点 B 变 成 当前 节点 ， 发 现 节 点 B 是 其 父 节 点 A 的 
左 孩 子 ， 此 时 间 上 的 过 程 停 止 。 新 节点 newNode 应 该 加 在 节点 A 的 右 子 树 
的 最 左 节 点 的 左 孩 子 的 位 置 上 ， 即 节点 F 的 左 孩 子 位 置 。 


2) 加 完 newNode 之 后 ，newNode 就 成 为 新 的 last， 令 last=newNode， 同 时 
size++ ° 


3) 此 时 的 last 节 点 就 是 新 加 节点 ， 虽 然 加 在 了 二 又 树 上 ， 但 还 没有 经 历 
建 堆 的 调整 过 程 。 比 如 ， 如 果 整 个 堆 是 大 根 堆 ， 而 新 加 市 点 的 值 又 很 
大 ， 按 道理 ， 这 个 和 点 应 该 经 历 同 上 交换 的 过 程 ， 所 以 最 后 应 该 从 last 
点 同上 经 历 堆 的 调整 过 程 ， 即 heapInsert 过 程 。 同 时 需要 特别 注意 的 是 ， 
在 交换 的 过 程 中 ，last 和 head 的 值 可 能 会 变化 ， 如 图 9-9 所 示 。 


ER <— head 
(3) (4) (5) @®< tast 


图 9-9 


假设 加 上 新 节点 ( 值 为 8 的 节点 ) 之 后 的 完全 二 叉 树 如 图 9-9 所 示 ， 很 明 
显 ，last 节 点 需要 往 上 调整 的 过 程 。 调 整 之 后 的 二 又 树 应 该 为 图 9-10。 


(a) <— head 
O Q 
$} (4) ey (6 )< last 


图 9-10 


如 果 在 经 历 调整 之 后 ， 新 加 的 节点 最 后 没有 占据 头 世 点 的 位 置 ， 那 么 
head 的 值 当然 是 不 用 改变 的 ， 但 如 果 最 后 占据 了 头 节 点 的 位 置 ， 则 head 的 
值 应 该 调整 ， 比 如 图 9-10 中 head 的 值 应 该 变 为 节点 8。 同 理 ， 如 果 在 经 历 
调整 时 发 现 ， 新 加 的 节点 并 不 比 它 的 父 节 点 大 ， 说 明 新 加 的 节操 不 需要 
同上 移动 ， 那 么 last 的 值 当 然 还 是 新 加 的 节点 ， 但 如 采 新 加 的 节点 需要 问 
上 移动 ， 比 如 图 9-10， 那 么 last 的 值 也 需要 调整 ， 应 该 设 为 新 加 的 节点 的 
STA (图 9-10 中 的 节点 6) 。 只 有 head 和 last 在 调整 的 每 一 步 都 正确 地 更 
新 ， 整 个 设计 才能 不 出 错 。 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 MyHeap 类 实现 的 
heapInsertModify 方 法 。 


popHead 方 法 的 实现 。 删 除 堆 顶 入 点 并 返回 堆 顶 的 值 ， 具 体 过 程 如 下 : 
1. 如 果 size==0， 说 明 当 前 堆 为 空 ， 直 接 返 回 null， 也 不 需要 任何 调整 。 


2， 如 采 size==1， 说 明 当 前 堆 里 只 有 一 个 节点 ， 返 回 节 点 值 并 将 堆 清 空 ， 
即 如 下 代码 : 


Node<K> res = head; 
if (size == 1) { 
head = null; 
last = null; 
size--; 
return res.value; 


} 


3. 如 果 size>1， 把 当前 堆 顶 节点 记 为 res， 把 最 后 一 个 元 素 (last) 放 在 堆 
顶 位 置 作 为 新 的 涉 ， 同 时 从 头 部 开始 进行 堆 的 调整 ， 使 其 继续 是 大 根 /小 
根 堆 ， 最 后 返回 res.value 即 可 。 话 虽 如 此 ， 但 是 这 个 过 程 还 是 要 保证 head 
和 last 的 正确 更 狐 ， 有 具体 细节 如 下 : 


1) 先 把 堆 中 最 后 一 个 节点 (last) 和 整个 堆 结构 断 开 ， 记 为 oldLast。 
为 oldLast 要 放 在 头 节 点 的 位 置 ， 所 以 last 的 值 应 该 变 成 oldLast 节 点 之 前 的 
那个 节点 ， 同 样 有 三 种 情况 。 


情况 一 ， 如 采 oldLast 在 断 开 之 前 是 其 所 在 层 的 最 左 市 点 ， 那 么 在 断 开 之 
后 ，last 应 该 变 为 上 一 层 的 最 右 科 点。 


情况 二 ， 如 果 oldLast 在 断 开 之 前 是 oldLast 的 父 亡 点 的 右 孩 子 ， 那 么 在 断 
开 之 后 ，last 应 该 变 为 oldLast 的 父 节 上 的 左 孩 子 。 


情况 三 ， 除 情况 一 和 情况 二 外 ， 还 有 一 种 情况 ， 如 图 9-11 所 示 。 


图 9-11 


图 9-11 代 表 了 情况 三 ， 即 oldLast 并 不 是 当前 层 的 最 左 节点 ， 也 不 是 其 父 节 
点 的 右 孩 子 ， 此 时 需要 一 个 向 上 寻找 的 过 程 。 先 以 oldLast 作 为 当前 节 
点 ， 然 后 看 当前 节点 是 不 是 当前 节点 的 父 节 点 的 右 孩 子 ， 如 果 不 是 ， 就 
一 直 向 上 。 比 如 ， 图 9-11 中 的 节点 J， 它 不 是 其 父 节 点 的 右 孩 子 ， 那 么 向 
上 寻找 开始 ， 节 点 E 成 为 当前 节点 ， 此 时 发 现 节 点 E 是 其 父 节 点 ( 即 节点 
B) 的 右 孩 子 ， 寻 找 结 束 。last 节 点 应 该 设 成 节点 B 的 左 子 树 的 最 右 节 点 
(BUS SI) 。 我 们 再 举 一 例 ， 如 图 9-12 所 示 。 


图 9-12 


K]9-12 AJoldLast D RÆT AL, AM Elas AEE? 和 图 9-11 的 方 
式 相 同 ， 也 是 往 上 寻找 的 过 程 。 开 始 时 当前 节点 为 节点 L， 发 现 它 不 是 其 
父 节 点 (F) 的 右 孩 子 ， 那 么 节点 F 变 成 当前 节点 ， 发 现 也 不 是 其 父 节 点 

(C) 的 右 孩 子 ， 那 么 节点 C 变 成 当前 节点 ， 发 现 节 点 C 是 其 父 节点 A 的 右 
骇 子 ， 此 时 间 上 的 过 程 停止 。Last 方 点 应 该 设 成 节点 A 的 左 子 树 的 最 右 届 
RA, MAT AK > #91) 的 具体 过 程 请 参看 MyHeap 类 实现 的 
popLastAndSetPreviousLast 方 法 。 


2) 断 开 oldLast 节 点 后 ， 堆 中 的 元 素 少 了 一 个 ， 所 以 size 减 1。 如 果 size 在 
减 1 之 后 有 size==1， 说 明 一 开始 堆 的 大 小 为 2， 断 开 oldLast 之 后 堆 中 只 剩 
一 个 头 节 点。 那么 此 时 令 oldLast 作 为 新 的 头 节 点 ， 并 返回 旧 的 头 世 点 的 
值 即 可 ， 代 码 如 下 : 


Node<K> res = head; 


Node<K> oldLast = popLastAndSetPreviousL 
ast(); 


if (size == 1) { 


head = oldLast; 
last = oldLast; 


return res.value; 


3) WIR M oldLast HA, sizeRSAKF1 ° ABA KfoldLastix BLØT Ay TT 
点 ， 然 后 从 堆 顶 开始 往 下 调整 堆 结构 ， 即 heapify 的 过 程 ， 此 时 依然 要 注 
意 head 和 1]last 可 能 改变 的 情况 ， 为 调整 的 过 程 中 新 的 头 节 点 ( 即 
oldLast) 还 可 能 会 移动 ， 使 得 head 和 last 位 置 上 的 节点 发 生变 化 ， 具 体 过 
程 请 参看 MyHeap 类 实现 的 heapify 方 法 。 


MyHeap 类 的 设计 就 介绍 完了 ， 与 经 典 堆 结 构 是 一 个 数组 结构 不 同 的 是 ， 
MyHeap 类 是 一 个 完全 二 义 树 结构 ， 所 以 两 个 相 邻 节点 在 交换 位 置 时 的 处 
理会 更 复杂 ， 都 考虑 彼此 的 拓扑 关系 ， 才 能 做 到 正确 地 进行 交换 。 有 具体 
请 参看 MyHeap 类 实现 的 swapClosedTwoNodes 方 法 。 当 然 也 可 以 不 进行 结 
构 上 的 交换 ， 而 只 是 交换 两 个 和 点 的 值 ， 即 Node.value。 


add 和 popHead 方 法 的 所 有 操作 都 是 在 完全 二 又 树 的 一 条 或 两 条 路 径 上 进 
行 的 操作 ， 所 以 每 一 个 操作 的 代价 都 是 完全 二 叉 树 的 高 度 级 别 ， 一 个 节 
点 数 为 N 的 完全 二 叉 树 高 度 为 O (logN )， 所 以 add 和 popHead 方 法 的 时 间 复 
杂 度 为 O (logN )。MyHeap 类 的 全 部 实现 如 下 : 


public class MyHeap<K> { 


private Node<K> head; // EXATA 


private Node<K> last; // 堆 尾 节点 


private long size; // 当前 堆 的 大 小 


private Comparator<K> comp; // 大 根 堆 或 小 根 堆 


public MyHeap(Comparator<K> compare) { 


head = null; 


last = null; 


size O; 


comp = compare; // 基于 比较 器 决定 是 大 根 堆 ; 


Bi 


zE MRE 


public K getHead() { 


return head == null ? null : head.value; 


public long getSize() { 


return size; 


public boolean isEmpty() { 


return size == 0 ? true : false; 


11 添加 一 个 新 节点 到 堆 中 


public void add(K value) { 


Node<K> newNode = new Node<K>(value); 
if (size == 0) { 

head = newNode; 

last = newNode; 


size++; 


return; 
) 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 


11 找到 正确 的 位 置 并 插入 到 新 节点 


while (parent ! = null && node ! = paren 
t.left) I 
node = parent; 
parent = node.parent; 

) 

Node<K> nodeToAdd = null; 

if (parent == null) { 
nodeToAdd = mostLeft(head); 
nodeToAdd.left = newNode; 
newNode.parent = nodeToAdd; 

} else if (parent.right == null) { 
parent.right = newNode; 
newNode.parent = parent; 

} else { 

局 nodeToAdd = mostLeft(parent.righ 


nodeToAdd.left = newNode; 


newNode.parent = nodeToAdd; 


} 


last = newNode; 


// 建 堆 过 程 及 其 调整 


heapInsertModify(); 


size++; 


public K popHead() { 

if (size == 0) { 
return null; 

} 

Node<K> res = head; 

if (size == 1) { 
head = null; 
last = null; 
size--; 
return res.value; 

} 


Node<K> oldLast = popLastAndSetPreviousL 
ast(); 


// 如 果 弹 出 堆 尾 节点 后 ， 堆 的 大 小 等 于 1 的 处 理 


if (size == 1) { 
head = oldLast; 
last = oldLast; 
return res.value; 
) 
// AAB TRUE, HERA NATAL 


Node<K> headLeft = res.left; 


Node<K> headRight = res.right; 

oldLast.left = headLeft; 

if (headLeft ! = null) { 
headLeft.parent = oldLast; 

) 

oldLast.right = headRight; 

if (headRight ! = null) { 
headRight.parent = oldLast; 

} 

res.left = null; 

res.right = null; 


head = oldLast; 


// 堆 heapify 过 程 


heapify(oldLast); 


return res.value; 


// KREIDnode AKT, RAAT 


private Node<K> mostLeft(Node<K> node) { 


while (node.left ! = null) I 


node = node.left; 


} 


return node; 


// 找到 以 node 为 头 的 子 树 中 ， 最 右 的 节点 


private Node<K> mostRight(Node<K> node) { 
while (node.right ! = null) { 
node = node.right; 


} 


return node; 


// 建 堆 及 调整 的 过 程 


private void heapInsertModify() { 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 


if (parent ! = null && comp.compare(node.value 
, parent.value) < 0) { 


last = parent; 


) 


while (parent ! = null && comp.compare(node. va 
lue, parent.value) < 0) { 


swapClosedTwoNodes(node, parent); 


parent = node.parent; 


) 

if (head.parent ! = null) { 
head = head.parent; 

) 


// 堆 heapify 过 程 


private void heapify(Node<K> node) { 
Node<K> left = node.left; 
Node<K> right = node.right; 
Node<K> most = node; 
while (left ! = null) < 


if (left ! = null && comp.compare(left.val 
ue, most.value) < 0) I 


most = left; 


} 
if (right ! = null && comp.compare(right.v 
alue, most.value) < 0) { 

most = right; 

} 

if (most ! = node) { 
swapClosedTwoNodes(most, node); 

} else { 
break; 

} 


left = node.left; 
right = node.right; 
most = node; 

) 

if (node.parent == last) { 


last = node; 


) 
while (node.p 


node 


} 


head = node; 


// 交换 相 邻 的 两 个 证 


private void swapClosedTwoNodes(Node<K> node, 


de<K> parent) { 


if (nod 


} 


Node<K> 
Node<K> 
Node<K> 
Node<K> 
Node<K> 


node.pa 


if (parentParent ! 


arent ! 


null) { 


node .parent; 


E 
PAR) 


No 


e == null || parent == null) { 
return; 
parentParent = parent.parent; 
parentLeft = parent.left; 
parentRight = parent.right; 
nodeLeft = node.left; 
nodeRight = node.right; 
rent = parentParent; 


null) { 


if (parent parentParent.left) 


parentParent.left node 


} else { 


parentParent.right nod 


} 


parent.parent = node; 
if (nodeLeft ! = null) { 


nodeLeft.parent = parent; 


) 

if (nodeRight ! = null) I 
nodeRight.parent = parent; 

) 


if (node == parent.left) ( 
node.left = parent; 
node.right = parentRight; 
if (parentRight ! = null) { 


parentRight.parent = nod 


) 
) else { 
node.left = parentLeft; 
node.right = parent; 
if (parentLeft ! = null) I 


parentLeft.parent = node 


) 


parent.left = nodeLeft; 


parent.right = nodeRight; 


T 


11 在 树 中 弹出 堆 尾 节点 后 ， 找 到 原来 的 倒数 第 二 个 节点 设置 成 新 


的 队 尾 市 点 
private Node<K> popLastAndSetPreviousLast() { 
Node<K> node = last; 
Node<K> parent = node.parent; 


while (parent ! = null && node ! = paren 
t.right) { 


node = parent; 
parent = node.parent; 
) 
if (parent == null) { 
node = last; 
parent = node.parent; 
node.parent = null; 
if (node == parent.left) { 
parent.left = null; 
} else I 
parent.right = null; 
) 
last = mostRight(head); 
} else { 


Node<K> newLast = mostRight(pare 
nt.left); 


node = last; 


parent = node.parent; 
node.parent = null; 
if (node == parent.left) { 
parent.left = null; 
} else I 
parent.right = null; 
) 
last = newLast; 
) 
size--; 


return node; 


随时 找到 数据 流 的 中 位 数 
【题目 】 
有 一 个 源源 不 断 地 吐出 整数 的 数据 流 ， 假 设 你 有 足够 的 空间 来 保存 吐出 
的 数 。 请 设计 一 个 名 叫 MedianHolder 的 结构 ，MedianHolder 可 以 随时 取得 
之 前 吐出 所 有 数 的 中 位 数 。 
[ER] 


1. 如 果 MedianHolder 已 经 保存 了 吐出 的 N 个 数 ， 那 么 任意 时 刻 将 一 个 新 
数 加 入 到 MedianHolder 的 过 程 ， 其 时 间 复 杂 度 是 O (logN ) ° 


2. 取得 已 经 吐出 的 N 个 数 整 体 的 中 位 数 的 过 程 ， 时 间 复 杂 度 为 O (1)。 
【难度 】 

将 Ook 

【解答 】 


本 书 设计 的 MedianHolder 中 有 两 个 堆 ， 一 个 是 大 根 堆 ， 一 个 是 小 根 堆 。 大 
根 堆 中 含有 接收 的 所 有 数 中 较 小 的 一 半 ， 并 且 按 大 根 堆 的 方式 组 织 起 
来 ， 那 么 这 个 堆 的 堆 顶 就 是 较 小 一 半 的 数 中 最 大 的 那个 。 小 根 堆 中 含有 
接收 的 所 有 数 中 较 大 的 一 半 ， 并 且 按 小 根 堆 的 方式 组 织 起 来 ， 那 么 这 个 
堆 的 堆 顶 就 是 较 大 一 半 的 数 中 最 小 的 那个 。 


例如 ， 如 果 已 经 吐出 的 数 为 6，1，3，0，9，8，7，2。 


LNR: 0, 1, 2, 3, MAI ÆR — AIBEL BAY AAR HER HE 
De 


SØS LNR: 6, 7, 8, 9, MACH IX — IHRE AR HER HE 
顶 。 


因为 此 时 数 的 总 个 数 为 偶数 ， 所 以 中 位 数 避 是 两 个 堆 顶 相 加 ， 再 除 以 2。 


如 果 此 时 新 加 入 一 个 数 10， 那 么 这 个 数 应 该 放 进 较 大 的 一 半 里 ， 所 以 此 
时 较 大 一 半 的 数 为 : 6，7，8，9，10。 此 时 6 依然 是 这 一 半 的 数组 成 的 小 
根 堆 的 堆 顶 ， 因 为 此 时 数 的 总 个 数 为 奇数 ， 所 以 中 位 数 应 该 是 正好 处 在 
中 间 位 置 的 数 ， 而 此 时 大 根 堆 有 4 个 数 ， 小 根 堆 有 5 个 数 ， 那 么 小 根 堆 的 
堆 顶 6 就 是 此 时 的 中 位 数 。 如 果 此 时 又 新 加 入 了 一 个 数 11， 那 么 这 个 数 也 
应 该 放 进 较 大 的 一 半 里 ， 此 时 较 大 一 半 的 数 为 : 6, 7, 8, 9, 10, 11° 
这 时 小 根 堆 大 小 为 6， 而 大 根 堆 的 大 小 为 4， 所 以 要 进行 如 下 调整 


1. 如果 大 根 堆 的 size 比 小 根 堆 的 size 大 2， 那 么 从 大 根 堆 里 将 堆 顶 弹出 ， 
并 放 入 小 根 堆 里 。 


2. 如果 小 根 堆 的 size 比 大 根 堆 的 size 大 2， 那 么 从 小 根 堆 里 将 堆 顶 弹出 ， 
并 放 入 大 根 堆 里 。 进 行 这 样 的 调整 后 ， 大 根 扒 和 人 小 根 堆 的 size 相 同 。 


总 结 如 下 : 


1. 大 根 堆 每 时 每 刻 都 是 较 小 的 一 半 的 数 ， 堆 顶 为 这 一 堆 数 的 最 大 值 。 
2. 小 根 堆 每 时 每 刻 都 是 较 大 的 一 半 的 数 ， 堆 顶 为 这 一 堆 数 的 最 小 值 。 


ho one 选择 放 进 大 根 堆 或 者 小 


4. 当 任何 一 个 堆 的 size 比 男 一 个 的 size 大 2 时 ， 进 行 如 上 调整 过 程 。 


这 样 随 时 都 可 以 知道 已 经 吐出 的 所 有 数 处 于 中 间 位 置 的 两 个 数 是 什么 ， 
取得 中 位 数 的 操作 时 间 复 杂 度 为 O (， 同 时 根据 堆 的 性 质 ， 回 堆 中 加 一 
个 新 的 数 ， 并 且 调 整 堆 的 代价 为 O (logN )。 然 而 题目 有 一 个 很 重要 的 限 
制 “ 任 何 时 刻 将 一 个 新 数 加 入 到 MedianHolder 的 过 程 ， 时 间 复 杂 上 度 是 O 
(logN )”， 为 了 做 到 “任何 时 刻 * 的 要 求 ， 那 么 堆 的 设计 不 能 采用 固定 数组 
的 实现 方式 ， 因 为 会 有 扩容 的 代价 ， 但 是 在 Java 中 诸如 优先 级 队列 
(PriorityQueue) 等 很 多 库 提 供 的 数据 结构 却 都 是 使 用 固定 数组 的 方式 实 
现 的 。 所 以 严格 地 说 ， 使 用 这 些 结构 的 实现 并 不 符合 题目 要 求 。 本 书 “ 设 
计 一 个 没有 扩容 负担 的 堆 结构 ”问题 中 完成 了 符合 要 求 的 堆 结构 实现 ， 即 
其 中 的 MyHeap 类 ， 请 读者 先 理解 这 个 类 的 实现 ， 然 后 参看 本 题 的 实现 
( 即 如 下 代码 中 的 MedianHolder 类 ) 。 


public class MedianHolder { 
private MyHeap<Integer> minHeap; 


private MyHeap<Integer> maxHeap; 


public MedianHolder() { 


this.minHeap = new MyHeap<Integer> 
(new MinHeapComparator()); 


this.maxHeap = new MyHeap<Integer> 
(new MaxHeapComparator()); 


} 


public void addNumber(Integer num) { 


if (this.maxHeap.isEmpty()) I 
this.maxHeap.add(num); 
return; 
} 
if (this.maxHeap.getHead() >= num) { 
this.maxHeap.add(num); 
} else { 
if (this.minHeap.isEmpty()) { 
this.minHeap.add(num); 
return; 


} 


if (this.minHeap.getHead() > num 


< 


this.maxHeap.add(num); 
} else I 


this.minHeap.add(num); 


) 


this.modifyTwoHeapsSize(); 


public Integer getMedian() ( 


long maxHeapSize = this.maxHeap.getSize( 


); 


long minHeapSize = this.minHeap.getSize( 


); 


if (maxHeapSize + minHeapSize == 0) { 


ad(); 


ad(); 


0) { 


d) / 2; 


return null; 


} 


Integer maxHeapHead = this.maxHeap.getHe 


Integer minHeapHead = this.minHeap.getHe 


if (((maxHeapSize + minHeapSize) & 1) == 


return (maxHeapHead + minHeapHea 


} else if (maxHeapSize > minHeapSize) { 
return maxHeapHead; 
} else { 


return minHeapHead; 


private void modifyTwoHeapsSize() { 


ap.getSize() + 2) { 


pHead()); 


ap.getSize() + 2) { 


pHead()); 


if (this.maxHeap.getSize() == this.minHe 


this.minHeap.add(this.maxHeap.po 


) 

if (this.minHeap.getSize() == this.maxHe 
this.maxHeap.add(this.minHeap.po 

) 


eger> { 


eger> { 


// 生 成 大 根 堆 的 比较 右 


public class MaxHeapComparator implements Comparator<Int 


Qoverride 
public int compare(Integer o1, Integer 02) { 
if (02 > 01) { 
return 1; 
} else { 


return -1; 


// 生 成 小 根 堆 的 比较 器 


public class MinHeapComparator implements Comparator<Int 


@Override 


public int compare(Integer o1, Integer 02) { 
if (02 < 01) I 
return 1; 
} else { 


return -1; 


} 


在 两 个 长 度 相等 的 排序 数组 中 找到 上 中 


位 数 


【题目 】 


给 定 两 个 有 序数 组 arr1 和 arr2， 已 知 两 个 数组 的 长 度 都 为 WN ， 求 两 个 数组 
中 所 有 数 的 上 中 位 数 。 


【举例 】 

arrl=[1, 2, 3, 4], arr2=[3, 4, 5, 6] 

总 共有 8 个 数 ， 那 么 上 中 位 数 是 第 4 小 的 数 ， 所 以 返回 3。 
arr1=[0, 1, 2], arr2 =[3, 4, 5] 

总 共有 6 个 数 ， 那 么 上 中 位 数 是 第 3 小 的 数 ， 所 以 返回 2。 
【要 求 】 

时 间 复 杂 度 为 O (logN )， 额 外 空间 复杂 度 为 O (1)。 
DER] 
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【解答 】 


根据 时 间 复 杂 度 的 要 求 可 知 ， 应 该 利用 二 分 的 方式 寻找 上 中 位 数 ， 具 体 
过 程 为 : 


1. 重新 定义 一 下 问题 ， 现 在 我 们 在 arrl[startl..end1] 与 arr2[start2..end2] 上 
寻找 这 两 段 数 组 共同 的 上 中 位 数 ， 并 且 这 两 段 的 长 度 应 该 相等 (end1- 


star1==end2-start2) ° 


2. 初始 时 startl1=0 ，endl=N-1， 即 arrl[start1..end1] 代 表 arrl 的 全 部 。 
start2=0，end2=N-1， 即 arr2[start2..end2] 代 表 arr2 的 全 部 。 


3. 如 果 startl==end1， 那 么 也 有 start2==end2， 找 寻 的 过 程 中 始终 保证 两 
段 长 度 一 致 。 这 种 情况 下 说 明 每 一 段 都 只 有 一 个 元 素 ， 这 时 元 素 总 个 数 
是 2 个 ， 上 中 位 数 为 较 小 的 那个 ， 则 应 该 直接 返回 min{ arrl[start1] , 
arr2[start2] } ° 


4. 如果 start1! =end1， 此 时 说 明 两 段 数 组 的 长 上 度 都 大 于 1， 则 令 mid1= 
(startl+end1)/2 , {È 表 arrl[startl..end1] Å F [a] få Å ° $ mid2= 
(start2+end2)/2, ， 代 表 arr2[start2..end2] 的 中 间 人 位置。 那么 具体 情况 有 三 
种 。 


Ude 如 采 arrl[mid1]j==arr2[mid2]。 为 了 方便 理解 ， 举 两 个 例 于 说 明 这 
种 情况 。 


1) arr1 和 arr2 的 长 度 为 奇数 的 例子 。arr1 的 长 度 为 5，{1，2，3，4，5} 依 
次 表示 arr1 的 第 1 个 数 ， 第 2 个 数 ...... 第 5 个 数 ， 注 意 ， 这 个 数字 表示 arrl 第 
几 个 数 的 意思 ， 并 不 代表 值 。arr2 长 度 为 5，{1' ，2' ，3' 4, 5 } 依 次 表 
示 arr2 的 第 1 个 效 ， 第 2 个 数 .…… 第 5 个 数 ， 注 意 ， 这 个 数字 表示 arr2 的 第 几 
个 数 的 意思 ， 并 不 代表 值 。 如 果 arr1 的 第 3 个 数 等 于 arr2 的 第 3 个 数 (3==3 
) ， 那 么 对 这 两 个 数 来 说 ， 在 arrl 中 把 1 和 2 压 在 底下 ， 在 arr2 中 把 ?和 22? 压 
在 底下 。 所 以 这 两 个 数 的 值 束 是 上 中 位 数 ， 直 接 返 回 arrl[mid1] 即 可 (4 
然 也 是 arr2[mid2]) 


2) ar1 和 arr2 的 长 度 为 偶数 的 例子 。arr1l 的 长 度 为 4，{1，2，3，4} 的 含义 
同上 。arr2 的 长 度 为 4，{1' ，2' ，3' ，4' } 的 含义 同上 。 如 果 arr1 的 第 2 个 
数 等 于 arr2 的 第 2 个 数 (2==2' ) ， 那 么 对 这 两 个 数 来 说 ， 在 arrl 中 把 1 压 在 
底下 ， 在 arr2 中 把 1 压 在 底下 。 所 以 这 两 个 数 的 值 承 是 上 中 位 数 ， 直 接 返 
回 arrl[mid1] 即 可 (当然 也 是 arr2[mid2]) 


Se E ppt, 情况 一 中 ， 如 果 arl[midl]j==ar2[mid2] ， 直接 返回 
arr1[mid1] ° 


| 如 果 arrl[mid1]>arr2[mid2]。 为 了 方便 理解 ， 仍 然 举 两 个 例子 说 
HA o 


1) arr1 和 arr2 的 长 度 为 奇数 的 例子 。arrl 长 度 为 5，{1，2，3，4，5} 的 含 
SOLE 。arr2 长 度 为 5 {1', 2, 3, 4 ，5' } 的 含义 同上 上。 如果 arr1 的 第 3 
个 数 大 于 arr2 的 第 3 个 数 (3>3"”))， 对 4 来 说 ， 它 可 能 是 第 5 个 数 吗 ? 不 可 能 。 
因为 在 arr1 中 ，4 把 三 个 数 压 在 底下 ， 同 时 又 有 (3>3)， 所 以 4 在 arr2 中 又 起 
码 把 三 个 数 压 在 压 下 ， 所 以 4 最 好 情况 下 是 第 7 个 数 。 那 么 对 5 来 说 ， 则 更 
不 可 能 。 对 2 来 说 ， 它 可 能 是 第 5 个 数 吗 ? 不 可 能 。 因 为 在 arr2 中 ，2: 只 压 
了 一 个 数 ， 同 时 又 有 (3>3' >=20， 所 以 2' 在 arrl 中 最 多 只 能 把 两 个 数 压 在 
底下 ， 所 以 2 最 好 情况 下 是 第 4 个 数 。 那 么 对 1 来 说 ， 则 更 不 可 能 。 现 在 
我 们 看 一 下 ，{1，2，3} 和 {3' ，4' ，5'} 这 两 段 共 同 的 上 中 位 数 ， 也 就 是 
这 6 个 数 中 第 3 小 的 数 记 为 a， 代 表 什 么 ? a 在 {I1，2，3} 和 {3' ，4' ，5' px 
两 段 中 ， 会 把 两 个 数 压 在 下 面 ， 同 时 也 会 把 原来 arr2 中 的 1 和 2: 压 在 下 
面 。 那 么 a 正好 就 是 {1，2，3，4，5} 和 {1' 2, 3, 4, 5 } 整 体 第 5 小 
的 数 ， 也 就 是 想 求 的 结果 。 所 以 只 要 求 {1，2，3} 和 {3' 4, SJØER 
位 数 即 可 ， 即 令 endl1=midl1，start2=mid2， 然 后 重复 步骤 3 。 


2) arr1 和 arr2 的 长 度 为 偶数 的 例子 。arrl 长 度 为 4，{1，2，3，4} 的 含义 同 
Earl kÆ 4, {1', 2), 3', 4 } 的 含义 同上 。 如 果 arrl 的 第 2 个 数 大 
于 arr2 的 第 2 个 数 (2>2)， 对 3 来 说 ， 它 可 能 是 第 4 个 数 吗 ? 不 可 能 ， 因 为 它 
起 码 把 四 个 数 压 在 底下 ， 最 好 情况 也 是 第 5 个 数 ， 则 4 更 不 可 能 。 对 2: 来 
说 ， 它 可 能 是 第 4 个 数 吗 ? 也 不 可 能 ， 因 为 它 最 多 只 把 两 个 数 压 在 底下 ， 
最 好 情况 也 仪 是 第 3 个 数 ， 则 1 更 不 可 能 。 现 在 我 们 看 一 下 ，{1，2} 和 {3' 
，4 } 这 两 段 共同 的 上 中 位 数 ， 也 就 是 这 4 个 数 中 第 2 小 的 数 记 为 bp， 代 表 
FA? b 在 {1，2} 和 {3' ，4 } 这 两 段 中 ， 会 把 一 个 数 压 在 下 面 ， 同 时 也 会 
把 原来 arr2 中 的 二 和 2? 压 在 下 面 。 那 么 b 正 好 就 是 {1，2，3，4} 和 {1' 2 
，3' ，4' } 整 体 第 4 小 的 数 ， 也 束 是 想 求 的 结果 。 所 以 只 要 求 {1，2} 和 {3' 
，4' } 的 上 中 位 数 即 可 ， 即 令 end1=mid1，start2=mid2+1， 然 后 重复 步 又 
3 0 


综 上 所 述 ， 情 况 二 中 ， 无 论 怎样 ， 在 arrl 和 arr2 的 范围 上 都 可 以 二 分 。 
情况 三 ， 如 果 arrl[mid1]<arr2[mid2]。 分析 方式 类 似 情况 二 ， 这 里 不 再 详 
细 解 释 ， 肯 定 可 以 二 分 。arrl1 和 arr2 如 果 长 度 为 奇数 ， 令 start1=mid1， 
end2=mid2 ， 然 后 重复 步骤 3。arl 和 ar2 如 果 长 度 为 偶数 ， 令 
start1=midl1+1，end2=mid2， 然 后 重复 步骤 3 © 


具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 getUpMedian 方 法 。 


public int getUpMedian(int[] arri, int[] arr2) { 


if (arr1 == null || arr2 == null || arri.length 
! = arr2.length) { 


throw new RuntimeException("Your arr is 
invalid! "); 


int startı = 0; 
int end1 = arri.length - 1; 
int start2 = 0; 
int end2 = arr2.length - 1; 


int midi 


Il 
© 


int mid2 = 0; 
int offset = 0; 
while (start1 < end1) { 
midi = (start1 + end1) / 2; 


mid2 = (start2 + end2) / 2; 


// 元 素 个 数 为 奇数 ， 则 offset 为 909， 元素 个 数 为 个 


oo 


数 ， 则 offset 为 1。 
offset = ((end1 - starti + 1) & 1) 1; 
if (arri[midi] > arr2[mid2]) { 
end1 = midi; 
Start2 = mid2 + offset; 
} else if (arr1[mid1] < arr2[mid2]) { 
Start1 = midi + offset; 
end2 = mid2; 
} else { 


return arri[mid1]; 


) 
return Math.min(arrif[start1], arr2[start2]); 
} 
在 两 个 排序 数组 中 找到 第 K 小 的 数 


【题目 】 
ge 序数 组 arr1 和 arr2， 再 给 定 一 个 整数 K ， 返 回 所 有 的 数 中 第 K 小 


【举例 】 

ar1=[1, 2, 3, 4, 5], arr2=[3, 4, 5], k=1° 
1 是 所 有 数 中 第 1 小 的 数 ， 所 以 返回 1。 
arrl=[1，2，3]，arr2=[3，4，5，6]，K=4。 

3 是 所 有 数 中 第 4 小 的 数 ， 所 以 返回 3。 

[ÆR] 


如 果 arrl 的 长 度 为 N ，arr2 的 长 度 为 M ， 时 间 复 杂 度 请 达到 O (log(min{M 
，N ))， 额 外 空间 复杂 度 为 0 (1) © 
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【解答 】 
在 了 解 本 题 的 解法 之 前 ， 请 读者 先 阅读 上 一 题 “ 在 两 个 长 度 相等 的 排序 数 
组 中 找到 上 中 位 数 ” 这 个 问题 的 解答 。 本 题 也 深度 利用 了 这 个 问题 的 解 


法 。 以 下 的 getUpMedian 方 法 就 是 上 中 位 数 这 个 问题 的 代码 ， 在 al[s1..e1] 
和 a2[s2..e2] 两 段 长 度 相等 的 范围 上 找 上 中 位 数 o 


public int getUpMedian(int[] a1, int s1, int e1, int[] a 
2, int s2, int e2) { 


int midi = 0; 
int mid2 = 0; 
int offset = 0; 
while (si < e1) { 
midi = (s1 + e1) / 2; 
mid2 = (s2 + e2) / 2; 
offset = ((e1 - s1 + 1) & 1) À 1; 
if (ai[midi] > a2[mid2]) I 
ei = midi; 
s2 = mid2 + offset; 
} else if (al[mid1] < a2[mid2]) I 
si = midi + offset; 
e2 = mid2; 
} else { 


return a1i[mid1]; 


} 


return Math.min(a1[s1], a2[s2]); 


下 面 开 始 求解 本 题 ， 为 了 方便 理解 ， 我 们 用 举例 说 明 的 方式 。 长 度 较 短 
的 数组 为 shortArr， 长 度 记 为 lenS; 长 度 较 长 的 数组 为 longArr， 长 度 记 为 
lenL。 假设 shortArr 长 度 为 10。{1，2，3，...，10} 依 次 表示 shortArr 的 第 1 
个 数 ， 第 2 个 数 .……. 第 10 个 数 ， 注 意 ， 这 个 数字 表示 shortArr 的 第 几 个 数 


的 意思 ， 并 不 代表 值 。 假 设 longArr 长 度 为 27。{1 20, ，...，27' } 依 次 表 
示 longArr 的 第 1 个 数 ， 第 2 个 数 .……. 第 27 个 数 ， 注 意 ， 这 个 数字 表示 
并 不 代表 值 。 下 面 是 找到 整体 第 K 个 最 小 的 数 
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情况 1， 如 果 k <1 或 者 K>lenS+lenL， 那 么 K 值 是 无 效 的 。 
情况 2， 如 果 k <lenS。 那 么 在 shortArr 中 选 前 面 的 K 个 数 ， 在 longArr 中 也 选 


前 面 的 k 个 数 ， 这 两 段 数组 中 的 上 中 位 数 束 古 整 体 第 k 个 最 小 的 数 。 比 如 k 
那么 {1...5} 和 {1'...5' } 这 两 段 数 组 整体 的 上 中 位 数 束 是 整体 第 5 小 的 


情况 3， 如 果 k >lenL。 举 一 个 具体 的 例子 来 说 ， 一 共有 37 个 数 ， 求 第 33 个 
最 小 的 数 (33>lenL==27) 就 是 这 种 情况 。 在 {1...10} 中 ，5 不 可 能 成 为 第 33 
个 最 小 的 数 ， 因 为 即便 是 5 比 27’ 还 要 大 。 也 就 是 说 ， 即 使 5 在 longArr 中 把 
27 个 数 全 压 在 下 面 ，5 在 shortArr 中 也 只 把 4 个 数 压 在 下 面 ， 所 以 5 最 好 的 
情况 就 是 第 32 个 最 小 的 数 。 那 么 {1...4} 就 更 不 可 能 ， 所 以 {1...5} 一 律 不 可 
能 。 那 么 6 可 能 是 吗 ? 可 能 。6 如 果 大 于 27'， 那 么 6 就 是 第 33 个 最 小 的 数 ， 
直接 返回 ， 否 则 6 也 不 是 。 同 理 ， 在 {1' .27 } 中 ，{1'...22' } 绝 不 可 能 是 第 
33 个 最 小 的 数 。23’ 如 果 大 于 10， 那 么 23’ 束 是 第 33 个 最 小 的 数 ， 直 接 返 
回 ， 否 则 23’ 也 不 是 。 如 果 发 现 6 和 23; 有 一 个 满足 条 件 ， 就 可 以 直接 返 
回 。 否 则 可 以 知道 {1...6} 和 {1'...23' } 这 一 共 29 个 数 都 是 不 可 能 的 ， 那 么 
{7...10} 和 {24' ...27' } 这 两 段 数 组 整体 的 上 中 位 数 ， 即 这 8 个 数 里 的 第 4 小 
数 ， 就 是 整体 第 33 个 最 小 的 数 。 


情况 4， 如 果 不 是 情况 1、 和 情况 2 和 情况 3， 说 明 lenS<k<lenL。 举 一 个 具体 
的 例子 来 说 ， 求 第 17 个 最 小 的 数 (10<17<27) 就 是 这 种 情况 。 在 {1...10} 
中 ， 任 何 数 都 有 可 能 是 第 17 个 最 小 的 数 。 在 {1'...27' } 中 ，6’ 不 可 能 是 第 
17 个 最 小 的 数 ， 因 为 即使 6 在 shortAr 中 把 10 个 数 全 压 在 下 面 ，6’ 在 
longArr 中 也 只 把 5 个 数 压 在 下 面 ， 所 以 6 最 好 的 情况 就 是 第 16 个 最 小 的 
数 ， 所 以 {1' 6 } 一 律 不 可 能 。 在 {1'...27' } 中 ，18’ 也 不 可 能 是 第 17 个 最 
小 的 数 ，18' 最 好 的 情况 也 只 能 做 第 18 个 最 小 的 数 ， 所 以 {18' ...27' } 一 律 不 
可 能 。 只 剩 下 {7' ...17' }，7’ 可 能 是 吗 ? 可 能 。7' 如 果 大 于 10， 那 么 7 就 是 
第 17 个 最 小 的 数 ， 直 接 返 回 。 否 则 7 也 是 不 可 能 的 ， 这 时 {1'...7' } 这 一 共 
7 个 数 都 是 不 可 能 的 ， 那 么 {1...10} 和 {8' ...17' } 这 两 段 数组 整体 的 上 中 位 
数 ， 即 这 20 个 数 里 第 10 小 的 数 ， 就 是 整体 第 17 个 最 小 的 数 。 


不 管 是 以 上 4 种 情况 的 哪 一 种 ， 在 求 arr1 和 arr2 长 度 相 等 的 两 个 范围 上 的 上 
中 位 数 时 ， 范 围 最 多 也 只 是 shortArr 数 组 的 长 度 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O 


(log(min{M ，N }))°。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 findKthNum 方 法 。 


public int findKthNum(int[] arri, int[] arr2, int kth) I 
if (arri == null || arr2 == null) { 


throw new RuntimeException("Your arr is inva 


lid! ") 
) 
if (kth < 1 || kth > arr1.length + arr2.length) 
{ 
throw new RuntimeException("K is invalid! ") 
) 
int[] longs = arri.length >= arr2.length ? arri 
arr2; 
int[] shorts = arri.length < arr2.length ? arri 
arr2; 


int 1 = longs.length; 
int s = shorts.length; 
if (kth <= s) { 


return getUpMedian(shorts, 0, kth - 1, longs 
, ©, kth - 1); 


} 
if (kth > 1) < 
if (shorts[kth - 1 - 1] >= longs[l - 1]) I 
return shorts[kth - 1 - 1]; 
) 
if (longs[kth - s - 1] >= shorts[s - 1]) I 


return longs[kth - s - 1]; 


} 


return getUpMedian(shorts, kth - 1, s - 1, 1 
ongs, kth - s, 1 - 1); 


) 
if (longs[kth - s - 1] >= shorts[s - 1]) { 
return longs[kth - s - 1]; 


} 


return getUpMedian(shorts, 0, s - 1, longs, kth 


两 个 有 序数 组 间 相 加 和 的 TOP K 问题 


【题目 】 


给 定 两 个 有 序数 组 arrl1 和 arr 2， 再 给 定 一 个 整数 k ， 返 回来 自 arrl1 和 arr2 的 
两 个 数 相 加 和 最 大 的 前 k 个 ， 两 个 数 必须 分 别 来 自 两 个 数组 。 


【举例 】 


arrl=[1, 2, 3, 4, 5], arr2=[3, 5, 7, 9, 11], k=4° 


返回 数组 [16，15，14，14] ° 
[ER] 

时 间 复 杂 度 达到 O (k logk ) ° 
DER] 

FH kyr 

CFE] 


哪 两 个 分 别 来 和 目 两 个 排序 数组 的 数 相 加 最 大 ? 自然 是 arrl 的 最 后 一 个 数 和 
arr2 的 最 后 一 个 数 ， 假 设 arrl 长 度 为 N ，arr2 长 度 为 M ， 如 图 9-13 所 示 。 


arrl: 0 1 2 ++ j + Nel 


图 9-13 


既然 arr2[M-1]+arr1[N-1] 无 疑 是 所 有 和 中 最 大 的 ， 那 么 先 把 这 个 和 放 到 大 
根 堆 里 。 然 后 从 堆 中 弹出 一 个 堆 顶 ， 此 时 这 个 堆 顶 肯定 是 (M -1，NN -1) 位 
置 的 和 ， 即 arr2[M-1]+arrl1[N-1]。 然 后 把 两 个 位 置 的 和 再 放 进 堆 里 ， 分 别 
是 (M -2，N -1) 和 (M -1，N -2)， 因 为 除 (M -1，N -1) 位 置 的 和 之 外 ， 其 他 
任何 位 置 的 和 都 不 会 比 (M -2，N -1) 和 (M -1，N -2) 位 置 的 和 更 大 。 每 放 入 
一 个 位 置 的 和 ， 都 经 过 堆 的 调整 (heapInsert 调 整 ) 。 当 再 从 堆 中 弹出 一 
个 堆 顶 时 ， 此 时 的 堆 顶 必然 是 堆 中 最 大 的 和 ， 假 设 是 (i ，j ) 位 置 的 和 。 弹 
出 之 后 再 把 堆 调 整 成 大 根 堆 ， 即 把 堆 中 最 后 一 个 元 素 放 到 堆 顶 的 位 置 进 
行 从 上 到 下 的 heapify 调 整 ， 调 整 之 后 再 依次 把 (i ，j -1) 和 (i -1，j ) 位 置 的 
和 放 入 到 堆 中 。 也 就 是 说 ， 每 次 从 堆 中 拿 出 一 个 位 置 和 ， 然 后 把 拿 出 位 
置 和 的 左 位 置 和 上 位 置 放 入 到 堆 里 。 每 次 弹出 的 位 置 和 就 是 从 大 到 小 排 
列 的 我 们 想得到 的 Top K。 这 个 过 程 再 次 总 结 为 : 


1. 初始 时 把 位 置 (M -1，N -1) 放 入 堆 中 ， 因 为 这 个 位 置 代 表 的 相 加 和 束 是 
最 大 的 相 加 和 。 


2. 此 时 堆 顶 为 (M-1，N-TD， 把 这 个 位 置 代表 的 相 加 和 (arr2[M-1]+arrl[N- 
1]) 收 集 起 来 ， 然 后 把 堆 尾 放 到 堆 顶 的 位 置 ， 再 经 历 堆 的 调整 (heapify)， 最 
后 把 (M -2，N -1) 和 (M -1，N -2) 放 入 堆 中 ， 并 根据 代表 的 相 加 和 来 重新 调 
整 堆 (heapInserbD。 


3. 每 次 堆 顶 都 会 有 一 个 位 置 记 为 (i ，j )， 把 这 个 位 置 代表 的 相 加 和 
(arr2[i+arrl[ 训 收集 起 来 ， 然 后 把 堆 尾 放 到 堆 顶 的 位 置 ， 再 经 历 堆 的 调整 
(heapify)。 最 后 把 这 个 位 置 上 边 的 (i -1，j ) 和 和 左边 的 (i ，j -1) 放 入 堆 中 ， 并 
根据 代表 的 相 加 和 调整 堆 (heapInsert)。 


4. 直到 收集 的 个 数 为 k ， 整 个 过 程 结 

堆 的 大 小 为 k ， 每 次 堆 的 调整 为 O (logK ) 级 别 ， 并 且 一 共 收 集 k 个 数 ， 所 
以 时 间 复 杂 度 为 O (k logk )。 需 要 注意 的 是 ， 要 利用 哈 希 表 来 防止 同一 
位 置 重复 进 堆 的 情况 。 

全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 topKSum 方 法 。 


public class HeapNode { 
public int row; 
public int col; 


public int value; 


public HeapNode(int row, int col, int value) { 
this.row = row; 
this.col = col; 


this.value = value; 


public int[] topKSum(int[] a1, int[] a2, int topk) { 


if (al == null || a2 == null || topK < 1) { 
return null; 

) 

topK = Math.min(topK, a1.length * a2.length); 

HeapNode[] heap = new HeapNode[topK + 1]; 

int heapSize = 0; 

int headR = a1.length - 1; 

int headC = a2.length - 1; 

int UR = -1; 

int uC = -1; 

int IR = -1; 

int 1C = -1; 


heapInsert(heap, heapSize++, headR, headC, ai[he 
adR] + a2[headC]); 


HashSet<String> positionSet = new HashSet<String 


>(); 
int[] res = new int[topK]; 
int resIndex = 0; 
while (resIndex ! = topk) { 


HeapNode head = popHead(heap, heapSize- 
-); 


res[resIndex++] = head.value; 
headR = head.row; 

headC = head.col; 

UR = headR - 1; 


uC = headC; 


if (headR ! = 0 && ! isContains(uR, UC, 
positionSet)) { 


heapInsert(heap, heapSize++, UR, 
uC, ai[uR] + a2[uC]); 


addPositionToSet(uR, UC, positio 
nSet); 


} 
IR = headR; 
1C = headC - 1; 


if (headC ! = © && ! isContains(1R, IC, 
positionSet)) { 


heapInsert(heap, heapSize++, IR, 
1c, a1[1R] + a2[1C]); 


addPositionToSet(1R, 1C, positio 
nSet); 


} 


return res; 


public HeapNode popHead(HeapNode[] heap, int heapSize) { 
HeapNode res = heap[0]; 
swap(heap, 0, heapSize - 1); 
heap[--heapSize] = null; 
heapify(heap, 0, heapSize); 


return res; 


public void heapify(HeapNode[] heap, int index, int heap 
Size) { 


int left = index * 2 + 1; 
int right = index * 2 + 2; 
int largest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].value > heap[index].value) { 
largest = left; 


} 


if (right < heapSize && heap[right].value > 
heap[largest].value) { 


largest = right; 


) 
if (largest ! = index) { 
swap(heap, largest, index); 
} else I 
break; 
) 


index = largest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index £ 2 + 2; 


public void heapInsert(HeapNode[] heap, int index, int r 
ow, int col, 


int value) { 


heap[index] = new HeapNode(row, col, value); 


int parent = (index - 1) / 2; 


while (index ! = 0) { 
if (heap[index].value > heap[parent].val 
ue) { 
swap(heap, parent, index); 
index = parent; 
parent = (index - 1) / 2; 
} else { 
break; 
) 
) 
) 
oe public void swap(HeapNode[] heap, int index1, int index2 


HeapNode tmp = heap[index1]; 


heap[index1] = heap[index2]; 


heap[ index2] tmp; 


public boolean isContains(int row, int col, HashSet<Stri 
ng> set) { 


return set.contains(String.valueOf(row + "_" +c 
ol)); 


public void addPositionToSet(int row, int col, HashSet<S 
tring> set) { 


set.add(String.valueOf(row + " " + col)); 


出 现 次 数 的 TOP K 问题 


【题目 】 


给 定 Sting 基 型 的 数组 strArr， 再 给 定 整数 K ， 请 严格 按照 排名 顺序 打印 出 
现 次 数 前 k 名 的 字符 串 。 


【举例 】 


strArr=["1", He Ge "4" |; k =) 


No.1: 1, times: 1 
No.2: 2, times: 1 


Sv 所 有 的 字符 串 都 出 现 一 样 多 ， 随 便 打 印 任何 两 个 字符 串 都 


strArr=["1", a (eae At 下， k =9 
和 输出: 


No.1:1，tmes: 2 


No.2:2，tmes: 1 
或 者 输出 : 

No.1: 1，times: 2 
No.2:3, times: 1 


[ÆR] 


如 有 果 strArr 长 度 为 N ， 时 间 复 杂 度 请 达到 O (N logk ) ° 
【 进 阶 题目 】 


设计 并 实现 TopKRecord 结 构 ， 可 以 不 断 地 疝 其 中 加 入 字符 串 ， 并 且 可 以 
根据 字符 串 出 现 的 情况 随时 打印 加 入 次 数 最 多 前 k 个 字符 串 ， 具 体 为 : 


1. k 在 TopKRecord 实 例 生成 时 指定 ， 并 且 不 再 变化 (k 是 构造 画 数 的 参 


Bo 


= 


2. 含有 add(String str) 方 法 ， 即 同 TopKRecord 中 加 入 字符 串 。 


有 printTopK() 方 法 ， 即 打印 加 入 次 数 最 多 的 前 k 个 字符 串 ， 打 印 有 
符 串 和 对 应 的 次 数 即 可 ， 不 要 求 严格 按 排名 顺序 打印 。 


å 
3. Å 
哪些 字 

【举例 】 

TopKRecord record = new TopKRecord(2); // 打印 Top 2 的 结构 
record.add("A"); 
record.printTopK(); 
此 时 打印 : 

TOP: 

Str: A Times: 1 
record.add("B"); 
record.add("B"); 
record.printTopK(); 
此 时 打印 : 

TOP: 


Str: À Times: 1 


Str: B Times: 2 
或 者 打印 
TOP: 
Str: B Times: 2 
Str: A Times: 1 
record.add("C"); 
record.add("C"); 
record.printTopK(); 
此 时 打印 : 
TOP: 
Str: B Times: 2 
Str: C Times: 2 
或 者 打印 
TOP: 
Str: C Times: 2 
Str: B Times: 2 
【要 求 】 
1. 在 任何 时 刻 ，add 方 法 的 时 间 复 杂 度 不 超过 O (logk ) © 
2. 在 任何 时 刻 ，printTopK 方 法 的 时 间 复 杂 度 不 超过 O (k) © 
DER] 
原 问题 Rt ors 


进 阶 问 题 校 kor 


【解答 】 
原 问 题 。 首 移 壳 历 strArr 并 统计 字符 串 的 词 频 ， 例 如 ，strArr= 
["a"，"b"，""，"a"，"cq]， 明 历 后 可 以 生成 每 种 字符 串 及 其 相关 词 频 的 
哈 希 表 如 下 : 
key (FFE) value (相关 词 频 ) 
"a" 2 
"b" 2 
1 


I An 


C 


用 哈 希 表 的 每 条 信息 可 以 生成 Node 类 的 实例 ，Node 类 如 下 : 


public class Node { 
public String str; 
public int times; 


public Node(String s, int t) { 


str = s; 
times = t; 
} 
} 
哈 希 表 中 有 多 少 信 息 ， 就 建立 多 少 Node 类 的 实例 ， 并 且 依 次 放 入 堆 中 ， 


具体 过 程 为 : 


1. 建立 一 个 大 小 为 k 的 小 根 堆 ， 这 个 堆放 入 的 是 Node 类 的 实例 。 


2. 届 历 哈 希 表 的 每 条 记录 ， 假 设 一 条 记录 为 6，0D，s 表 示 一 种 字符 串 ，s 
的 词 频 为 t， 则 生成 Node 类 的 实例 ， 记 为 (str，times)。 


1) 如 果 小 根 堆 没 有 满 ， 就 直接 将 (str，times) 加 入 堆 ， 然 后 进行 建 堆 调整 
(heapInsert 调 整 )， 扒 中 Node 类 实例 之 间 都 以 词 频 (times) 来 进行 比较 ， 
词 频 越 小 ， 位 置 越 往 上 。 


2) 如 果 小 根 堆 已 满 ， 说 明 此 时 小 根 扒 已 经 选 出 K 个 最 高 词 频 的 字符 串 ， 
那么 整个 小 根 堆 的 堆 顶 自然 代表 已 经 选 出 的 k 个 最 高 词 频 的 字符 串 中 ， 词 
频 最 低 的 那个 。 堆 顶 的 元 素 记 为 (headStr ，minTimes)。 如 果 
minTimes<times， 说 明 字 符 串 str 有 资格 进入 当前 k 个 最 高 词 频 字符 串 的 苑 
。 而 headStr 应 该 被 移出 这 个 范围 ， 所 以 把 当前 的 堆 顶 (headStr， 
minTimes) 蔡 换 成 (str，times)， 然 后 从 堆 顶 的 位 置 进行 堆 的 调整 (heapify)。 
如 果 minTimes>=times， 说 明 字 符 串 str 没 有 资格 进入 当前 K 个 最 高 词 频 字 
符 串 的 范围 ， 因 为 str 的 词 频 还 不 如 目前 选 出 的 K 个 最 高 词 频 字符 串 中 词 频 
最 少 的 那个 ， 所 以 什么 也 不 做 。 


3. 遇 历 完 strArr 之 后 ， 小 根 堆 里 就 是 所 有 字符 串 中 K 个 最 高 词 频 的 字符 
jo 打印 ， 所 以 还 需要 根据 词 频 从 大 到 小 完成 k 个 元 素 
间 的 排序 。 


遍历 strArr 建 立 哈 希 表 的 过 程 为 O (N )。 哈 希 表 中 记录 的 条 数 最 多 为 N 条 ， 
每 一 条 记录 进 堆 时 ， 堆 的 调整 时 间 复 杂 度 为 O (logk )， 所 以 根据 记录 更 新 
小 根 堆 的 过 程 为 O(N logk )。k 条 记录 排序 的 时 间 复 杂 度 为 O (klogk )。 所 
以 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )+0 (N logk )+0 (k logk )， 即 O (N logk )。 具 体 
过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 printTopKAndRank 方 法 。 


public void printTopKAndRank(String[] arr, int topK) { 
if (arr == null || topK < 1) { 
return; 


} 


HashMap<String, Integer> map = new HashMap<Strin 
g, Integer>(); 


// 生成 哈 希 表 (FET) 


for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
String cur = arr[i]; 
if (! map.containsKey(cur)) { 
map.put(cur, 1); 
} else { 


map.put(cur, map.get(cur) + 1); 


} 


Node[] heap = new Node[topk]; 


int index = 0; 


// ERR, IRER Hæ HE 


for (Entry<String, Integer> entry : map.entrySet 


O) I 
String str = entry.getKey(); 
int times = entry.getValue(); 
Node node = new Node(str, times); 
if (index ! = topK) { 
heap[index] = node; 
heapInsert(heap, index++); 
} else { 
; if (heap[0].times < node.times) 


heap[0] = node; 


heapify(heap, ©, topK); 


} 
// 把 小 根 堆 的 所 有 元 素 按 词 频 从 大 到 小 排序 


for (int i = index - 1; i ! = 0; i--) { 
swap(heap, 0, i); 


heapify(heap, ©, i); 


} 
// 严格 按照 排名 打印 k 条 记录 
for (int i = 0; i ! = heap.length; i++) { 
if (heap[i] == null) { 
break; 
} else { 


System.out.print("No." + (i + 1) 
+ wa a 


System.out.print(heap[i].str + " 
, times: "); 


System.out.println(heap[i].times 


); 


public void heapInsert(Node[] heap, int index) { 
while (index ! = 0) I 
int parent = (index - 1) / 2; 


if (heap[index].times < heap[parent].tim 


es) { 


swap(heap, parent, index); 
index = parent; 
} else { 


break; 


public void heapify(Node[] heap, int index, int heapSize 


) { 
int left = index * 2 + 1; 
int right = index £ 2 + 2; 
int smallest = index; 
while (left < heapSize) { 
if (heap[left].times < heap[index].times) { 
smallest = left; 


} 


if (right < heapSize && heap[right].times < heap 
[smallest].times) { 


smallest = right; 


) 

if (smallest ! = index) { 
swap(heap, smallest, index); 

} else I 


break; 


} 


index = smallest; 
left = index * 2 + 1; 


right = index * 2 + 2; 


public void swap(Node[] heap, int index1, int index2) { 
Node tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 


进 阶 问 题 。 原 问题 是 已 经 存在 不 再 变化 的 字符 串 数 组 ， 所 以 可 以 一 次 性 
统计 词 频 哈 希 表 ， 然 后 建 小 根 堆 。 可 是 进 阶 问题 不 一 样 ， 每 个 字符 串 词 
频 可 能 会 随时 增加 ， 这 个 过 程 一 直 是 动态 的 。 当 然 也 可 以 在 加 入 一 个 字 
符 吕 时， 在 词 频 哈 希 表 中 增加 这 种 字符 串 的 词 频 ， 这 样 ，add 方 法 的 时 间 
复杂 度 就 是 O (1)。 可 是 当 有 printTopK 操 作 时 ， 你 只 能 像 原 问 题 一 样 ， 根 
据 所 有 字符 串 的 词 频 表 来 建立 小 根 堆 ， 假 设 此 时 哈 锅 表 的 记录 数 为 N ， 

那么 printTopK 方 法 的 时 间 复 杂 度 就 成 了 O (Nlogk )， 但 明显 是 不 达标 的 。 
本 书 提供 的 解法 依然 是 利用 小 根 堆 这 个 数据 结构 ， 但 在 设计 上 更 复杂 。 
下 面 介绍 TopKRecord 的 结构 设计 。 


TopKRecord 结 构 重 要 的 4 个 部 分 如 下 : 


e 依然 有 一 个 小 根 堆 heap。 小 根 堆 里 闭 的 依然 古 原 问题 中 Node 类 的 
实例 ， 每 个 实例 表示 一 个 字符 串 及 其 词 频 统 计 的 信息 。 小 根 堆 里 夺 
的 都 是 加 入 过 的 所 有 字符 串 中 词 频 最 高 的 Top K。heap 的 大 小 在 初始 
化 时 束 确 定 ， 是 Node 类 型 的 数组 结构 ， 数 组 的 总 大 小 为 k 。 


o 整 型 变量 index。 表 示 如 果 新 的 Node 类 的 实例 想 加 入 到 heap， 该 放 
在 heap 的 哪个 位 置 。 


e 了 哈 希 表 strNodeMap“。key 为 字符 串 类 型 ， 表示 加 入 的 某 种 字符 
串 。value 为 Node 类 型 。strNodeMap 上 的 每 条 信息 表示 一 种 字符 串 及 
其 所 对 应 的 Node 实 例 。 


e 哈 希 表 nodeIndexMap ，key 为 Node 类 型 ， 表 示 一 种 字符 串 及 其 词 
频 信息 。value 为 整 型 ， 表 示 key 这 个 Node 类 的 实例 对 应 到 heap 上 的 位 
置 ， 如 果 不 在 heap 上， 为 -1。 


关于 strNodeMap 和 nodeIndexMap 的 说 明 如 下 : 


比如 ，"A" 这 个 字符 串 加 入 了 10 次 ， 那 么 在 strNodeMap 表 中 就 会 有 类 似 这 
样 的 记录 (key="A"，value=("A"，10))，value 是 一 个 Node 类 的 实例 。 如 
果 "A" 加 入 的 次 数 很 多 ， 使 "A" 成 为 加 入 的 所 有 字符 中 词 频 最 高 的 TopK 之 
一 ， 那 么 "A" 应 该 在 堆 上 。 假 设 "A" 在 堆 上 的 位 置 为 5， 那 么 在 
nodeIndexMap 表 中 束 会 有 类 似 这 样 的 记录 (key=("A"，10)，value=5)。 如 
果 "A" 加 入 的 次 数 不 算 多 ， 没 有 使 "A" 成 为 加 入 的 所 有 字符 中 词 频 最 高 的 
Top 天 之 一 ， 那 么 "A" 不 在 堆 上 ， 则 在 nodeIndexMap 表 中 就 会 有 这 样 的 记 
录 (key=("A"，10)，value=-1)。strNodeMap 是 字符 串 及 其 所 对 应 的 Node 实 
例 信息 的 哈 希 表 ，nodeIndexMap 是 字符 串 的 Node 实 例 信 息 对 应 在 堆 中 
(heap) MEREK ° 


以 下 为 加 入 一 个 字符 串 时 ，TopKRecord 类 中 add 方 法 所 做 的 事情 : 


1. 当 加 入 一 个 字符 串 时 ， 假 设 为 str。 首 先 在 strNodeMap 中 查询 str 之 前 出 
现 的 词 频 ， 如 果 查 不 到 ， 说 明 str 为 第 一 次 出 现 ， 在 sttrNodeMap 中 加 入 一 
条 记录 (key=str，value=(str，1))。 如果 可 以 查 到 ， 说 明 str 之 前 出 现 过 ， 此 
时 需要 把 str 的 词 频 增加 ， 假 设 之 前 出 现 过 10 次 ， 那 么 查 到 的 记录 为 
(key=str, value=(str, 10)), 285 A(key=str, value=(str, 11)) ° 


2. 建立 或 调整 完 str 的 Node 实 例 信息 之 后 ， 需 要 考虑 这 个 Node 的 实例 信息 
是 否 已 经 在 堆 上 ， 通 过 查询 nodeIndexMap 表 可 以 得 到 Node 的 实例 对 应 的 
堆 上 的 位 置 ， 如 果 没 有 或 者 查询 结果 为 -1， 表 示 不 在 堆 上 ， 人 否则 表示 在 堆 
上 ， 位 置 记 为 pos。 


1) 如 果 在 堆 上 ， 说 明 str 词 频 没 增加 之 前 就 是 Top K 之 一 ， 现 在 词 频 既 然 
增加 了 ， 就 需要 考虑 调整 str 对 应 的 Node 实 例 信息 在 堆 中 的 位 置 ， 从 pos 位 
置 开 始 癌 下 调整 小 根 堆 即 可 (heapify)。 特 别 注 意 : 为 了 保证 nodeIndexMap 
表 中 位 置信 息 的 始终 准确 ， 调 整 堆 时 ， 每 一 次 两 个 堆 元 素 (Node 实 例 ) 

之 间 的 位 置 交 换 都 要 更 新 在 nodeIndexMap 表 中 的 位 置 。 比 如 ， 在 堆 上 的 
一 个 Node 实 例 ("A"，10) 原 来 在 2 位 置 ， 在 nodeIndexMap 表 中 的 信息 为 


I 


(key=("A"，10)，value=2)。 现 在 又 加 入 了 一 个 "A"， 词 频 增 加 ， 信 息 当 然 
要 变 成 (key=("A"，11)，value=2)。 然 后 从 位 置 2 调整 堆 时 ， 发 现 这 个 实例 
需要 和 自己 的 一 个 孩子 实例 ("B"，10) 交 换 ， 假 设 这 个 Node 实 例 的 位 置 是 
6， 即 在 nodeIndexMap 表 中 记录 为 (key=("B"，10)，value=6)。 那 么 在 彼此 
交换 位 置 之 后 ， 在 heap 数 组 中 的 两 个 实例 当然 很 容易 互 换 位 置 ， 但 同时 
在 nodeIndexMap 上 各 目的 信息 也 要 变更 ， 分 别 变更 为 (key=("A"，11)， 
value=6)，(key=("B"，10)，value=2)。 也 就 是 说 ， 任 何 Node 实 例 在 堆 中 的 
位 置 调整 都 要 改 相 应 的 nodeIndexMap 表 信息 ， 这 也 是 整个 TopKRecord 结 
构 设 计 中 最 关键 的 逻辑 。 


2) 如 果 不 在 堆 中 ， 则 看 当前 的 小 根 堆 是 否 已 满 (index? =k) ° WRA W 
(index<k)， 那 么 把 str 的 Node 实 例 放 入 堆 底 (heap 的 index 位 置 )， 上 自然 也 要 
在 nodeIndexMap 表 中 加 上 位 置信 息 。 然 后 做 堆 在 插入 时 的 调整 

(heapInsert) ， 同 样 ， 任 何 交 换 都 要 改 nodeIndexMap 表 。 如 果 已 满 
(index==k)， 则 看 str 的 词 频 是 否 大 于 小 根 堆 堆 顶 的 词 频 \heap[0]) ， 如 果 
不 大 于 ， 则 什么 都 不 做 。 如 果 大 于 堆 顶 的 词 频 ， 把 str 的 Node 实 例 设 为 新 
的 堆 项 ， 然 后 从 位 置 0 开 始 向 下 调整 堆 (heapify) ， 同 样 ， 任 何 堆 中 位 置 
的 变更 都 要 改 nodeIndexMap 表 。 


3. 过 程 结束 。 

在 加 入 新 的 字符 串 时 ， 都 可 能 会 调整 堆 ， 而 堆 最 大 也 仅 是 kK 的 大 小 ， 所 以 
add 方 法 时 间 复 杂 度 为 O (logK )。 随 时 更 新 的 小 根 堆 就 是 每 时 每 刻 的 Top K 
， 打 印 时 又 没有 排序 的 要 求 ， 所 以 printTopK 方 法 直接 依次 打印 小 根 堆 数 
组 即 可 ， 时 间 复 杂 度 为 O (K )。 


TopKRecord 类 的 全 部 实现 请 参看 如 下 代码 : 


public class Node { 


public String str; 


public int times; 


public Node(String s, int t) I 


public class TopKRecord f 
private Node[] heap; 
private int index; 
private HashMap<String, Node> strNodeMap; 


private HashMap<Node, Integer> nodeIndexMap; 


public TopKRecord(int size) { 
heap = new Node[size]; 
index = 0; 


strNodeMap = new HashMap<String, Node> 


(); 


nodeIndexMap = new HashMap<Node, Integer 


>(); 


public void add(String str) < 
Node curNode = null; 


int preIndex 


II 
I 
m 


if (! strNodeMap.containsKey(str)) { 
curNode = new Node(str, 1); 


strNodeMap.put(str, curNode); 


ode); 


ode.times) { 


(heap[0], -1); 


(curNode, 0); 


€; 


); 


, index); 


nodeIndexMap.put(curNode, -1); 
} else { 

curNode = strNodeMap.get(str); 

curNode.times++; 


prelndex = nodeIndexMap.get(curN 


) 
if (prelndex == -1) { 
if (index == heap.length) { 
if (heap[0O].times < curN 
nodeIndexMap.put 
nodeIndexMap.put 
heap[0] = curNod 
heapify(0, index 
) 

} else { 
nodeIndexMap.put(curNode 
heap[index] = curNode; 
heapInsert(index++); 

) 

} else { 


heapify(preIndex, index); 


public void printTopK() { 


System.out.println("TOP: "); 


for (int i = 0; i ! = heap.length; i++) 
{ 
if (heap[i] == null) { 
break; 
) 
System.out.print("Str: " + heap[ 
i].str); 


System.out.println(" Times: ”十 
heap[i].times); 


private void heapInsert(int index) { 
while (index ! = 0) I 
int parent = (index - 1) / 2; 


if (heap[index].times < heap[par 
ent].times) { 


swap(parent, index); 
index = parent; 
} else I 


break; 


private void heapify(int index, int heapSize) { 
int 1 = index * 2 + 1; 
int r = index * 2 + 2; 
int smallest = index; 
while (1 < heapSize) { 


if (heap[l].times < heap[index].time 


smallest = 1; 


} 


if (r < heapSize && heap[r].times < 
heap[smallest].times) { 


smallest = r; 


) 
if (smallest ! = index) { 
swap(smallest, index); 
} else { 
break; 
) 


index = smallest; 


1 index ” 2 + 1; 


r index ” 2 + 2; 


private void swap(int index1, int index2) { 
nodeIndexMap.put(heap[index1], index2); 
nodeIndexMap.put(heap[index2], index1); 
Node tmp = heap[index1]; 
heap[index1] = heap[index2]; 


heap[index2] = tmp; 


} 
} 
Manacher 算 法 
【题目 】 
给 定 一 个 字符 串 str， 返 回 st 中 最 长 回 文子 串 的 长 度 。 
【举例 】 


str="123"， 其 中 的 最 长 回 文子 串 为 "1"、"2" 或 者 "3"， 所 以 返回 1。 
str="abc1234321ab"， 其 中 的 最 长 回 文子 串 为 "1234321"， 所 以 返回 7。 
【 进 阶 题目 】 


给 定 一 个 字符 
Å BER 


| © 


【举例 】 


str="12"。 在 末尾 添加 "1" 之 后 ，str 变 为 "121"， 是 回 文 串 。 在 末尾 添 
加 "21" 之 后 ，str 变 为 "1221"， 也 是 回 文 串 。 但 "1" 是 所 有 添加 方案 中 最 短 
的 ， 所 以 返回 "1"。 


里 sr， 想 通过 浴 加 字符 的 方式 使 得 st 整体 都 变 成 回 文 字符 
能 在 st 的 未 尾 添加 字符 ， 请 返回 在 str 后 面 添加 的 最 短 字符 


Hit 


[ÆR] 

如 采 str 的 长 度 为 N ， 解 决 原 问 题 和 进 阶 问题 的 时 间 复 杂 度 都 达到 O (N) © 
【难度 】 

将 ok 

【解答 】 


本 文 的 重点 是 介绍 Manacher 算 法 ， 该 算法 是 由 Glenn Manacher 于 1975 年 首 
次 发 明 的 。Manacher 算 法 解决 的 问题 是 在 线性 时 间 内 找到 一 个 字符 串 的 
最 长 回 文 子囊 ， 比 起 能 够 解决 该 问题 的 其 他 算法 ，Manacher 算 法 算 比 较 
好 理解 和 实现 的 。 


先 来 说 一 个 很 好 理解 的 方法 。 从 左 到 右 裔 历 字 符 串 ， 授 历 到 每 个 字符 的 
时 候 ， 都 看 看 以 这 个 字符 作为 中 心 能 够 产生 多 大 的 回 文 字符 串 。 比 如 
str="abacaba" ， 以 str[0]=='a 为 中 心 的 回 文字 符 串 最 大 长 度 为 1， 以 
str{1]=="b :为 中 心 的 回 文字 符 串 最 大 长 度 为 3，.………. 其 中 最 大 的 回 文子 串 是 
以 str[3]=='c 为 中 心 的 时 候 。 这 种 方法 非常 容易 理解 ， 只 要 解决 奇 回 文 和 
偶 回 文 寻找 方式 的 不 同 束 可以。 比如 "121" 是 奇 回 文 ， 有 确定 的 
轴 ’2'。"1221" 是 侦 回 文 ， 没有 确定 的 轴 ， 回 文 的 虚 轴 在 "22" 中 间 。 但 是 这 
种 方法 有 明显 的 问题 ， 之 前 裔 历 过 的 字符 完全 无 法 指导 后 面 涡 历 的 过 
程 ， 也 束 是 对 每 个 字符 来 说 都 是 从 自己 的 位 置 出 发 ， 往 左右 两 个 方 同 扩 
出 去 检查 。 这 样 ， 对 每 个 字符 来 说 ， 往 外 扩 的 代价 都 是 一 个 级 别 的 。 举 
一 个 极端 的 例子 "aaaaaaaaaaaaaaa" ， 对 每 一 个 'a" 来 讲 ， 都 是 扩 到 边界 才 停 
止 。 所 以 每 一 个 字符 扩 出 去 检查 的 代价 都 是 O(N )， 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 
为 O LV:)。Manacher 算 法 可 以 做 到 O CN) 的 时 间 复 杂 度 ， 精 人 散 是 之 前 字符 
的 “ 扩 ” 过 程 ， 可 以 指导 后 面 字符 的 “ 扩 ” 过 程 ， 使 得 每 次 的 “ 扩 ?” 过 程 不 都 是 
从 无 开始 。 以 下 是 Manacher 算 法 解决 原 问题 的 过 程 : 


1. 因为 奇 回 文 和 侦 回 文 在 判断 时 比较 磋 烦 ， 所 以 对 str 进 行 处 理 ， 把 每 个 
字符 开头 、 结 尾 和 中 间 揪 入 一 个 特殊 字符 : 井 来 得 到 一 个 新 的 字符 串 数 
组 。 比 如 str="bcbaa"， 处 理 后 为 "#b#c#b#a#a#"， 然 后 从 每 个 字符 左右 扩 出 
去 的 方式 找 最 大 回 文子 串 束 方便 多 了 。 对 奇 回 文 来 说 ， 不 这 么 处 理 也 能 
通过 扩 的 方式 找到 ， 比 如 "bcb"， 从 Cc? 开始 向 左右 两 侧 扩 出 去 能 找到 最 大 
回 文 。 处 理 后 为 "#b#c#b#"， 从 ’cC* 开 始 癌 左右 两 侧 扩 出 去 依然 能 找到 最 大 
回 文 。 对 偶 回 文 来 说 ， 不 处 理 而 直接 通过 扩 的 方式 是 找 不 到 的 ， 比 
如 "aa"， 因 为 没有 确定 的 轴 ， 但 是 处 理 后 为 "#a#a#"， 束 可 以 通过 从 中 间 
的 #' 扩 出 去 的 方式 找到 最 大 回 文 。 所 以 通过 这 样 的 处 理 方式 ， 最 大 回 文 


串 无 论 是 偶 回 文 还 是 奇 回 文 ， 都 可 以 通过 统一 的 “ 扩 ” 过 程 找到 ， 解 决 
了 老 异 性 的 问题 。 同 时 要 说 的 是 ， 这 个 特殊 字符 是 什么 无 所 谓 ， 甚 至 可 
Re SL BASAR, De TVAÆRDN 


具体 的 处 理 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 manacherString 方 法 。 


public char[] manacherString(String str) { 
char[] charArr = str.toCharArray(); 
char[] res = new char[str.length() * 2 + 1]; 
int index = 0; 
for (int i = 0; i ! = res.length; i++) { 


res[i] = (i & 1) == 07? ' #' : CharArr[i 
ndex++]; 


} 


return res; 


} 


2. 假设 str 处 理 之 后 的 字符 串 记 为 charArr。 对 每 个 字符 (包括 特殊 字符 ) 
都 进行 “优化 后 ”的 扩 过 程 。 在 介绍 “优化 后 ”的 扩 过 程 之 前 ， 先 解释 如 下 三 
个 辅助 变量 的 意义 。 


° 数组 pArr ° 长 度 与 charArr 长 度 一 样 。pArr[i] 的 意义 是 以 i 位 置 上 
MIF oe 回 文 中 心 的 情况 下 ， 扩 出 去 得 到 的 最 大 回 文 半 
径 是 多 少 。 举 个 例子 来 说 明 ， 对 "#c#a#b#a#c#" 来 说 ，pArr[0..9] 为 
[as 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 2, 1] - 我 们 的 整个 过 程 束 是 在 从 左 
到 右 遍 历 的 过 程 中 ， 依 次 计算 每 个 位 置 的 最 大 回 文 半径 值 。 


o 整数 pPR。 这 个 变量 的 意义 是 之 前 遍历 的 所 有 字符 的 所 有 回 文 半 径 
中 ， 最 右 即 将 到 达 的 位 置 。 还 是 以 "#c#a#b#a#c#" 为 例 来 说 ， 还 没 瑶 
历 之 前 pR， 初 始 设 置 为 -1。charAmr[0]==' # 的 回 文 半径 为 1， 所 以 目 
前 回 文 半径 辣 右 只 能 扩 到 位 置 0， 回 文 半径 最 右 即 将 到 达 的 位 置 变 为 
1(pR=1) ° charArr[1]==' # 的 回 文 半径 为 2， 此 时 所 有 的 回 文 半径 向 右 


能 扩 到 位 置 2， 所 以 回 文 半径 最 右 即 将 到 达 的 位 置 变 为 3pPR=3)。 
charArr[2]==' # 的 回 文 半径 为 1， 所 以 位 置 2 向 右 只 能 扩 到 位 置 2， 回 
文 半径 最 右 即将 到 达 的 位 置 不 变 ， 仍 是 3(pR=3)。charArr[3]=='a’ 的 回 
文 半径 为 2， 所 以 位 置 3 向 右 能 扩 到 位 置 4， 所 以 回 文 半径 最 右 即 将 到 
达 的 位 置 变 为 5pDR=5)。charArr[4]==' 术 的 回 文 半径 为 |， 所 以 位 置 4 
向 右 只 能 扩 到 位 置 4， 回 文 半 径 最 右 即 将 到 达 的 位 置 不 变 仍 是 
5(pR=5)。charArr[5]=='b? 的 回 文 半径 为 6， 所 以 位 置 4 向 右 能 扩 到 位 置 
10， 回 文 半径 最 右 即将 到 达 的 位 置 变 为 11(pR=11)。 此 时 已 经 到 达 整 
个 字符 数组 的 结尾 ， 所 以 之 后 的 过 程 中 pR 将 不 再 变化 。 换 句 话说， 
pR 就 是 遍历 过 的 所 有 字符 中 向 右 扩 出 来 的 最 大 右边 界 。 只 要 右边 界 
更 往 右 ，pR 就 更 新 。 


e 整数 index。 这 个 变量 表示 最 近 一 次 pR 更 新 时 ， 那 个 回 文 中 心 的 
位 置 。 以 刚刚 的 例子 来 说 ， 遍 历 到 charArr[0] 时 pR 更 新 ，index 就 更 新 
为 0。 遍 历 到 charArr[1] 时 pR 更 新 ，index 就 更 新 为 1..….. 遍历 到 
charArr[5] 时 pR 更 新 ，index 就 更 新 为 5。 之 后 的 过 程 中 ，pR 将 不 再 更 
新 ， 所 以 index 将 一 直 是 5。 


3. 只 要 能 够 从 左 到 右 依次 算出 数组 pArr 每 个 位 置 的 值 ， 最 大 的 那个 值 实 
际 上 惑 是 处 理 后 的 charArr 中 最 大 的 回 文 半径 ， 根 据 最 大 的 回 文 半径 ， 表 
对 应 回 原 字 符 串 的 话 ， 整 个 问题 束 解 决 了 。 步 又 3 束 是 从 左 到 右 依次 计算 
出 pArr 数 组 每 个 位 置 的 值 的 过 程 。 


1) 假设 现在 计算 到 位 置 i 的 字符 charAr[i] ， 在 i 之 前 位 置 的 计算 过 程 中 ， 
都 会 不 断 地 更 新 PR 和 index 的 值 ， 即 位 置 ; 之 前 的 index 这 个 回 文中 心 扩 出 
了 一 个 目前 最 右 的 回 文 边界 pR。 


2) 如 果 pR-1 位 置 没 有 包 住 当前 的 i 位置。 比如 "#c#a#b#a#c#"， 计 算 到 
charArr[1]=='c 有 时 ，pR 为 1° 也 就 是 说 ， 右 边界 在 1 位 置 ，1 位 置 为 最 右 回 文 
半径 即将 到 达 但 还 没有 达到 的 位 置 ， 所 以 当前 的 pPR-1 位 置 没 有 包 住 当前 
的 i 位置 。 此 时 和 普通 做 法 一 样 ， 从 i 位 置 字符 开始 ， 问 左右 两 侧 扩 出 去 
分 查 ， 此 时 的 “ 扩 ” 过 程 没有 获得 加 速 。 


3) 如 果 pR-1 位 置 包 住 了 当前 的 i 位置 。 比 如 "#c#a#b#a#c#"， 计 算 到 

charArr[6...10] 时 ，pR 都 为 11， 此 时 pR-1 包 住 了 位 置 6 一 10。 这 种 情况 下 ， 

ee 0 这 也 是 manacher 算 法 的 核心 内 容 ， 如 图 9-14 
IK ° 
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左 大 右 大 
(PR-1) 
图 9-14 


在 图 9-14 中 ， 位 置 ; 是 要 计算 回 文 半径 (pArr[i) 的 位 置 。pR-1 位 置 此 时 是 包 
住 位 置 ; 的 。 同 时 根据 index 的 定义 ，index 是 pR 更 新 时 那个 回 文中 心 的 位 
置 ， 所 以 如 果 pR-1 位 置 以 index 为 中 心 对 称 ， 即 图 9-14 中 的 “ 左 大 ”位 置 ， 
那么 从 “ 左 大 ”位 置 到 pR-1 位 置 一 定 是 以 index 为 中 心 的 回 文 串 ， 我 们 把 这 
个 回 文 串 叫 作 大 回 文 串 ， 同 时 把 pR-1 位 置 称 为 “ 右 大 ”位 置 。 既 然 回 文 半 
径 数 组 pArr 是 从 左 到 右 计算 的 ， 所 以 位 置 ;之 前 的 所 有 位 置 都 已 经 算 过 回 
文 半径 。 假 设 位 置 i 以 index 为 中 心 同 左 对 称 过 去 的 位 置 为 i ， 那 么 位 置 站 
的 回 文 半径 也 是 计算 过 的 。 那 么 以 为 中 心 的 最 大 回 文 串 大 小 (pAxrfi' D 
然 只 有 三 种 情况 ， 我 们 依次 来 分 析 一 下 ， 假 设 以 7 为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 
左边 界 和 右边 界 分 别 记 为 “ 左 小 ”和 “ 右 小 ”。 


情况 一 ,，“ 左 小 "和 “ 右 小 ”完全 在 “ 左 大 ”和 “ 右 大 ”内 部 ， 即 以 为 中 心 的 最 
大 回 文 串 完 全 在 以 index 为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 内 部 ， 如 图 9-15 所 示 。 
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图 9-15 


图 9-15 中 ，a? 是 “ 左 小 ”位 置 的 前 一 个 字符 ， D 是 “ 右 小 ”位 置 的 后 一 个 字 
bÆD' 以 index 为 中 ， 心 的 对 称 字 符 ，a 是 a DÅ index Å fi D HIT FR SF 

“ 左 小 ”是 “ 左 小 ”以 index 为 中 心 的 对 称 位 置 ,，“ 右 小 ”是 “ 右 小 ”以 index 
ee 心 的 对 称 位 置 。 如 果 处 在 情况 一 下 ， 那 么 以 位 置 i 为 中 心 的 最 大 回 文 
串 可 以 直接 确定 ， 就 是 从 “ 右 小 ”到 “ 左 小 ”这 一 段 。 这 是 什么 原因 呢 ? 首 
i (Ay El 这 一 段 如 果 以 mdex 为 回 文中 心 ， 对 应 过 去 就 是 “ 碳 
小 ”到 “天 小 ”这 一 段 ， 那 么 “ 右 小 ”到 “ 严 小 ”这 一 段 台 完全 是 “ 赤 小 "到 “ 右 
ANR Fl. 同时 有 “ 左 小 ”到 “ 右 小 ”这 一 段 义 是 回 文 串 (以 让 为 回 
文中 心 ) ， 所 以 “ 右 小 ”到 “ 左 小 ”这 一 段 定 也 是 回 文 串 - 也 就 是 说 ， 以 
位 置 i 为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 小 ”到 : 这 一 段 。 男 外 ， 以 位 
Ei 为 中 心 的 最 大 回 文 串 只 是 “ 右 小 ”到 “ 左 小 *” 这 一 段 ， 说 明 a'! =b'。 那 
么 与 @ 相等 的 a 也 必然 不 等 于 与 b: 相 等 的 b， ENG =b, WH UM Ei K P 
心 的 最 大 回 文 串 就 是 “ 右 小 ”到 “ 左 小 ”这 一 段 ， 而 不 会 扩 得 更 大 。 


情况 一 举例 如 图 9-16 所 示 。 
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图 9-16 


a “ 左 小 ”和 “ 右 小 ”的 左 侧 部 分 在 “ 左 大 ”和 “ 右 大 ”的 外 部 ， 如 图 9-17 
ZR ° 
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图 9-17 


AIIP ae“*EA' ER] ode ERE ERE 
符 ,，“ 左 大 ”是 “ 左 大 ”以 位 置 i? 为 中 心 的 对 称 位 置 ,，“ 右 大 ”是 “ 右 大 ”以 位 
置 i 为 中 心 的 对 称 位 置 ，b 是 “ 左 大 ”位 置 的 后 一 个 字符 ，c 是 “ 右 大 ”位 置 
的 前 一 个 字符 。 如 果 处 在 情况 二 下 ， 那 么 以 位 置 ; 为 中 心 的 最 大 回 文 串 可 
以 直接 确定 ,号 是 从 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 。 这 是 什么 原因 呢 ? 首先 “ 左 
大 ”到 “ 左 大 ”这 一 段 和 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 是 关于 index 对 称 的 ， 所 
DAR AAK A BE ERNE KOS ARE > BA 
小 ”到 “ 石 小 ”这 一 段 是 回 文 串 Dir ABAD) ， 那 么 “ 左 大 ”到 “ 左 
大 '” 这 一 段 也 是 回 文 串 ， 所 以 “ 左 大 ”到 “ 左 大 ”这 一 段 的 逆序 也 是 回 文 串 ， 
所 以 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 一 定 是 回 文 别 。 也 区 ® 是 说 ， 以 位 置 i 为 中 心 的 
最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 。 男 外 ，“ 左 小 ”到 “ 右 小 ”这 一 段 
的 是 回 文 串 ， 说 明 a==b，b 和 c 关 于 index 对 称 说 明 b==c, “AK” BG 
大 ”这 一 段 没 有 扩 得 更 大 ， 说 明 al =d， 所 以 d! =c。 说 明 以 位 置 ; 为 中 心 的 
最 大 回 文 哩 殉 是 “ 右 大 2” 到 “ 右 大 ”这 一 段 ， 而 不 会 扩 得 更 大 。 


情况 二 举例 如 图 9-18 所 示 。 
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图 9-18 


情况 三 ,，“ 左 小 和“ 左 大 ”是 同一 个 位 置 ， 即 以 i? 为 中 心 的 最 大 回 文 串 压 在 
了 以 index 为 中 心 的 最 大 回 文 串 的 边界 上 ， 如 图 9-19 所 示 。 
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图 9-19 


图 9-19 中 ,，“ 左 大 ”与 “ 左 小 ”的 位 置 重 登 ,，“ 右 小 ”是 “ 右 小 ”位 置 以 index 为 
中 心 的 对 称 位置 ,“ 右 大 ”是 “ 右 大 ”位 置 以 i 为 中 心 的 对 称 位 置 ， 可 以 很 容 
易 的 证 明 “ 右 小 ”和 “ 右 大 '” 位 置 也 重合 。 如 果 处 在 情况 三 下 ， 那 么 以 位 置 i 
为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 '” 和 “ 右 大 ”这 一 段 ， 但 可 能 会 扩 得 更 
大 。 因 为 “ 右 大 ”和 “ 右 大 ”这 一 段 是 “ 左 小 "和 “ 右 小 ”这 一 段 以 index 为 中 心 
对 称 过 去 的 ， 所 以 两 段 互 为 逆序 关系 ， 同 时 “ 左 小 * 和 “ 右 小 ”这 一 段 勾 古 回 
文 第， 所 以 “ 右 大 ”和 " 右 大 ”这 一 段 肯定 是 回 文 串 ， 但 以 位 置 ; 为 中 心 的 最 
大 回 文 串 是 可 能 扩 得 更 大 的 。 比 如 图 9-20 的 例子 。 
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图 9-20 中 ， 以 位 置 ; 为 中 心 的 最 大 回 文 串 起 码 是 “ 右 大 ”到 “ 右 大 ”这 一 段 ， 
但 可 以 扩 得 更 大 。 说 明 在 情况 三 下 ， 扩 出 去 的 过 程 可 以 得 到 优化 ， 但 还 
征 无 法 避免 扩 出 去 的 检查 。 


4. 按照 步骤 3 的 逻辑 从 左 到 右 计 算出 pArr 数 组 ， 计 算 完 成 后 再 遍历 一 遍 
pAr 数 组 ， 找 出 最 大 的 回 文 半径 ， 假 设 位 置 i 的 回 文 半径 最 大 ， 即 
pArr[==max。 但 max 只 是 charArr 的 最 大 回 文 半径 ， 还 得 对 应 回 原来 的 字 
符 串 ， 求 出 最 大 回 文 半径 的 长 度 (其 实 就 是 max-1) 。 比 如 原 字符 串 
为 "121"， 处 理 成 charArr 之 后 为 "#1#2#1#"。 在 charArr 中 位 置 3 的 回 文 半径 
最 大 值 为 4( 即 pArr[3]==4) ， 对 应 原 字 符 串 的 最 大 回 文子 串 长 度 
为 4-1=3。 


Manacher 算 法 时 间 复 杂 度 是 O (N ) 的 证 明 。 虽 然 我 们 可 以 很 明显 地 看 到 
Manacher 算 法 与 普通 方法 相 比 ， 在 扩 出 去 检查 这 一 行为 上 有 明显 的 优 
化 ， 但 如 何 证 明 该 算法 的 时 间 复 杂 度 就 是 O (N ) 呢 ?关键 之 处 在 于 估算 扩 
出 去 检查 这 一 行为 发 生 的 数量 。 原 字符 捉 在 处 理 后 的 长 度 由 N 变 为 2N ， 
从 步骤 3 的 主要 逻辑 来 看 ， 要 么 在 计算 一 个 位 置 的 回 文 半径 时 完全 不 需要 
扩 出 去 检查 ， 比 如 ， 步 骤 3 的 中 3) 介绍 的 情况 一 和 情况 二 ， 都 可 以 直接 
获得 位 置 ; 的 回 文 半径 长 度 ， 要 么 每 一 次 扩 出 去 检查 都 会 导致 DR 变量 的 更 
新 ， 比 如 步骤 3 中 的 2) 和 3) 介绍 的 情况 三 ， 扩 出 去 检查 时 都 让 回 文 半径 
到 达 更 右 的 位 置 ， 当 然 会 使 pR 更 新 。 然 而 pR 最 多 是 从 -1 增加 到 2N (右边 
FL) ， 并 且 从 来 不 减 小 ， 所 以 扩 出 去 检查 的 次 数 就 是 O (N ) 的 级 别 。 所 以 
Manacher 算法 时 间 复 杂 度 是 O (CW )。 上 有 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 
maxLcpsLength 方 法 。 


public int maxLcpsLength(String str) { 


if (str == null || str.length() == 0) I 
return 0; 

) 

char[] charArr = manacherString(str); 

int[] pArr = new int[charArr.length]; 

int index = -1; 

int pR = -1; 

int max = Integer.MIN VALUE; 

for (int i = 0; i ! = charArr.length; i++) { 


pArr[i] = pR > i ? Math.min(pArr[2 * ind 
ex - i], pR - i): 1; 


while (i + pArr[i] < charArr.length && i 
- pArr[i] > -1) € 


if (charArr[i + pArr[i]] == char 
Arr[i - pArr[i]]) 
parr[i]++; 
else { 
break; 
) 


) 

if (i + pArr[i] > pR) I 
pR = i + pArr[i]; 
index = i; 

) 


max = Math.max(max, pArr[i]); 


return max - 1; 


进 阶 问题 。 在 字符 串 的 最 后 添加 最 少 字 符 ， 使 整个 字符 串 都 成 为 回 文 
串 ， 其 实 束 是 查找 在 必须 包含 最 后 一 个 字符 的 情况 下 ， 最 长 的 回 文子 串 
是 什么 。 那 么 之 前 不 是 最 长 回 文子 串 的 部 分 逆序 过 来 ， 就 是 应 该 添加 的 
部 分 。 比 如 "abcd123321"， 在 必须 包含 最 后 一 个 字符 的 情况 下 ， 最 长 的 回 
文子 串 是 "123321"， 之 前 不 是 最 长 回 文子 串 的 部 分 是 "abcd"， 所 以 末尾 应 
该 添加 的 部 分 就 是 "dcba"。 那 么 只 要 把 manacher 算 法 稍 作 修 改 就 可 以 。 具 
体 改 成 : 从 左 到 右 计算 回 文 半径 时 ， 关 注 回 文 半径 最 右 即 将 到 达 的 位 置 

(PR) , 一旦 发 现 已 经 到 达 最 后 (pR==charArr.length)， 说 明 必 须 包 含 最 
后 一 个 字符 的 最 长 回 文 半径 已 经 找 人 到， 直接 退出 检查 过 程 ， 返 回 该 添加 
的 字符 串 即 可 。 具 体 过 程 参看 如 下 代码 中 的 shortestEnd 方 法 。 


public String shortestEnd(String str) { 
if (str == null || str.length() == 0) { 
return null; 
) 
char[] charArr = manacherString(str); 
int[] pArr = new int[charArr.length]; 
int index = -1; 
int pR = -1; 
int maxContainsEnd = -1; 
for (int i = 0; i ! = charArr.length; i++) { 


pArr[i] = pR > i ? Math.min(pArr[2 * ind 
ex - i], PR - i) : 1; 


while (i + pArr[i] < charArr.length && i 
+ pArr[i] > -1) € 


if (charArr[i + pArr[i]] == char 
Arr[i - pArr[i]]) 


End + 1]; 


+ 11; 


【题目 】 


pArr[i]++; 


break; 


if (i + pArr[i] > pR) { 
pR = i + pArr[i]; 


index = i; 


if (pR == charArr.length) { 
maxContainsEnd = pArr[i]; 


break; 
} 
char[] res = new char[str.length() - maxContains 


for (int i = 0; i < res.length; i++) { 


res[res.length - 1 - i] = charArr[i * 2 


} 


return String.valueOf(res); 


KMP 算 法 


给 定 两 个 字符 串 str 和 match， 长 度 分 别 为 N 和 M 。 实 现 一 个 算法 ， 如 果 字 
符 串 str 中 含有 子 串 match， 则 返回 match 在 str 中 的 开始 位 置 ， 不 含有 则 返 
回 -1。 

【举例 】 


str="acbc", match="bc", X[H]2 ° 


str="acbc", match="bcc", 3X [E]-1 ° 
【要 求 】 


如 果 match 的 长 度 大 于 str 的 长 度 (M>N) ，str 必 然 不 会 含有 match， 可 直 
接 返 回 -1°。 但 如 果 N >M ， 要 求 算 法 复杂 度 为 O (N) ° 


【难度 】 
将 dok 
【解答 】 


本 文 是 想 重点 介绍 一 下 KMP 算 法 ， 该 算法 是 由 Donald Knuth ` Vaughan 
Pratt 和 James H. Morris 于 1977 年 联合 发 明 的 。 在 介绍 KMP 算 法 之 前 ， 我 们 
先 来 看 普通 解法 怎么 做 。 


最 普通 的 解法 是 从 左 到 右 遍 历 str 的 每 一 个 字符 ， 然 后 看 如 果 以 当前 字符 
作为 第 一 个 字符 出 发 是 否 匹 配 出 match。 比 如 str="aaaaaaaaaaaaaaaaab"， 

match="aaaab"。 从 str[0] 出 发 ， 开 始 匹 瑟 ， 匹 配 到 str[4]=='a? 时 发 现 和 
match[4]=='b 不 一 样 ， 所 以 匹配 失败 ， 说 明 从 str[0] 出 发 是 不 行 的 。 从 
str[1] 出 发 ， 开 始 匹 配 ， 匹 配 到 str[5]=='a? 时 发 现 和 match[4]==b? 不 一 样 ， 

所 以 匹配 失败 ， 说 明 从 str[1] 出 发 是 不 行 的 。 从 str[2..12] 出 发 ， 都 会 一 直 失 
败 。 从 str[13] 出 发 ， 开 始 匹配 ， 匹 配 到 str[17]==b: 时 发 现 和 
match[4]=='b’ 一 样 ，match 已 经 全 部 匹配 完 ， 说 明了 匹配 成 功 ， 返 回 13。 羡 
通 解 法 的 时 间 复 杂 度 较 高 ， 从 每 个 字符 出 发 时 ， 匹 配 的 代价 都 可 能 是 O 
(M )， 那 么 一 共有 NN 个 字符 ， 所 以 整体 的 时 间 复 杂 度 为 O(N <M )。 普 通 解 
法 的 时 间 复 杂 度 这 么 高 ， 是 因为 每 次 遍历 到 一 个 字符 时 ， 检 查 工作 相当 
于 从 无 开始 ， 之 前 的 遍历 检查 不 能 优化 当前 的 遍历 检查 。 


下 面 介绍 KMP 算 法 是 如 何 快速 解决 字符 串 匹 配 问 题 的 。 


1. 首先 生成 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 ， 这 个 数组 的 长 度 与 match 字 符 串 
的 长 度 一 样 ，nextAxr[i] 的 含义 是 在 match[i] 之 前 的 字符 串 match[0..i-1] 中 ， 
必须 以 match[i-1] 结 尾 的 后 级 子 串 (不 能 包含 match[0]) 与 必须 以 match[0] 
开头 的 前 级 子 串 (不 能 包含 match[i-1]) 最 大 匹配 长 度 是 多 少 。 这 个 长 度 
就 是 nextArr[i] 的 值 。 比 如 ，match="aaaab" 字 符 串 ，nextArr[4] 的 值 该 是 多 
DIE? match[4]=='b'"， 所 以 它 之 前 的 字符 捉 为 "aaaa"， 根 据 定义 这 个 字符 
串 的 后 级 子 串 和 前 级 子 串 最 大 匹配 为 "aaa"。 也 就 是 当 后 级 子 串 等 于 
match[1..3]=="aaa"， 前 级 子 串 等 于 match[0..2]=="aaa" 时 ， 这 时 前 绥 和 后 级 
不 仅 相 等 ， 而 且 是 所 有 前 级 和 后 级 的 可 能 性 中 最 大 的 匹配 。 所 以 
nextArr[4] 的 值 等 于 3。 再 如 ，match="abclabcl" 字 符 串 ，nextAr[7] 的 值 该 
是 多 少 昵 ?match[7]=='1'， 所 以 它 之 前 的 字符 捉 为 "abclabc"， 根 据 定义 这 
个 字符 串 的 后 绥 子 串 和 前 绥 子 串 最 大 匹配 为 "abc"。 也 就 是 当 后 缀 子 串 等 
于 match[4..6]=="abc"， 前 级 子 串 等 于 match[0..2]=="abc" 时 ， 这 时 前 级 和 后 
级 不 仅 相 等 ， 而 且 是 所 有 前 级 和 后 级 的 可 能 性 中 最 大 的 匹配 。 所 以 
nextArr[7] 的 值 等 于 3。 关 于 如 何 快速 得 到 nextArr 数 组 的 问题 ， 我 们 在 把 
KMP 算 法 的 大 概 过 程 介 绍 完毕 之 后 再 详细 说 明 ， 接 下 来 先 看 如 果 有 了 
match 的 nextArr 数 组 ， 如 何 加 速 进行 sr 和 match 的 匹配 过 程 。 


2. 假设 从 str[i 字 符 出 发 时 ， 匹 配 到 j 位 置 的 字符 发 现 与 match 中 的 字符 不 
一 致 。 也 束 是 说 ，str[ 轩 与 match[0] 一 样 ， 并 且 从 这 个 位 置 开 始 一 直 可 以 匹 
BC, Blstrli..j-115match[0..j-i-1] 4, HX str]! =matchlj-i], PEACE 
止 。 如 图 9-21 所 示 。 


strfi] 


match[0] match[j-:] 


en | x i 


图 9-21 


因为 现在 已 经 有 了 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 nextArrlj-i] AV AFR 
match[0..j-i-1] 这 一 段 字 符 串 前 级 与 后 级 的 最 长 匹配 。 假 设 前 缀 是 图 9-22 中 
的 a 区 域 这 一 段 ， 后 级 是 图 9-22 中 的 b 区 域 这 一 段 ， 再 假设 a 区 域 的 下 一 个 
字符 为 match[k]， 如 图 9-22 所 示 。 


match[k] mateh[j-i] 


图 9-22 


那么 下 一 次 的 匹配 检查 不 再 像 普 通 解法 那样 退回 到 str[i+1] 重 新 开始 与 
T UERS 而 是 直接 让 str[j] 与 match[k] 进 行 匹 配 检查 ， 如 图 9- 
23FT7T 


str[}] 
? 
match HARD awe 
ee 
match[k] 


图 9-23 


在 图 9-23 中 ， 在 str 中 要 匹配 的 位 置 仍 是 j， 而 不 进行 退回 。 对 match 来 说 ， 
相当 于 向 右 滑动 ， 让 match[k] 背 动 到 与 str[j] 同 一 个 位 置 上 ， 然 后 进行 后 续 
的 匹配 检查 。 普 通 解 法 str 要 退回 到 ;+1 位 置 ， on D 
行 匹配 ， 而 我 们 的 解法 在 匹配 的 过 程 中 一 直 进 行 这 样 的 滑动 匹配 的 过 
程 ， 直 到 在 str 的 某 一 个 位 置 把 match 完 全 匹配 完 ， 束 说 明 str 中 有 match。 
如 果 match 消 到 最 后 也 没 匹 配 出 来 ， 束 说 明 str 中 没有 match。 那 么 为 什么 
这 样 做 是 正确 的 呢 ? 如 图 9-24 所 示 。 


strfi] 


"er FRUE, MAUR ce > NE 


图 9-24 


在 图 9-24 中 ， 匹 配 到 A 字符 和 B 子 符 才 发 生 的 不 匹配 ， 所 以 c 区 域 等 于 b 区 
E, b 区 域 又 与 4 区 域 相等 (因为 nextArr 的 含义 如 此 ) ， 所 以 c 区 域 和 a 区 
域 是 不 需要 检查 的 ， 必 然 会 相等 。 所 以 直接 把 字符 C 滑 到 字符 A 的 位 置 开 
始 检查 即 可 。 其 实 这 个 过 程 相当 于 是 从 str 的 c 区 域 中 第 一 个 字符 重新 开始 
的 匹配 过 程 〈《c 区 域 的 第 一 个 字符 和 match[0] 匹 配 ， 并 往 右 的 过 程 ) Å 
不 过 因为 c 区 域 与 a 区 域 一 定 相 等 ， 所 以 省 去 了 这 个 区 域 的 匹配 检查 而 
己 ， 直 接 从 字符 A 和 字符 C 往 后 继续 匹配 检查 。 读 者 看 到 这 里 肯定 会 问 ， 

为 什么 开始 的 字符 从 str[ 订 直接 跳 到 c 区 域 的 第 一 个 字符 呢 ? 中 间 的 这 一 段 
为 什么 是 “不 用 检查 ”的 区 域 呢 ? 因为 在 这 个 区 域 中 ， 从 任何 一 个 字符 出 
发 都 肯定 匹配 不 出 match， 下 面 还 是 图 解 来 解释 这 一 点 。 如 图 9-25 所 示 。 


str{1] 


str: 


mach D Cb 


图 9-25 


在 图 9-25 中 ， 假 设 d 区 域 开 始 的 字符 是 “不 用 检查 ”区 域 的 其 中 一 个 位 置 ， 
如 果 从 这 个 位 置 开始 能 够 匹配 出 match， 那 么 毫 无 疑问 ， 起 码 整 个 d 区 域 
应 该 和 从 match[0] 开 始 的 e 区 域 匹配 ， 即 d 区 域 与 e 区 域 长 度 一 样 ， 且 两 个 
区 域 的 字符 都 相等 。 同 时 我 们 注意 到 ，d 区 域 比 c 区 域 大 ，e 区 域 比 a 区 域 
大 。 如 果 这 种 情况 发 生 了 ， 假 设 d 区 域 对 应 到 match 字 符 串 中 是 区 域 ， 也 
就 是 字符 B 之 前 的 字符 串 的 后 级 ， 而 e 区 域 本 身 就 是 match 的 前 级 ， 所 以 对 
match 来 说 ， 相 当 于 找到 了 B 这 个 字符 之 前 的 字符 串 (match[0..j-i-1) 的 一 个 
更 大 的 前 组 与 后 缀 匹配 ， 一 个 比 a 区 域 和 b 区 域 更 大 的 前 组 后缀 匹配 ，e 区 
Ja Ald? 区域。 这 与 nextArr[j- 订 的 值 是 目 相 矛盾 的 ， 因 为 nextArr[j- 计 的 值 代 
表 的 含义 就 是 match[0..j-i-H] 字 符 串 上 最 大 的 前 绥 与 后 缀 匹配 长 度 。 所 以 如 
果 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 计算 正确 ， 这 种 情况 绝 不 会 发 生 。 也 就 是 
说 ， 根 本 不 会 有 更 大 的 4 区域 和 e 区 域 ， 所 以 d 区 域 气 e 区 域 也 必然 不 会 相 


匹配 过 程 分 析 完 毕 ， 我 们 知道 ，str 中 匹配 的 位 置 是 不 退回 的 ，match 则 一 
直 向 右 衫 动 ， 如 果 在 str 中 的 某 个 位 置 完全 匹配 出 match， 整 个 过 程 停止 。 


否则 match 滑 到 str 的 最 右 侧 过 程 也 停止 ， 所 以 滑动 的 长 度 最 大 为 N ， 所 以 
时 间 复 杂 度 为 O(N )。 匹 配 的 全 部 过 程 参看 如 下 代码 中 的 getIndexOf 方 


法 。 


public int getIndexOf(String s, String m) { 


if (s == null || m == null || m.length() < 1 || s.le 


ngth() < m.length()) { 


return -1; 
) 
char[] ss = s.toCharArray(); 
char[] ms = m.toCharArray(); 
int si = 0; 
int mi = 0; 
int[] next = getNextArray(ms); 
while (si < ss.length && mi < ms.length) { 
if (ss[si] == ms[mi]) { 
Si++; 
mi++; 
} else if (next[mi] == -1) { 
Si++; 
} else { 


mi = next[mi]; 


} 


return mi == ms.length ? si - mi : -1; 


最 后 需要 解释 如 何 快速 得 到 match 字 符 串 的 nextArr 数 组 ， 并 且 要 证 明 得 到 
nextArr 数 组 的 时 间 复 杂 度 为 O (M )。 对 match[0] 来 说 ， 在 它 之 前 没有 字 
符 ， 所 以 nextArr[0] 规 定 为 -1。 对 match[1] 来 说 ， 在 它 之 前 有 match[0]， 但 
nextArr 数 组 的 定义 要 求 任何 子 串 的 后 缀 不 能 包括 第 一 个 字符 (match[0])， 
所 以 match[1] 之 前 的 字符 串 只 有 长 度 为 0 的 后 缀 字符 串 ， 所 以 nextArr[1] 为 
0。 之 后 对 match[i](i>1) 来 说 ， 求 解 过 程 如 下 : 


1. 因为 是 左 到 右 依次 求解 nextArr， 所 以 在 求解 nextArr[i] 时 ，nextArr[0..i- 


1] 的 值 都 已 经 求 出 。 假 设 match[i] 字 符 为 图 9-26 中 的 A 字符 ，match[i-1] 为 
图 9-26 中 的 B 字 符 ， 如 图 9-26 所 示 。 


STS 


图 9-26 
通过 nextArr[i-1] 的 值 可 以 知道 B 字 符 前 的 字符 串 的 最 长 前 级 与 后 级 匹 配 区 


域 ， 图 9-26 中 的 1 区域 为 最 长 匹配 的 前 级 子囊 ,，k 区域 为 最 长 匹配 的 后 级 
TR, 图 9-26 中 字符 C 为 1 区 域 之 后 的 字符 。 然 后 看 字符 C 与 字符 B 是 否 相 


2 . ARF Ca FFB 那么 A 字 符 之 前 的 字符 捉 的 最 长 前 缀 与 后 级 
CREER LAE, RFI 区 域 +C 字 符 ， 后 级 子 串 为 k 区 域 +B 字 
74, BinextArrfi]=nextArrfi-1]+1 ° 


3. 如 果 字 符 C 与 字符 B 不 相等 ， 束 看 字符 C 之 前 的 前 级 和 后 级 匹配 情 疯 ， 
假设 字符 C 是 第 cn 个 字符 (match[en]) , AB AnextArr[cn] te Hi KB A 
和 后 缀 匹配 长 度 ， 如 图 9-27 所 示 。 


match[cn] 


图 9-27 


在 图 9-27 中 ，m 区 域 和 n 区 域 分 别 是 字符 C 之 前 的 字符 串 的 最 长 匹配 的 后 
级 与 前 级 区 域 ， 这 是 通过 nextArr[cn] 的 值 确定 的 ， 当 然 两 个 区 域 吓 相 等 
W, m 区 域 为 k 区 域 最 右 的 区 域 且 长 度 与 m 区 域 一 样 ， 因 为 k 区 域 和 1 区 
域 是 相等 的 ， 所 以 m 区 域 和 m? 区 域 也 相等 ， 字 符 D 为 n 区域 之 后 的 一 个 字 
符 ， 接 下 来 比较 字符 D 是 否 与 字符 B 相 等 。 


1) 如 果 相等 ，A 字 答 之 前 的 字符 串 的 最 长 前 组 与 后 组 匹配 区 域 就 可 以 确 
定 ， 前 级 子 串 为 n 区 域 +D 字 从 ， 后 级 子囊 为 m’' 区域 +B 字 符 ， 则 令 
nextArr[i]=nextArr[cn]+1 ° 


2) 如 果 不 等 ， 继 续 往 前 跳 到 字符 D， 之 后 的 过 程 与 跳 到 字符 C 类 似 ， 一 
直 进 行 这 样 的 跳 过 程 ， 跳 的 每 一 步 都 会 有 一 个 新 的 字符 和 B 比 较 〈 就 像 C 
字符 和 D 字 符 一 样 ) ， 只 要 有 相等 的 情况 ，nextArr 跨 的 值 就 能 确定 。 


4 如果 辐 前 跳 到 最 左 位置 〈 即 match[0] 的 位 置 ) ， 此 时 nextArr[0]==-1， 
WAR FAA ZAIN SFA RAGE HAA RRL ANT, US 
nextArr[i]=0 ° HR NT 9] BI BA A 20 9] DASE IE A AI next Arr ERE 
因 还 是 因为 每 跳 到 一 个 位 置 q，nextArr[cn] 的 意义 就 表示 它 之 前 字符 串 的 
最 大 匹配 长 度 。 求 解 nextArr 数 组 的 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
getNextArray 方 法 ， 先 看 代码 ， 然 后 分 析 这 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 什么 为 
O(M)° 


public int[] getNextArray(char[] ms) { 
if (ms.length == 1) I 
return new int[] { -1 }; 
) 
int[] next = new int[ms.length]; 
next [0] = -1; 


next [1] 


Il 
© 


int pos 


Il 
N 


int cn = 0; 
while (pos < next.length) { 
if (ms[pos - 1] == ms[cn]) { 
next[pos++] = ++cn; 
} else if (cn > 0) { 
cn = next[cn]; 
} else { 


next[pos++] = 0; 


} 


return next; 


getNextArray 方 法 中 的 while 循 环 就 是 求解 nextArr 数 组 的 过 程 ， 现 在 证 明 这 
个 循环 发 生 的 次 数 不 会 超过 2M 这 个 数量 。 先 来 看 两 个 量 ， 一 个 为 pos 
量 ， 一 个 为 (pos-cn) 的 量 。 对 pos 量 来 说 ， 从 2 开始 又 必然 不 会 大 于 
match 的 长 度 ， 即 pos<M。 对 (pos-cn) 量 来 说 ，pos 最 大 为 M-1，cn 最 小 
为 0， 所 以 (pos-cn)<=M。 


循环 的 第 一 个 逻辑 分 支 会 让 pos 的 值 增加 ，(pos-cn) 的 值 不 变 。 循 环 的 第 二 
个 逻辑 分 支 为 cn 辣 左 跳 的 过 程 ， 所 以 会 让 cn 减 小 ，pos 值 在 这 个 分 文中 不 
变 ， 所 以 (pos-cn) 的 值 会 增加 。 循 环 的 第 三 个 逻辑 分 支 会 让 pos 的 值 增 
加 ，(pos-cn) 的 值 也 增加 。 如 下 表 所 示 : 


Pos pos-cn 
循环 的 第 一 个 逻辑 分 文 ”增加 RE 
循环 的 第 二 个 逻辑 分 文 DE ”增加 
循环 的 第 三 个 逻辑 分 文 ”增加 增加 


因为 pos+(pos-cn)<2M ， 又 有 上 表 的 关系 ， 所 以 循环 发 生 的 总 体 次 数 小 于 
pos 量 和 (pos-cn) 量 的 增加 次 数 ， 也 必然 小 于 2M ， 证 明 完 毕 。 


所 以 整个 KMP 算 法 的 复杂 度 为 O0 (M) (求解 nextAr 数 组 的 过 程 ) +0 
(N) “匹配 的 过 程 ) ， 因 为 有 N>M ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O(N) © 


于 棋子 问题 


分 
分 


【题目 】 
一 座 大 楼 有 0~N 层 ， 地 面 算 作 第 0 层 ， 最 高 的 一 层 为 第 N 层 。 已 知 棋子 从 
第 0 层 掉 落 肯定 不 会 摔 碎 ， 从 第 i 层 掉 落 可 能 会 摔 碎 ， 也 可 能 不 会 摔 碎 (1xsi 
<N) ° AERAN 作为 楼 层 数 ， 再 给 定 整数 K 作为 模子 数 ， 返 回 如 末 想 找 
到 棋子 不 会 控 碎 的 最 高 层 数 ， 即 使 在 最 差 的 情况 下 扔 的 最 少 次 数 。 一 次 
只 能 扔 一 个 棋子 。 

【举例 】 
N=10, K=1° 


返回 10。 因 为 只 有 1 棵 棋子 ， 所 以 不 得 不 从 第 1 层 开始 一 直 试 到 第 10 层 ， 
在 最 差 的 情况 下 ， 即 第 10 层 是 不 会 控 坏 的 最 高 层 ， 最 少 也 要 扔 10 次 。 


N=3, K=2? 
返回 2。 先 在 2 层 扔 1 模 棋 子 ， 如 果 碎 了 ， 试 第 1 层 ， 如 采 没 雄 ， 试 第 3 层 。 


N=105, K =2 
退回 14。 

第 一 个 棋子 移 在 14 层 扔 ， 雁 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 1 一 13 。 
À 


没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 27 层 扔 ， 雁 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 15 一 
26 ° 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 39 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 28 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 50 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 40 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 60 层 扔 ， 硫 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 51 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 69 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 61 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 77 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 斌 70 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 84 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 斌 78 一 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 90 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 斌 85 一 


在 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 95 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 91~ 
94。 


知 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 99 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 96 一 
98 ° 


在 没 碎 ， 第 一 个 棋子 继续 在 102 层 扔 ， 碎 了 则 用 仅 存 的 一 个 棋子 试 100、 
101° 
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B skr 
【解答 】 


方法 一 。 假 设 P (N ，K ) 的 返回 值 是 N 层 楼 有 kK 个 棋子 在 最 差 情况 下 扔 的 
最 少 次 数 。 


1. 如 果 N==0， 也 就 是 楼 层 只 有 第 0 层 ， 那 不 用 试 ， 肯 定 不 碎 ， 即 P(0， 天 
)=0 ° 


2. WRK==1, EMEZAN 层 ， 但 只 有 1 个 棋子 了 ， 这 时 只 能 从 第 1 层 
开始 试 ， 一 直 试 到 第 Y 层 ， 即 P (CN 1)=N ° 


3. 以 上 两 种 情况 较为 特殊 ， 对 一 般 情 况 (N >0，K >1)， 我 们 需要 考虑 第 1 
DN EG ER GS 如 果 第 1 个 棋子 从 第 i 层 开 始 扔 ， 有 以 下 两 
情况 : 


1) 碎 了 。 那 么 可 以 知道 ， 没 有 必要 去 试 第 ; 层 以 上 的 楼 层 ， 接 下 来 的 问 
题 就 变 成 了 还 剩 下 i -1 层 楼 ， 还 剩 下 开 -1 个 棋子 ， 所 以 总 步 数 为 1+P(i-1， 
K-1) ° 


2) 没 碎 。 那 么 可 以 知道 ， 没 有 必要 去 试 第 i 层 以 下 的 楼 层 ， 接 下 来 的 问 
题 就 变 成 了 还 镜 下 N -i 层 楼 ， 仍 有 天 个 棋子 ， 所 以 总 步 数 为 1+P(N-i， 
K) ° 


根据 题 意 ， 在 1) 和 2) 中 哪个 是 最 差 的 情况 ， 最 后 的 取 值 就 应 该 来 自 哪个 ， 
所 以 最 后 取 值 为 max{ P(i-1，K-1)，P(N-i，K) }+ 1。 那么 可 以 选择 哪些 
值 呢 ? 从 1 到 N 都 可 以 选择 ， 这 就 是 说 ， 第 1 个 棋子 丢 在 哪里 呢 ? 从 第 1 层 
到 第 N 层 都 可 以 斌 试 ， 那 么 在 这 么 多 尝试 中 ， 我 们 应 该 选择 哪个 尝试 
呢 ? 应 该 选择 最 终 步 数 最 少 的 那 种 情况 。 所 以 ，P(N，K)=min{max{P(i- 
1, K-1), P(N-i, K)}(1<=i<=N)}+1 ° 具体 请 参看 如 下 代码 中 的 solution1 方 
法 。 


NII 


public int solutioni(int nLevel, int kChess) { 


if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 


} 


return Processi(nLevel, kChess); 


public int Processi(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel == 0) { 
return 0; 
) 
if (kChess == 1) I 
return nLevel; 
) 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int i = 1; i! = nLevel + 1; i++) { 
if (i == nLevel) { 
} 
min = Math.min(min, 


Math.max(Process1(i - 1, 
kChess - 1), 


Processi(n 
Level - i, kChess))); 


) 


return min + 1; 


方法 一 为 肾 力 递归 的 方法 ， 如 条 楼 数 为 N ， 将 壬 试 N 种 可 能 。 在 下 一 步 的 
递归 中 ， 楼 数 最 多 为 N -1， 将 尝试 N -1 种 可 能 ， 所 以 时 间 复 杂 度 为 O (N ! 
)， 这 个 时 间 复 杂 度 非常 高 。 


方法 二 ， 动 态 规划 方法 。 通 过 研究 如 上 递归 画 数 我 们 发 现 ，P (N ，K ) 过 
程 依赖 P (0..N -1，K -1) 和 P (0..N-1, 天 )。 所 以 ， 寿 把 所 有 递归 过 程 的 返 
回 值 看 作 是 一 个 二 维 数组 ， 可 以 用 动态 规划 的 方式 优化 整个 递归 过 程 ， 
从 而 减少 递归 重复 计算 ， 如 下 所 示 ; 


dp[OJ[K] = 0, dp[NJ[1] =N, dp[NJ[K] = min{max{dp[i-1][K-1] dp[N-i] 
[K]} (<= i<=N) } +1 ° 


动态 规划 的 具体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


public int solution2(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
) 
if (kChess == 1) I 
return nLevel; 
) 
int[][] dp = new int[nLevel + 1][kChess + 1]; 
for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 
dp[i][1] = i; 
) 
for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 


for (int j = 2; j ! = dp[O].length; j++) 


int min = Integer.MAX VALUE; 


for (int k= 1; k ! = i +1; k++ 


min = Math.min(min, 


Math.max(dp[k - 
1][j - 1], dp[i - k][j])); 


) 
dp[i][j] = min + 1; 


) 


return dp[nLevel][kChess]; 


) 


求 每 个 位 置 (a b) (BIP (qa b) 的 过 程 中 ， 需 要 枚 举 P (0..a -1，b ) 和 P 
(0.a -1，b -1)， 所 以 每 个 位 置 枚 举 过 程 的 时 间 复 杂 度 为 O(N )。 递 归 过 
Fz, BHP (i, j), i MOFIN, j 从 0 到 K ， 所 以 用 一 张 N xK 的 二 维 表 可 以 表 
示 所 有 递归 过 程 的 返回 值 ， 即 一 共有 O(N xK ) 个 位 置 。 所 以 方法 二 整体 
的 时 间 复 杂 度 为 O (N :xK ) ° 


方法 三 ， 把 方法 二 的 额外 空间 复杂 度 从 使 用 N xK 的 矩阵 ， 减 少 为 2 个 长 
BEAN 的 数组 。 分 析 动 态 规划 的 过 程 我 们 发 现 ，dp[N][K] 只 需要 它 左 边 的 
数据 dp[0..N-1][K-1]， 和 它 上 面 一 排 的 数据 dp[0..N-1][K]。 那 么 在 动态 规 
划 计 算 时 ， 束 可 以 用 两 个 数组 不 停 地 复 用 的 方式 实现 ， 而 并 不 真 的 需要 
申请 整个 二 维 数组 的 空间 。 具 体 请 参看 如 下 代码 中 的 solution3 方 法 。 


public int solution3(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
+ 
if (kChess == 1) £ 


return nLevel; 


} 


int[] preArr = new int[nLevel + 1]; 
int[] curArr = new int[nLevel + 1]; 
for (int i = 1; i ! = curArr.length; i++) { 


curArr[i] = i; 


for (int i = 1; i ! = kChess; i++) { 
int[] tmp = preArr; 
preArr = curArr; 
curArr = tmp; 
for (int j = 1; j ! = curArr.length; j++) { 
int min = Integer.MAX VALUE; 
for (int k= 1; k ! = j + 1; k++) { 


min = Math.min(min, Math.max(preArr[k - 
1], curArr[j - k])); 


} 


curArr[j] = min +1; 


} 


return curArr[curArr.length - 1]; 


方法 二 和 方法 三 的 时 间 复 杂 度 为 O(N :xK )， 还 是 很 高 。 但 我 们 注意 到 ， 
求解 动态 规划 表 中 的 值 时 ， 有 枚 举 过 程 ， 此 时 往往 可 以 用 “四 边 形 不 等 
式 ” 及 其 相关 猜想 来 进行 优化 。 


优化 的 方式 一 一 四 边 形 不 等 式 及 其 相关 猜想 : 


1. 如果 已 经 求 出 了 k+1 个 棋子 在 解决 n 层 楼 时 的 最 少 步 又 (dp[n][k+1])， 
那么 如 果 在 这 个 洽 试 的 过 程 中 发 现 ， 第 1 个 棋子 扔 在 m 层 楼 的 这 种 竹 试 最 
终 导致 了 最 优 解 。 则 在 求 k 个 棋子 在 解决 n 层 楼 时 (dp[n][kJ)， 第 1 个 棋子 
不 需要 去 党 试 m 层 以 上 的 楼 。 


举 一 个 例子 ，3 个 棋子 在 解决 100 层 楼 时 ， 第 1 个 棋子 扔 在 37 层 楼 时 最 终 导 
致 了 最 优 解 。 那 么 2 个 棋子 在 解决 100 层 楼 时 ， 第 1 个 根子 不 需要 去 试 37 层 
类 以 上 的 楼 层 。 


2. 如 有 果 已 经 求 出 了 k 个 棋子 在 解决 n 层 楼 时 的 最 少 步骤 (dp[n][k])， 那 么 
如 果 在 这 个 笑 试 的 过 程 中 发 现 ， 第 1 个 棋子 扔 在 m 层 楼 的 这 种 竹 试 最 终 导 
致 了 最 优 解 。 则 在 求 k 个 棋子 在 解决 n +1 层 楼 时 (dp[n+1][k])， 不 需要 去 党 
iim 层 以 下 的 楼 。 


举 一 个 例子 ，2 个 棋子 在 解决 10 层 楼 时 ， 第 1 个 棋子 扔 在 4 层 楼 时 最 终 导致 
了 最 优 解 。 那 么 2 个 棋子 在 解决 11 层 楼 或 更 多 的 层 楼 时 (想象 一 下 100 
ce 第 1 个 棋子 也 不 需要 去 试 1、2、3 层 楼 ， 只 用 从 4 层 及 其 以 上 的 楼 层 
试 起 。 


也 就 是 说 ,动态 规划 表 中 的 两 个 参数 分 别 为 棋子 数 和 楼 数 ， 楼 数 变 多 之 
后 ， 第 1 个 棋子 的 笑 试 楼 层 的 下 限 是 可 以 确定 的 。 棋 子 数 变 少 之 后 ， 第 1 
个 棋子 的 竹 试 楼 层 的 上 限 也 是 可 以 确定 的 。 这 样 束 省 去 了 很 多 无 效 的 枚 
举 过 程 。 证 明 略 。 注 : “四 边 形 不 等 式 ” 的 相关 内 容 及 其 证 明 是 相当 复 灯 
而 烦琐 的 ， 本 书 由 于 篇 幅 所 限 ， 不 再 进行 进一步 的 展开 ， 有 兴趣 的 读者 
可 以 搜集 相关 资料 进行 深入 学 习 。 本 书 是 想 用 本 题 给 面试 者 提 一 个 醒 ， 
如 果 在 面试 时 发 现 某 一 道 面 试题 解法 是 动态 规划 ， 但 在 计算 动态 规划 二 
维 表 的 过 程 中 ， 发 现 计算 每 一 个 值 时 有 类 似 本 题 和 本 书 的 “ 画 匠 问 
题 "、“ 邮 局 选 址 问题 ”这 样 的 枚 举 过 程 ， 则 往往 可 以 通过 “四 边 形 不 等 
式 ” 的 优化 把 时 间 复 洒 度 降 一 个 维度 ， 可 以 从 O(N :xk ) 或 O(N:) 降 到 O (N 
')。 具 体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 solution4 方 法 。 


public int solution4(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 


) 
if (kChess == 1) I 


return nLevel; 


) 

int[][] dp = new int[nLevel + 1][kChess + 1]; 

for (int i = 1; i ! = dp.length; i++) { 
dp[i][1] = 4; 

) 


int[] cands = new int[kChess + 1]; 
for (int i = 1; i ! = dp[O].length; i++) I 
Pi =4; 
cands[i] = 1; 
) 
for (int i = 2; i < nLevel + 1; i++) { 
for (int j = kChess; j > 1; j--) I 
int min = Integer.MAX VALUE; 
int minEnum = cands[j]; 


int maxEnum = j == kChess ? i / 
2+ 1: cands[j + 1]; 


for (int k = minEnum; k < maxEnu 
m + 1; k++) £ 


int cur = Math.max(dp[k - 1] 
[j - 1], dp[i - k][j]); 


if (cur <= min) { 
min = cur; 


cands[j] = k; 


dp[i][j] = min + 1; 


} 


return dp[nLevel][kChess]; 


) 


最 优 解 。 最 优 解 比 以 上 各 种 方法 都 要 快 。 首 先 我 们 换个 角度 来 看 这 个 问 
题 ， 以 上 各 种 方法 解决 的 问题 是 N 层 楼 有 K 个 棋子 最 少 扔 多 少 次 。 现 在 反 
过 来 看 K 个 棋子 如 条 可 以 扔 M 次 ， 最 多 可 以 解决 多 少 层 楼 这 个 问题 。 根 
据 上 文 实现 的 函数 可 以 生成 下 表 。 在 这 个 表 中 记 为 map，map[i][j] 的 意义 
为 i 个 棋子 扔 j 次 最 多 搞定 的 楼 数 。 


012345678910 -> 次 数 


1012345678910 
2013610152128364555 

3013714254163 92 129 175 

4013715 30 56 98 162 255 385 

501371531 62 119 218 381 637 

| 

y 

棋子 数 

通过 研究 map 表 我 们 发 现 ， 第 一 横 排 的 值 从 左 到 右 依 次 为 1，2，3，…， 
第 一 纵 列 都 为 0， 除 此 之 外 的 其 他 位 置 (i , j), 44 maplillj|==maplilfj- 
1]+mapli-1][j-1]+1 ° 

如 何 理 解 这 个 公式 呢 ? 假 设 i 个 棋子 扔 j 次 最 多 搞定 m BR, “搞定 最 


多 ”说 明 每 次 扔 的 位 置 都 是 最 优 的 且 棋子 肯定 够 用 的 情况 ， 假 设 第 1 个 模 
子 扔 在 a 层 楼 是 最 优 的 尝试 。 


2. 如 果 第 1 个 棋子 没 碎 ， 那 承 向 上 ， 看 i 个 棋子 扔 六 -1 次 最 多 搞定 多 少 层 
oa 


3. a 层 楼 本 映 也 是 被 搞定 的 1 层 。 


1、2、3 的 总 楼 数 就 是 i 个 棋子 扔 次 最 多 搞定 的 楼 数 ，map 表 的 生成 过 程 
极为 测 单 ， 同 时 数值 增长 极 快 。 原 始 问题 可 以 用 map 表 得 到 很 好 的 解决 ， 
比如 ， 想 求 5 个 棋子 搞定 200 层 楼 最 少 扔 多 少 次 的 问题 。 注 意 到 第 5 行 ( 表 
示 5 个 棋子 的 情况 ) 第 8 列 《表示 扔 8 次 的 情况 ) 对 应 的 值 为 218， 是 第 5 行 
的 所 有 值 中 第 一 次 超过 200 的 值 ， 则 可 以 知道 5 个 棋子 搞定 200 层 楼 最 少 扔 
8 次 。 同 时 在 map 表 中 其 实 9 列 10 列 的 值 也 完全 可 以 不 需要 计算 ， 因 为 算 到 
第 8 列 〈 即 扔 8 次 ) 束 已 经 搞定 ， 那 么 时 间 复 杂 度 也 可 以 进一步 得 到 优 
化 。 另 外 还 有 一 个 特别 重要 的 优化 ， 我 们 知道 W 层 楼 完全 用 二 分 的 方式 
扔 logN +1 次 就 可 以 确定 哪 层 楼 是 会 碎 的 最 低层 楼 ， 所 以 当 棋 子 数 (k) 
大 于 logN +1 时 ， 我 们 就 可 以 直接 返回 logN +1 ° 


如 果 棋 子 数 为 K、 楼 数 为 N ， 最 终 的 结果 为 M 次 ， 那 么 最 优 解 的 时 间 复 
NO (K xM )， 在 棋子 数 大 于 logN +1 时 ， 时 间 复 杂 度 为 O (logN )。 在 
只 有 一 个 棋子 的 时 候 ，K xM 等 于 N ， 在 其 他 情况 下 ，K xM HN 要 小 得 
多 。 最 优 解 求 解 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 solution5 方 法 。 


public int solution5(int nLevel, int kChess) { 
if (nLevel < 1 || kChess < 1) I 
return 0; 
) 
int bsTimes = log2N(nLevel) + 1; 
if (kChess >= bsTimes) { 
return bsTimes; 


) 


int[] dp = new int[kChess]; 


int res = 0; 
while (true) < 
res++; 
int previous = 0; 
for (int i = 0; i < dp.length; i++) { 
int tmp = dp[i]; 
dp[i] = dp[i] + previous + 1; 
previous = tmp; 
if (dp[i] >= nLevel) { 


return res; 


public int log2N(int n) { 


int res = -1; 
while (n ! = 0) I 
res++; 
n >>>= 1; 
) 


return res; 


BEH 


【题目 】 


给 定 一 个 整 型 数组 ar， 数 组 中 的 每 个 值 都 为 正 数 ， 表 示 完 成 一 幅 画 作 需 
要 的 时 间 ， 再 给 定 一 个 整数 num 表 示 画 折 的 数量 ， 每 个 画 折 只 能 画 连 在 一 
egn 画作 。 所 有 的 画家 并 行 工作 ， 请 返回 完成 所 有 的 画作 需要 的 最 少时 
È 


【举例 】 
arr=[3, 1, 4], num=2 ° 
最 好 的 分 配方 式 为 第 一 个 画 匠 画 3 和 1， 所 需 时 间 为 4° 第 二 人 NEE, 


所 需 时 间 为 4。 因 为 并 行 工 作 ， 所 以 最 少时 间 为 4。 ny 分 配方 式 为 第 
个 画 匠 画 3， 所 需 时 间 为 3。 第 二 个 画 匠 画 1 和 4， 所 需 的 时 间 为 5。 那么 最 
少时 间 为 5， 显 然 没有 第 一 种 分 配方 式 好 。 上 所 以 返回 4。 

arr=[1, 1, 1, 4, 3], num=3 ? 


最 好 的 4 ee ag DHEERA, FRE > BOSE 
4， 所 需 时 间 为 4。 画 折 画 3， 所 需 时 间 为 3。 返 回 4。 


【难度 】 

BE Ar 

【解答 】 

方法 一 。 如 果 只 有 1 个 画 匠 ， 那 么 对 这 个 画 匠 来 说 ，arr[0. JE 


时 间 就 是 arr[0..j] 的 累加 和 。 如 果 有 2 个 画 匠 ， 对 他 们 来 说 ， 画 完 ar[0..j] 上 
的 画作 有 如 下 方案 : 


方案 1: 画 匠 1 负责 arr[0]， 画 匠 2 负 责 arr[1..j]， 时 间 为 Max{fsum[0]， 
sum[1..j]} ° 
方案 2: 画 折 1 负责 arr[0..1]， 画 匠 2 人 负责 arr[2..j]， 时 间 为 Max{sum[0..1]， 


sum[2..j]} ° 


Wek: 画 匠 1 负责 arf0.kj， 画 匠 2 负 责 arr[k+l.j]， 时 间 为 
Max{sum[0..k], sum[k+1..j]} ° 


方案 ) : 画 匠 1 负责 arr[0..j-1]， 画 节 2 负 责 arr[j]。 时 间 为 Max{sum[0..j-1]， 
sum{j]} ° 


每 一 种 方案 其 实 都 是 一 种 划分 ， 把 arr[0.j 分 成 两 部 分 ， 第 一 部 分 由 画 折 1 
来 负责 ， 第 二 部 分 由 画 匠 2 来 负责 ， 两 部 人 CNET I 哪个 殉 是 这 
种 方案 的 所 需 时 间 。 最 后 选 所 需 时 间 最 小 的 方案 ， 束 是 管 案 。 当 画 匠 数 
量 为 i (i>2) 时 ， 假 设 dp[i][j 的 值 代表 i 个 画 匠 搞定 amrf0.j] 这 些 画 所 需 的 
最 少时 间 。 那 么 有 如 下 方案 : 


方案 1: 画 匠 1~…i-1 负 责 arr[0]， 画 匠 i 负责 arr[1..j] -> max{dpli-1][0], 
sum[1..j]} ° 


方案 2: MI i-1f arf0..1], MÆ: 人 负责 arr[2..j] -> max{dpli-1][1], 
sum[2..j]} ° 


方案 K: H1-i-1f Har[O.k], MÆ: 人 负责 arr[k+1..j] -> max{dpli-1] 
[k], sum[k+1..j]) ° 


方案 ) : MI i-1 arr[0..j-1], HÆ: 负责 arr[j] -> max{dpli-1][j-1] , 
sum{j]} ° 

PRES SS AT aS NEED, dp Li AVE Le PP RP ANT), KI 
dpli]lj] = min ( max { dp[i-1][k] , sum[k+1..j] } (0<=k<;j) } 

具体 过 程 参 见 如 下 代码 中 的 solution1 方 法 ， 此 方法 使 用 动态 规划 常见 的 空 
间 优 化 技巧 。 因 为 dp[[] 的 值 仅 依 赖 dp[i-1][...] 的 值 ， 所 以 我 们 不 必 生 成 


规模 为 NumxN 大 小 的 矩阵 ， 仅 用 一 个 长 度 为 N 的 数组 结构 滚动 更 新 、 不 
BTS HEN - 


public int solutioni(int[] arr, int num) { 
if (arr == null || arr.length == © || num < 1) I 


throw new RuntimeException("err"); 


} 


int[] sumArr = new int[arr.length]; 
int[] map = new int[arr.length]; 
sumArr [0] = arr[0]; 
map[0] = arr[0]; 
for (int i = 1; i < sumArr.length; i++) I 
sumArr[i] = sumArr[i - 1] + arr[i]; 
map[i] = sumArr[i]; 
) 
for (int i = 1; i < num; itt) { 
for (int j = map.length - 1; j> i - 1; 
Jes) € 
int min = Integer .MAX_VALUE; 
for (int k= i - 1; k < j; k++) 
int cur = Math.max(map[k], s 
umArr[j] - sumArr[k]); 
min = Math.min(min, cur); 
} 


map[j] = min; 


} 


return map[arr.length - 11; 


画 匠 数 目 为 nm， 画作 数量 为 N ， 所 以 一 共和 是 numxN 个 位 置 需要 计算 ， 
每 一 个 位 置 都 需要 枚 举 所 有 的 方案 来 找 出 最 好 的 方案 ， 所 以 方法 一 的 时 


间 复 杂 度 为 O (N :xnum)。 


方法 二 ， 动 态 规划 用 四 边 形 不 等 式 优化 后 的 解法 。 计 算 动 态 规划 的 每 个 
值 都 需要 去 枚 举 ， 目 然 想 到 用 “四 边 形 不 等 式 ” 及 其 相关 猜想 来 做 枚 举 优 
化 。 具 体 地 说 ， 假 设计 算 dp[i-1] 中 时 ， 在 最 好 的 划分 方案 中 ， 第 i -1 个 画 
折 人 负责 arr[1..j] 的 画作 。 在 计算 dp[i][j+1] 时 ， 在 最 好 的 划分 方案 中 ， 第 i 个 
画 匠 人 负责 arr[m..j+1] 的 画作 。 那 么 在 计算 dp[i][j] 上 时， 假设 最 好 的 划分 方案 
是 让 第 i 个 画 匠 人 负责 arr[k..j]， 那 么 k 的 范围 一 定 是 ，m]， 而 不 可 能 在 这 
个 范围 之 外 。 四 边 形 不 等 式 的 相关 内 容 及 其 证 明 比 较 复 杂 且 烦琐 ， 本 书 
因 篇 幅 所 限 ， 不 再 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 学 习 。 利 用 四 边 形 不 等 
式 对 枚 举 过 程 的 优化 可 以 将 时 间 复 杂 度 从 O (N :xnum) 降 至 O(N:)。 具 体 
过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 solution2 方 法 。 


public int solution2(int[] arr, int num) { 

if (arr == null || arr.length == © || num < 1) I 
throw new RuntimeException("err"); 

) 

int[] sumArr = new int[arr.length]; 

int[] map = new int[arr.length]; 

sumArr [0] = arr[0]; 

map[0] = arr[0]; 

for (int i = 1; i < sumArr.length; i++) { 
sumArr[i] = sumArr[i - 1] + arr[i]; 
map[i] = sumArr[i]; 

) 

int[] cands = new int[arr.length]; 

for (int i = 1; i < num; itt) { 


for (int j = map.length - 1; j> i - 1; 


int minPar = cands[j]; 

int maxPar = j == map.length - 1 
? j : cands[j + 1]; 

int min = Integer.MAX VALUE; 


for (int k = minPar; k < maxPar 
+ 1; k++) { 


int cur = Math.max(map[k], s 
umArr[j] - sumArr[k]); 


if (cur <= min) { 
min = cur; 


cands[j] = k; 


} 


map[j] = min; 


} 


return map[arr.length - 1]; 


最 优 解 。 本 题 最 优 解 反而 是 三 个 方法 中 最 好 理解 的 ， 先 来 重新 思考 这 样 
一 个 问题 ，arr 数 组 中 的 值 依然 表示 完成 一 幅 画 作 需 要 的 时 间 ， 但 是 规定 
每 个 画 折 画 画 的 时 间 不 能 多 于 limit， 那 么 要 几 个 画 匠 才 够 呢 ? 这 个 问题 
的 实现 非常 简单 ， 从 左 到 右 遍 历 arr 的 过 程 中 做 景 加， 一 旦 累加 超过 
limit， 则 认为 当前 的 画 (arfi]) DAA TR NER, ABA it NI 
清 零 ， 并 从 arr[i 开 始 重新 累加 。 遍 历 的 过 程 中 如 果 发 现 有 某 一 幅 画 的 时 
间 大 于 limit， 说 明 即 使 是 单独 分 配 一 个 画 匠 只 画 这 一 幅 画 ， 也 不 能 满足 
每 个 画 匠 所 需 时 间 小 于 或 等 于 limit 这 个 要 求 。 遇 到 这 种 情况 就 直接 返回 
系统 最 大 值 ， 表 示 无 论 分 多 少 个 画 匠 ，limit 都 满足 不 了 。 这 个 过 程 请 参 
看 如 下 代码 中 的 getNeedNum 方 法 。 如 果 arr 的 长 度 为 N ， 该 方法 的 时 间 复 
杂 度 为 O (N )。 


public int getNeedNum(int[] arr, int lim) { 
int res = 1; 
int stepSum = 0; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 
if (arr[i] > lim) { 
return Integer.MAX VALUE; 
) 
stepSum += arr[i]; 
if (stepSum > lim) { 
rest+; 


stepSum = arr[i]; 


} 


return res; 


理解 了 上 面 的 小 问题 后 ， 画 匠 问 题 最 优 解 的 思路 就 很 好 理解 了 -利用 
二 分 法 。 通 过 调整 limit 的 大 小 ， 看 看 需要 的 画 匠 数目 是 大 于 画 匠 总 数 还 
是 少 于 画 匠 总 数 ， 然 后 决定 是 将 答案 往 上 调整 还 是 往 下 调整 ， 那 么 limit 
的 范围 一 开始 为 [0，arr 所 有 值 的 票 加 和 ]， 然 后 不 断 二 分 ， 即 可 缩小 范 
围 ， 最 终 确定 limit 到 底 是 多 少 。 具 体 过 程 参 看 如 下 代码 中 的 solution3 方 
法 。 


public int solution3(int[] arr, int num) { 
if (arr == null || arr.length == 0 || num < 1) { 


throw new RuntimeException("err"); 


} 


if (arr.length < num) { 
int max = Integer.MIN_VALUE; 
for (int i = 0; i ! = arr.length; i++) { 


max = Math.max(max, arr[i]); 


) 
return max; 
) else I 
int minSum = 0; 
int maxSum = 0; 


for (int i 0; i < arr.length; i++) { 


maxSum += arr[i]; 


) 
while (minSum ! = maxSum - 1) { 
int mid = (minSum + maxSum) / 2; 
if (getNeedNum(arr, mid) > num) 
minSum = mid; 
} else { 
maxSum = mid; 
} 
} 


return maxSum; 


假设 ar 所 有 值 的 累加 和 为 S， 那 么 二 分 的 次 数 为 logs ， 每 次 调用 
getNeedNum 方 法 ， 然 后 进行 二 分 ，getNeedNum 方 法 的 时 间 复 杂 度 为 O (N 
)。 所 以 solution3 的 时 间 复 杂 度 为 O (N logs ) ° 


邮局 选 址 问题 


【题目 】 


一 条 直线 上 有 居民 点 ， 邮 局 只 能 建 在 居民 点 上 。 给 定 一 个 有 序 整 型 数组 
arr， 每 个 值 表示 居民 点 的 一 维 坐 标 ， 再 给 定 一 个 正 数 hum， 表 示 邮 局 数 
量 。 选 择 num 个 居民 点 建立 num 个 邮局 ， 使 所 有 的 居民 点 到 邮局 的 总 距离 
最 短 ， 返 回 最 短 的 总 距离 。 


【举例 】 
arr=[1, 2, 3, 4, 5, 1000], num=2 ° 


第 一 个 邮局 建立 在 3 位 置 ， 第 二 个 邮局 建立 在 1000 人 位置。 那么 1 位 置 到 邮 
局 距离 为 2，2 位 置 到 邮局 距离 为 1，3 位 置 到 邮局 距离 为 0，4 位 置 到 邮局 
距离 为 1，5 位 置 到 邮局 距离 为 2，1000 位 置 到 邮局 距离 为 0。 所 以 这 种 方 
案 下 的 总 距离 为 6， 其 他 任何 方案 的 总 距离 都 不 会 比 该 方案 的 总 距离 更 
短 ， 所 以 返回 6。 


【难度 】 
BE kk KY 
【解答 】 


方法 一 ， 动 态 规 划 。 首 先 解决 一 个 问题 ， 如 果 在 arr[i..j](0<=i<=j<N) 区 域 
上 只 能 建 一 个 邮局 ， 并 且 这 个 区 域 上 的 居民 点 都 前 往 这 个 邮局 ， 要 让 
arr[i..jj] 上 所 有 的 居民 点 到 邮局 的 总 距离 最 短 ， 这 个 邮局 应 该 建 在 哪里 ? 如 
Rarli. 上 有 奇数 个 民居 点 ， 邮 局 建 在 中 点 位 置 会 使 总 距离 最 短 ， 如 采 
arr[i..j] 上 有 侦 数 个 民居 点 ， 此 时 认为 中 点 有 两 个 ， 邮 局 建 在 哪个 中 点 上 都 
行 ， 都 会 使 总 距离 最 短 。 根 据 这 种 思路 ， 我 们 先生 成 一 个 规模 为 N xN 的 
矩阵 w ，w[i][j](0<=i<=j<N) 的 值 代表 如 果 在 arr[i..j](0<=i<=j<N) 区 域 上 只 
建 一 个 邮局 ， 这 一 区 间 上 的 总 距离 为 多 少 。 因 为 始终 有 i<=j 的 要 求 ， 所 以 
我 们 求 w 矩阵 的 时 候 ， 实 际 上 只 求 w 矩阵 的 一 半 。 


Kw 矩阵 的 过 程 。 在 求 每 一 个 位 置 w[i][] 的 时 候 ， 求 法 并 不 是 把 区 间 
arr[i..] 上 的 每 个 位 置 到 中 点 的 距离 求 出 后 票 加， 这样 求 虽然 肯定 正确 ， 但 
会 很 慢 。 更 快速 的 求法 是 如 果 已 经 求 出 了 wl[i][j-1] 的 值 ， 那 么 w[i][j]=w[i] 
[j-1]+arr[j]-arr[(i+j)/2]。 解 释 一 下 这 是 为 什么 ， 如 果 arr[i..j-1] 上 有 奇数 个 
点 ， 那 么 中 点 是 arr[(i+j-1H/2]， 加 上 arr[] 之 后 ，arr[i.j] 有 偶数 个 点 ， 第 一 
个 中 点 是 am[(i+j)/2]。 在 这 种 情况 下 ，(i+j-1)/2 和 (i+j)/2 其 实 是 同一 个 位 
置 。 比 如 ，arr[i.j-H=[4，15，26]， 中 点 是 15。arr[i..j]=[4，15，26， 
47]， 第 一 个 中 点 是 15。 所 以 ， 此 时 wpirj] 比 wD05- 菇 多 出 来 的 距离 束 是 
arr[j] 到 arr[G+j)/2] BY EE, BP wL]G]=wlilG-1]+arrlj]-ar[G+j)/2] > 40 Æ 
arr[i..j-1] LABOR, FAAS, IVRET, wlil-11 EEK 
是 一 样 的 。 加 上 arr[j] 之 后 ，arr[i.j] 有 奇数 个 点 ， 中 点 是 arr[(i+j)/2]。 在 这 
种 情况 下 ，arrli..j-1] 上 的 第 二 个 中 点 和 amrrfi..j] 上 唯一 的 中 点 其 实 是 同一 个 
位 置 。 比 如 ，arr[i.j-1]=[4，15，26，47]， 第 二 个 中 点 是 26 。arrfi..j]=[4， 
15，26，47，53]， 唯 一 的 中 点 是 26。 所以， 此 时 w[ 中 比 w[[j-1] 多 出 来 
的 距离 还 是 arrlj] 到 arr[(i+j)/2] 的 距离 ， 即 w[i][j]=w[ij[j-1]+arr[j]- 
arr[(i+j)/2]。 所 以 w 矩阵 求解 的 代码 片段 如 下 : 


int[][] w = new int[arr.length + 1] 
[arr.length + 1]; 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


for (int j = i + 1; j < arr.length; j++) 


{ 


w[i][j] = w[i] 
[j - 1] + arr[j] - arr[(i + j) / 2]; 


} 
} 


如 上 代码 中 让 把 w 申请 成 规模 (N +1)x(N +1) 的 原因 是 为 了 在 接 下 来 的 代码 
实现 中 ， 省 去 很 多 越界 的 判断 ， 实 际 上 w 的 有 效 区 域 苞 是 w[0.N][0.N] 中 
的 一 半 ， 剩 下 的 部 分 都 是 0。 


有 了 w 和 矩阵 之 后 ， 接 下 来 介绍 动态 规划 的 过 程 。dp[al[b] 的 值 代表 如 采 在 
arr[0..b] 上 建设 a +1 个 邮局 ， 总 距离 最 少 是 多 少 。 所 以 dp[0][b] 的 值 代表 如 
果 在 arr[0..b] 上 建设 1 个 邮局 ， 总 距离 最 少 是 多 少 。 很 明显 ， 总 距离 最 少 是 


w[0][b]。 那 么 dp[0][0.N-H 上 的 所 有 值 都 可 以 直接 赋值 ， 即 如 下 的 代码 片 


By: 


int[][] dp = 


for (int j = 


} 


dp[O][j] = w[0][j]; 


new int[num][arr.length]; 


0; j ! = arr.length; j++) { 


当 arr[0.b] 上 可 以 建设 不 止 1 个 邮局 时 ， 即 dp[al[b](a>0) 时 ， 应 该 如 何 计 
算 ? 举例 说 明 ， 比 如 arr=[-3，-2，-1，0，1，2]， 要 计算 dp[2][5] 的 值 ， 即 


可 以 在 arr[0..5] 上 建立 3 个 邮局 的 情况 下 ， 最 少 的 最 距离 


已 经 有 dp[0..1][0..5] 的 所 有 值 。 
方案 1: 邮局 1、2 负 责 [-3]， 邮 局 3 负责 [-2，-1，0，1，2] 


[0]+w[1][5] ° 


方案 2: 邮局 1、2 负 
[1]+w[2][5] ° 


方案 3: 邮局 1、2 负 
[2]+w[3][5] ° 


方案 4: 邮局 1、2 负 
[3]+w[4][5] ° 


方案 5: 邮局 1、2 负 
[4]+w[5][5] ° 


-2]， 邮 局 3 负责 [-1，0，1，2] 
-2，-1]， 邮 局 3 人 负责 [0，1，2] 
-2，-1，0]， 邮 局 3 负责 [1，2]， 
-2，-1，0，1]， 邮 局 3 负责 [2]， 


并 且 此 时 


， 距 离 dp[1] 


， 距 离 dp[1] 


， 距 离 dp[1] 


距离 dp[1] 


距离 dp[1] 


方案 6: 邮局 1、2 负 责 [-3，-2，-1，0，1，2]， 邮 局 3 负责 []， 距 离 dp[1] 


[5]+w[6][5](w 越 界 为 0)。 


枚 举 所 有 的 划分 方案 ， 选 一 个 距离 最 短 的 即 可 ， 所 以 ，dp[aj[b] = Min { 
dp[a - 1][k] +w[k + 1] [b] (0<=k<N) } ° 


方法 一 的 全 部 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 minDistances1 方 法 。 


public int minDistancesi(int[] arr, int num) I 


if (arr == null || num < 1 || arr.length < num) 


return 0; 


int[][] w = new int[arr.length + 1] 
[arr.length + 1]; 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 
for (int j = i+ 1; j < arr.length; j++) 
[j - 1] + arr[j] - arr[(i + j) / 2]; Be = ee 
) 
) 


int[][] dp = new int[num][arr.length]; 


for (int j = 0; j ! = arr.length; j++) { 
dp[0] [j] = w[0][j]; 
} 
for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j =i + 1; j < arr.length; j++) { 
dp[i][j] = Integer.MAX VALUE; 
for (int k = 0; k <= j; k++) { 


dp[i][j] = Math.min(dp[i] 
[3], dp[i - 1][k] + wk + 1][j]); 


} 


return dp[num - 1][arr.length - 11; 


i; 


w 矩阵 的 求解 过 程 O (N:)， 动 态 规 划 的 求解 过 程 O (N? xnum)。 所 以 方法 
一 总 的 时 间 复 杂 度 为 O (W?)+O (N?xnum), ENO (NN *xnum) ° 


方法 二 ， 用 四 边 形 不 等 式 优化 动态 规划 的 枚 举 过 程 ， 使 整个 过 程 的 时 间 
复杂 度 降 低 至 O (N*)。 在 方法 一 中 求解 dp[a]j[b] 的 时 候 ， 几 乎 枚 举 了 所 有 
的 dp[a-1][0..b]， 但 这 个 枚 举 过 程 其 实 是 可 以 得 到 加 速 的 。 具 体 解 释 为 : 


1， 当 邮局 为 4 -1 个 ， 区 间 为 ar[0.b] 时 ， 如 果 在 其 最 优 划分 方案 中 发 现 ， 
邮局 1~a -2 负责 arr[0.1]]， 邮 局 a -1 负责 arr[l+1.b]。 那 么 当 邮 局 为 个 ， 区 
间 为 arr[0..b] 时 ， 如 果 想 得 到 最 优 方案 ， 邮 局 1~a -1 负责 的 区 域 不 必 尝 试 
比 arr[0..] 小 的 区 域 ， 只 需 答 试 arr[0..k](k>=1)。 


2. 当 邮局 为 a 个 ， 区 间 为 arr[0..b+1] 时 ， 如 果 在 其 最 优 划 分 方案 中 发 现 ， 
邮局 1~a -1 负责 arr[0..m]， 邮 局 a 负责 arr[m+1..b+1]。 那么 当 邮 局 为 a À, 
区 间 为 arr[0..b] 上 时 ， 如 果 想 得 到 最 优 方 案 ， 邮 局 1~a -1 负责 的 区 域 不 必 尝 
试 比 arr[0..m] 大 的 区 域 ， 只 党 斌 arr[0..k](k<=m)。 


本 题 为 何 能 用 四 边 形 不 等 式 进 行 优化 的 证 明 略 。 有 兴趣 的 读者 可 以 上 自行 
学 习 “ 四 边 形 不 等 式 ” 的 相关 内 容 。 有 了 这 个 枚 举 优化 过 程 后 ， 在 算 dp[a] 
[b]HT, Å H7dpla-1][b]1A RX fr E 1 dp[a][b+ Mme Em 之 
间 进 行 枚 举 ， 其 他 的 位 置 一 概 不 用 再 试 。 有 具体 过 程 请 参看 如 下 代码 中 的 
minDistances2 方 法 。 


public int minDistances2(int[] arr, int num) { 


if (arr == null || num < 1 || arr.length < num) 


return 0; 


int[][] w = new int[arr.length + 1] 
[arr.length + 1]; 


for (int i = 0; i < arr.length; i++) { 


for (int j = i +1; j < arr.length; j++) 
[j - 1] + arr[j] - arr[(i + j) / 2]; EE 
} 
} 
int[][] dp = new int[num][arr.length]; 


int[][] s = new int[num][arr.length]; 


for (int j = 0; j ! = arr.length: j++) { 
dp[0] [j] = w[O][j]; 
s[0][j] = 0; 

} 


int mink = 0; 


int maxK 


Il 
© 


int cur = 0; 
for (int i = 1; i < num; i++) { 
for (int j = arr.length - 1; j > i; j--) I 
mink = s[i - 1][j]; 


maxK = j == arr.length - 1 ? arr.length 
- 1 : s[i][j + 11; 


dp[i][j] = Integer.MAX VALUE; 
for (int k = mink; k <= maxK; k++) { 
cur = dp[i - 1][k] + w[k + 1][j]; 
if (cur <= dp[i][j]) { 
dp[i][j] = cur; 
s[i][j] = k; 


} 


return dpfnum - 1][arr.length - 1]; 
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